Diskrete Optimierung

- TECHNISCHE
UNIVERSITAT

4. Ubungsblatt N IVERSITAT
Fachbereich Mathematik SoSe 2013
Prof. Dr. Michael Joswig 7. Mai 2013

Dipl.-Math. Madeline Lips

ACHTUNG: Die Ubung am Donnerstag (09.05.2013) fillt aus. Gegebenenfalls konnen Sie in dieser Woche eine
Ubungsgruppe an einem anderen Tag besuchen.

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Wdh. Cramersche Regel)
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Sei A € R™" reguldr und b € R". Dann ist Ax = b eindeutig l6sbar mit x; = d‘:t((g)) (Cramersche Regel)
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Losen Sie folgendes lineares Gleichungssystem mit Hilfe der Cramerschen Regel:
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Aufgabe G2 (Wdh. Wachstum von Funktionen)
Seien f, g : N — R. Dann ist

fe0(g):e Ic>0IngeN Vnzny: f(n)<c-gn)
(D.h. f wéchst hochstens so stark wie g und g ist eine obere Schranke fiir f.)
feolg)ie= Vc>0 dngeN Vn>ny: 0= f(n)<c-g(n)

(D.h. f wichst echt langsamer als g und g ist eine echte obere Schranke fiir f.)

(a) Seien f(n) =2n%+ 7n — 10 und g(n) = n?. Zeigen Sie f(n) € 0(g(n)) und g(n) € O(f(n)). Wie kann man ¢ und
n, jeweils wahlen?

(b) Zeigen Sie:
f €0(g(n)) und g € O(h(n)) = f € O(h(n))
und

f €o(g(n)) und g € o(h(n)) = f € o(h(n)).

(¢) Sortieren Sie die Funktionen

n®, vn, n!, 2%, n*, n

nach aufsteigender Komplexitdt unter Verwendung der ,,0“- und ,,0“-Notation. Bestimmen Sie jeweils ein n.




Aufgabe G3 (Stable Set)
Definition Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Teilmenge S der Knotenmenge V heifst stabil (Stable Set), falls keine
zwei Knoten in S durch eine Kante aus E verbunden sind.

Betrachten Sie folgendes Entscheidungsproblem:

STABLE SET

Instanz:  Graph G = (V, E) ungerichtet, k € N.
Frage: Hat G eine stabile Menge der Grof3e k?

Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass STaBLE SET A& -vollstindig ist, indem das aus der Vorlesung bekannte
Entscheidungsproblem SAT auf StaBLE SET reduziert wird.

(a) Zeigen Sie: StaBLE SETE N/ P, d. h. geben Sie ein Zertifikat fiir eine Ja-Instanz an.

(b) Betrachten Sie folgende Instanz I von SAT: m Klausen Z;,...,Z, mit Z; = y; V...V y; mit Literalen Yy in Varia-

blen x,...,x,. Konstruieren Sie (in polynomialer Zeit) einen Graphen G zu I und k € N, der genau dann eine
stabile Menge der GrofRe k besitzt, wenn es fiir I eine erfiillende Belegung gibt.

Hausiibung

Aufgabe H1 (Polyederbeschreibung) (5 Punkte)
Geben Sie ein Verfahren an, welches angewendet auf P = convV C R" eine Ungleichungsbeschreibung fiir P liefert und
erlautern Sie die Korrektheit Ihres Verfahrens.

Aufgabe H2 (Facettenkomplexitét) (5 Punkte)
Beweisen Sie folgenden Satz aus der Vorlesung:
Sei P C R" ein rationales Polyeder der Facettenkomplexitit ¢. Dann hat P; Facettenkomplexitit < 24n°y.

Aufgabe H3 (Vertex Cover) (5 Punkte)
Definition Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine Teilmenge S der Knotenmenge V heifst Knoteniiberdenkung (Vertex
Cover), falls jede Kante aus E mit mindestens einem Knoten in S inzident ist.

Ein Entscheidungsproblem TI ist in Polynomialzeit auf ein Entscheidungsproblem I’ reduzierbar (IT <, II'), falls es
eine in Polynomialzeit berechenbare Funktion f gibt, die Eingaben fiir Problem T1 in Eingaben fiir Problem II’ iiberfiihrt und
folgendes erfiillt: x €Tl < f(x) T,

Betrachten Sie folgendes Entscheidungsproblem:

VERTEX COVER

Instanz:  Graph G = (V, E) ungerichtet, m € N.
Frage: Hat G ein Vertex Cover der Groe m?

Zeigen Sie:
(a) VERTEX COVERSp STABLE SET

(b) STABLE SET<, VERTEX COVER




