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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Eigenwerte und Eigenvektoren)
Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenvektoren der folgenden reellwertigen Matrix:

3 1 1
A=|[2 4 2
1 1 3
Losung: Es ist
3-2 1 1
det(A—AE;) = det 2 4-2 2
1 1 3—-4
0 A—2 (A-3)B-A)+1
= det|0 2—-A4 21 -4
1 1 3—-4

1 —-2A*2+61-8
= (A—Z)det(_l oA —4 )
= (A-2)2A—4—-2%2+61—8)
= —(A—2*(A—6).

Eigenwerte von A sind daher A; = 2 und A, = 6. Die Eigenvektoren von A zu A; = 2 berechnen sich durch Losen des
homogenen Gleichungssystems:

11 1\ (x 0 x, 1 1
2 2 2| |x|=|0] & |x|=al-1|+p]|0
11 1) \x, 0 X3 0 -1

fur alle a € R\ {0}.

Aufgabe G2 (Eigenwerte beim Transponieren)
(a) SeiA eine quadratische Matrix {iber R. Beweisen oder widerlegen Sie, dass Aund AT die gleichen Eigenwerte haben.

(b) Beweisen oder widerlegen Sie, dass A und AT die gleichen Eigenvektoren haben.




Losung:
(a) Sei A ein Eigenwert von A. Dann ist det(A — AE) = 0. Da die Determinante invariant unter Transponieren ist, folgt
damit

det (A" — AE) = det ((A— AE)") = det(A— AE) = 0.

Also ist A auch ein Eigenwert von AT. Ebenso sieht man ein, dass umgekehrt jeder Eigenwert von AT auch ein
Eigenwert von A = (AT)T ist. Folglich haben die Matrizen A und AT die gleichen Eigenwerte.

(b) Die Aussage lasst sich durch folgendes einfache Gegenbeispiel wiederlegen: Sei

a=(0 1),

Dann ist v = (1,0)7 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 0, denn Av = 0 = Ov. Jedoch ist v kein Eigenvektor von

AT, denn
r._ (0 0) (1) (O ..
Av= (1 0) (O) = (1) # Av fiir alle A € R.

Aufgabe G3 (Eigenwerte des Shift-Operators)
Wir betrachten den Raum RY aller reellen Folgen (a,,),cy und die Abbildung

S:RY = RY,  (a)nen = (@ni1)nen-
Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von S.
Losung: Betrachten wir die Bedingung
S(ay,ay,0as,...) =(ay,as,...) = (Aa;, Aay, ...,
dann erkennen wir eine dquivalente Bedingung dafiir, dass A ein Eigenwert von S ist, als
a, = Aa;

a; = Aa, = A’q4

— n
A = A'ay.

Fiir A € R ist also (bn)r’}eN =(1,A,A2,...,A"L,...) ein Eigenvektor von S zum Eigenwert A. Umgekehrt ist jeder Eigen-

vektor von S zum Eigenwert A ein Vielfaches von (bn)ﬁeN. Folglich ist jeder Wert A € R ein Eigenwert von S mit dem

zugehorigen Eigenraum span ((bn)ﬁeN).

Aufgabe G4 (Eigenwerte von Drehmatrizen)
(a) Esseien a, b € R. Berechnen Sie die (eventuell komplexen) Eigenwerte der Matrix

A=(‘b‘ ‘ab).

(b) Berechnen Sie die (eventuell komplexen) Eigenwerte der Matrix einer Drehung im R? um den Koordinatenursprung
um einen Winkel ¢ € R.

Losung:
(a) Esgilt
a-A b 2 2 2 2 2
det(A— AE) = det b Y =(a—A)+b*=A°—2aA+a”+ b°.
Die Nullstellen dieses Polynoms sind offensichtlich

Mp=a*ya*—(a*+b*)=axV-b*=azib,

d. h. die Eigenwerte von A sind a +ib und a —ib.
(b) Man bestimmt die Matrix der Drehung bzgl. der Standardbasis des R?. Diese ergibt sich zu

cosy —sing
sinp cosyp |’
Aus Aufgabenteil (a) folgt dann, dass die gesuchten Eigenwerte gleich
cosg +ising =e¥ und cosp —ising =e ¥

sind.




Hausiibung

Aufgabe H1 (Eigenwerte beim Invertieren) (6 Punkte)
(a) Sei v ein Eigenvektor der invertierbaren Matrix A zum Eigenwert A. Zeigen Sie, dass v dann auch Eigenvektor von
A~! zum Eigenwert A1 ist.

(b) Sei v ein Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert A und s ein Skalar. Zeigen Sie, dass v ein Eigenvektor von A—sE
zum Eigenwert A — s ist.

(c) Bestimmen Sie die Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren der folgenden Matrizen:

-2 2 3 -5 2 3
A=|-2 3 2|, A! und -2 0 2
-4 2 5 -4 2 2

Losung:

(a) Sei A Eigenwert von A und v ein dazugehériger Eigenvektor. Dann gilt Av = Av. Da A invertierbar ist, existiert A™*
und es gilt A # 0. Durch Linksmultiplikation mit A~! ergibt sich nun v = AA~'v und durch anschlieRende Division
durch A erhalten wir A~y = A~1v. Also ist v tatsichlich ein Eigenvektor von A~} zum Eigenwert A 1.

(b) Aus Av = Av und sEv = sv erhilt man durch Subtraktion: Av —sEv = Av — sv. Durch Ausklammern ergibt sich
nun (A—sE)v = (A —s)v, also ist v ein Eigenvektor von A — sE zum Eigenwert A —s.

(o) * Die charakteristische Gleichung von A lautet

det -2 3-1 2 =-23+6A%2-111+6=0.

Sie hat die Losungen A; = 1, A, = 2 und A; = 3, die Eigenwerte von A. Durch Loésen der drei homogenen

Gleichungssysteme
-2 3-2 2 x |=[0], =123
erhélt man als Eigenvektoren:
1 1 1
0 [ zum Eigenwert A4, 2 | zum Eigenwert A,, 1 | zum Eigenwert A5.
1 0 1
* Da A invertierbar ist, sind nach (a) A; =1, A, = % und A3 = % die Eigenwerte von A™!. Die Eigenvektoren
sind die gleichen wie fiir A, ebenfalls nach (a).
* Man erkenne
-5 2 3
-2 0 2|=A-3E
-4 2 2

und erhélt aus (b), dass die Eigenwerte nun A; =1—-3=-2, A, =2—-3=—1und A3 =3 — 3 =0 sind. Die
jeweils zugehorigen Eigenvektoren sind wieder die Gleichen wie fiir A.

Aufgabe H2 (Rang einer linearen Abbildung) (6 Punkte)
Bestimmen Sie den Rang der linearen Abbildung

X X1+ 2x5 +4x,
0: R* - R* x|, 3x1+5x,+x3+11x,
’ ’ X5 2x1 —3x5+ 7x3+ X4
X4 4x1 + 2x5 + 6x3 + 10x4

Geben Sie auflerdem Basen von Kern ¢ und Bild ¢ an.




Losung: Beziiglich der Standardbasis B von R* hat ¢ die Matrixdarstellung

1 2 0 4
3 5 1 11
A=p¥5=19 _3 7 1
4 2 6 10

Wir bestimmen nun zunéchst den Kern von ¢, bzw. von A. Hierzu verwenden wir das Gauf3-Verfahren:

1 2 0 4 1 2 0 4 1 2 0 4
3 5 1 11 0 -1 1 -1 0 -1 1 -1
2 37 1|7 |o =77 =717 1o 0o o o
4 2 6 10 0 -6 6 —6 0 0 0 O

Fine Basis von Kern ¢ ist also beispielsweise (—2,1,1,0)7, (—2,—1,0,1)". Insbesondere ist Kern ¢ zweidimensional. Mit
der Dimensionsformel folgt nun, dass Bild ¢ ebenfalls zweidimensional sein muss. Folglich hat ¢ den Rang 2 und die
offensichtlich linear unabhéngigen Spalten (1,3,2,4)7 und (2,5,—3,2)” von A bilden eine Basis von Bild (.

Aufgabe H3 (Potenzen linearer Abbildungen) (6 Punkte)

Gegeben sei die lineare Abbildung
. 2 2 X _2ly
p:C © (y) (x+2y+iy)'

Bestimmen Sie eine explizite Darstellung von ¢" (e;) = (¢ o...0¢) (e;) fiir alle n €N, wobei e; = (1,0).
—_————

n mal

Tipp: Beschreiben Sie ¢ beziiglich einer Basis aus Eigenvektoren.

Losung: Beziiglich der Standardbasis B von C? hat ¢ die Matrixdarstellung

0 -2
A=pop= (1 2+i)'

Um ¢"(e;) zu berechnen, ist es sinnvoll, eine Basis aus Eigenvektoren von ¢, bzw. A zu finden. Hierzu bestimmen wir
zunichst die Eigenwerte von A mit Hilfe der charakteristischen Gleichung:

O—det(A—QLE)—det(1 Z_H._A)—?L 2+ DA+ 2i.
Die Eigenwerte sind folglich
241 3+4i o241 2—1i
2‘1/2 - —2i= + 5
2 4 2 2

also A; =2 und A, =i. Als Néchstes berechnen wir die zugehorigen Eigenvektoren:

! -2 =2i i i
0:(A—11E)v—(1 ; )v = I}ESpan(_l) ~s vl_(—l)’

! —i -2 2 9
0—(A—7LZE)1/—(1 9 )v = vEspan(_l) ~ 1;2_(_1)_

Es gilt also ¢(v;) = 2v; und ¢(v,) = iv,. Daraus folgt insbesondere ¢"(v;) = 2"v; und p"(v,) = i"v, fiir alle n € N.
Wegen e, = %(2 +1) (v, — v1) erhalten wir somit schlieRlich

1 1 1 1 i — 21§
oo = ¢ (52D (2= m) ) = 524D ()= ") = g2+ D (= 2'w) = s+ (0




