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Beachten Sie, dass Ubung 6 (Michael Beckstein, Freitag, 8:00 in S1|03 126) am 31. Mai ausfillt. Bitte verteilen Sie
sich auf die drei parallel stattfindenden Ubungen:

Ubung 3 | S1/02 244
Ubung 4 | S1|03 175
Ubung 5 | S1/03 9

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) Auf R? ist durch
((prz), (J’1:J’2)> =X1Y1— X2)2

ein Skalarprodukt definiert.
(b) Auf R ist durch
(x,y) = lxI|

ein Skalarprodukt definiert.

(c) Auf R? ist durch

<(X1,X2), (y15y2)> = x%ylz + x§y22

ein Skalarprodukt definiert.

(d) Auf M, (K) wird durch
(A, B) = Tr(B*A)

ein Skalarprodukt definiert.

Losung:

(a) Die Aussage ist falsch, denn (-, -) ist nicht positiv definit. Z.B. gilt
((1,1),(1,1))=1—1=0 aber (1,1) #(0,0) =0.
(b) Die Aussage ist falsch, denn (:,-) ist nicht symmetrisch. Z.B. gilt
(1,00 =1#0=(0,1) .

(c) Die Aussage ist falsch, denn (:,-) ist nicht bilinear. Z.B. gilt

(2-(1,1),(1,1)) =((2,2),(1,1)) =4+4=8#4=2-(1+1)=2((1,1),(1,1)) .




(d) Die Aussage ist wahr, denn fiir alle A,B,C € M,(K) und A € K folgt mit Hilfe der Eigenschaften der Spur

(A+C,B) = Ti(B*(A+C))=Ti(B*A+B*C)=Tr(B*A)+ Tr(B*C) = (4, B) + (C,B)
(A-A,B) Tr(B*(A-A)) = Tr(A - B*A) = A - Tr(B*A) = A - (A, B)
(A,B) Tr(B*A) = Tr((B*A)") = Tr(A*(B*)*) = Tr(A*B) = (B, A)
A4 = TAA=da+da+...+ada,=alP+llal*+...+lla,l* >0
AA=0 < |al*+llal*+...+la,?*=0<a=0V1<i<n<A=0.

Dabei bezeichnet a; die i-te Spalte von A und || - || die Standardnorm im R".

Aufgabe G2
Fiir einen Korper K betrachten wir den Raum

ZZ(K) = {(xn)nEN

[ee]
lei|2<oo )

i=1

Zeigen Sie, dass durch

(Ctadnes Fndnent) = D %0
i=1

ein Skalarprodukt auf £2(K) definiert ist.

Hinweis: Zeigen Sie die Konvergenz, indem Partialsummen abschitzen.

Lésung: Es ist klar, dass (-,-) sesquilinear, hermitesch und positiv definit ist, sofern es wohl-definiert ist.
Wir zeigen die Konvergenz: Seien (x,)nen, (Vnnen € €2(K). Es gilt x := Y2 |x;%,y = Yoo |yi]* < 00. Es gilt
21x:y:l = 2x;lyil < |x* + |y;[* und damit fiir N € N

N N N N
Dyl < x P+ v =1 (Zw +Z|yi|2) <lx+y)
i=1 i=1 i=1 i=1
Somit ist
N
(X dneris Gdnen) = lim Zx—iyi

absolut konvergent und daher auch konvergent.

Aufgabe G3
Sei R* mit dem Standardskalarprodukt versehen und sei U € R* der von den Vektoren

u, = Uus =

92 BN, BN RO,
A DADNDDN
O O 0

aufgespannte Untervektorraum. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U.

Losung: Wir wenden das Gram-Schmidtsche Ortogonalisierungsverfahren an. Der erste Vektor muss lediglich auf
Einheitslange normiert werden:

\S]
[T —

Fiir den zweiten Vektor erhilt man:

Uy :=Uy — (U, Ug) 1y =

A ADNDDN
|
w

[ S S —
Il




sowie
-1
Uy 11 -1
Uy = ——— = —
2l 2| 1
1
Fiir den dritten Vektor erhélt man:
7 1
” 8 1
U3 1= uz — (vy,u3) vy — (U2, U3) Uy 9 |~ 6 1 |t
0 1
und somit
U 2 . 1
V3= —— = U3 = 1%
3 ||U3|| 1/12_;,_12_*_92_;’_92 3 V41 3
Aufgabe G4

Seiw eR", n€N, mit w; >0, k=1,...,n. Zeigen Sie, dass
n
V)y 1= Zwku_kvk, fiir u,v € C",
k=1
ein Skalarprodukt auf dem C" definiert.

Losung: Wir zeigen die definierenden Eigenschaften:

positiv definit: Sei u € C". Dann gilt
n
- 2
= E wilu|* > 0.
k=1 Y
>0

Ist u # 0, dann existiert j € {1,...,n} mit u; # 0. Dann gilt

w;>0

(u,u),, Zwklukl > wjlu;l? >0.
————

k=1 >0

hermitesch: Seien u, v € C". Dann gilt

n
= Z WUk Vg
k=1
n
= Z Wik Vg
k=1

n
WkE]R

sesquilinear: Seien u, v,r € C" und A € C. Dann gilt
(u+wv,r), Zwk(uk + v = Zwkukrk + Zwkvkrk
(r,u+v), =(ru) +(r, V),

(Au, v),, Zwklukvk = AZwkukvk = Au,v),,

k=1 k=1
(u, Av), Zwkuklvk = AZwkukvk = AMu, v),.
k=1 k=1

~1/2
1/2
9/2

-9/2

The +(0,T),s




Aufgabe G5
Man zeige, dass w und w eine Basis von C iiber R bilden, wenn w = a 4+ bi und a = ®w # 0,b = Sw # 0 ist. Man
berechne die Koordinaten der komplexen Zahl z = x + iy relativ zu dieser Basis.

Lésung: Wir kénnen die Basis {1,i} von C iiber R durch w und w darstellen:

1 w4+w (W + ), Low=w
= — = — 1= — =
lw+w| 2|a| lw —w]| 2|b|

S (w —w).

Die Zahl x +iy kann man also durch

+ (W +7) +y =—(w )(x y)+(x y)—
x+iy=x—-—— w — L \w
Y 2|| yz|b| 2la] * 2/p| 2la] ~ 2/b|

in dieser Basis darstellen.

Hausiibung

Aufgabe H1 (6 Punkte)
Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von Span{b;, by, b3} mit

-1 1 1

1 1 1

bl = -1 N bz = ]2. 5 und b3 = i
1 1 1

Losung: Wir verwenden das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren.
Es ergeben sich die folgenden Schritte:

ul—bl (-1 1 -1 1)

vV =
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””1” \/(—1)2+12+(—1)2-|-12 (_1 tt 1) _( 2 2 2 2)

w=be=(bpnn=(1 3 1 3) - (-i+i-iei) (58 s 5 )
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Folglich ist (v, vy, v3) eine Orthonormalbasis von span{by, by, b3}.

Bemerkung: Die lineare Unabhéngigkeit der drei gegebenen Vektoren folgt daraus, dass man beim Gram-
Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren drei von Null verschiedene Vektoren erhilt. Alternativ kann man die
lineare Unabhéngigkeit auch vor dem Verfahren nachrechnen.

Aufgabe H2 (6 Punkte)
Sei H, = {Ae€ C™" | A* = A}. Zeigen Sie, dass die Matrizen

10 01 0 —i 1 0
w=lon) m=(io) »=(00) (o 5

beziiglich des Skalarprodukts
(A,B) =} Tr(A"B)

eine Orthonormalbasis von H, bilden.




Losung: Nachrechnen.

Aufgabe H3 (6 Punkte)
Man beweise mittels linearer Algebra die folgenden, aus der elementaren Geometrie bekannten Sétze:

(a) Satz des Thales: Es seien a, b,c drei verschiedene Punkte in der Ebene. Wenn ¢ auf dem Kreis liegt, der die
Verbindungsstrecke von a nach b als einen Durchmesser hat, so hat das aus a, b und ¢ gebildete Dreieck bei ¢
einen rechten Winkel. (Hinweis: Man lege den Ursprung des Koordinatensystems in den Mittelpunkt des Kreises.)

(b) Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt und dieser teilt jede Seitenhalbierende im
Verhiltnis 2 : 1. (Eine Seitenhalbierende in einem Dreieck ist die Strecke, die den Mittelpunkt einer Seite mit der
gegeniiberliegenden Ecke verbindet. Der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden ist der Schwerpunkt des Dreiecks.)

Losung;:

(a) Wir legen den Ursprung in den Mittelpunkt des Kreises. Somit gilt a = —b und [|a|| = ||b]| = ||c||. AuBerdem
folgt

(c—a,c—b)y={c—a,c+a)=/{c,c)—{a,a)=|lc||—|la]| = 0.

(b) Seien 0,a, b die Ecken des Dreiecks. Die Seitenhalbierenden der Seiten a und b sind dann durch die Vektoren
2 — b bzw. g —a gegeben. Um zu bestimmen, in welchem Verhéltnis der Schnittpunkt die Seitenhalbierenden
teilt, betrachten wir

a+ (2 —a)=b+2,(% - b)
e al-24-2)+b(E2-1+2)=0.

Da a und b linear unabhéngig sind, muss gelten
A A
1-4,-2=2_-142,=0

und somit A; = A, = % Da a und b beliebige Seiten waren, folgt, dass auch die dritte Seitenhalbierende durch
dieses Punkt geht.




