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Gruppeniibung

Aufgabe G1
Es seien A und B jeweils n X n Matrizen. Auflerdem soll A-B = E,, gelten.

(a) Zeigen Sie, dass dann auch B-A=E, gilt.
(b) Zeigen Sie, dass A™' =B und B~! = A ist.

Losung:

(a) Angenommen es gilt detB = 0. Dann folgt
1=detE, =det(A-B) =detA-detB =detA-0=0,

was ein Widerspruch ist. D. h. es gilt
detB#0.

Insbesondere existiert B~!. Multipliziert man nun die gegebene Gleichung A-B = E,, von links mit B erhilt man
B-A-B=B.
Durch Multiplikation mit B™! von rechts erhélt man daraus
B-A=B-A-B-B'=B-B!=E,.
(b) Wegen (a) gilt
A-B=B-A=E,.

Nach Definition bedeutet dies gerade
A'=Bund B =A.

Aufgabe G2
Sei B=(by,...,b,) eine Basis des K-Vektorraums V. Zeigen Sie: Die Vektoren ay,...,a, €V sind genau dann linear
unabhéngig, wenn ihre B-Koordinatenvektoren Aq,...,A,, linear unabhéngig sind.

Losung: Es gilt a; = Z 1A;jb; fir i=1,...,m und
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genau dann, wenn 271:1 AiA;; =0 fiir alle j =1,...,n genau dann, wenn 271:1 AiA; = 0. Folglich sind a,,...,a,, genau
dann linear unabhingig, wenn A, ...,A,, linear unabhingig sind.




Aufgabe G3
Berechnen Sie (mit Hilfe einer Induktion nach n € N) die Determinante
1 x; xf - X!
1 x, xg x’;_l
Vo (x1,...,%x,) :=det )
1 x, x2 X

Dabei seien xq,...,x, €R beliebig und n > 1.

Losung: Addiert man in der gegebenen Matrix zuerst das (—x;)-fache der vorletzten Spalte zur letzten, dann das
(—xq)-fache der (n — 2)-ten Spalte zur (n — 1)-ten usw. und im letzten Schritt das (—x;)-fache der ersten Spalte zur
zweiten, so dndert sich die Determinate der Matrix dadurch nicht und man erhélt

2 n—1 2
(1 x; x5 - Xx] 1 x; x7 - 0
2 n—1 2 n—-1 __ n—2
1 xy X3 x5 1 xy X3 x5 XqX5
Vo(xi,.ex,) = det| ) =det
2 ... n—1 2 ... n—-1 _ n—2
\1 X, X x; 1 x, x; xp Xxqx)
(1 0 0 0
1 xp—x; X3—XyXg -+ x§l—xx)?
= det
2 n—1 n—2
\1 Xp—Xp Xp—X1Xp, o X —XyXp
[1 0 0 0
n—2
1 xy3—x; (Xy—x1)xg -+ (xz_xl)xz
= det
n—2
\1 2 —x1 C=x)x, oo (= x)x)

Entwickelt man diese Determinante nach der ersten Zeile und verwendet die Linearitdt der Determinante in jeder
Zeile, dann ergibt sich

Xp—x; (Xp—x1)xy - (xZ—xl)xg‘z
Vo(xq,...,x,) = 1-det : :
Xy —xp (G —x)x, e (o= xy)xg
1 xy o XZ—Z
= (= x)(xg—x1) ... (3, —x;) - det :
1 x, - xg_z
= (xp—x)leg—x1) oo (00 = x1) - Vg (g, 0, X))

Daraus ergibt sich die Vermutung

V(X150 x) = l_[ (x; = x;).

1<j<i<n

Diese Vermutung wird nun unter Verwendung der letzten Gleichung mittels Induktion bewiesen.

e Induktionsanfang: Fiir n = 2 gilt

1 x
Vz(xl,xZ):det(l xl)sz—xlz l_[ (Xl—x]) Vxl,XZGR.

2 1<j<i<2

D. h. die Behauptung ist fiir n = 2 gezeigt.




e Induktionsvoraussetzung: Es gelte

V(X1 eesXp) = l_[ (x; —x;)

1<j<i<n
fur alle xq,...,x, €R.

e Induktionsbehauptung: Es gilt
Vn+1(xl:"~’xn+1)= l_[ (xi_xj)

1<j<i<n+1
fiir alle Xq5eees Xng1 eR.
e Induktionsschritt: Aus der obigen Gleichung folgt
Vi1 (X1, xn1) = (o= xq)(x3 = x1) oo (pgq — x1) - Vi(xg, o5 Xg1)

o (g —x7)(3 —x7) oo s (Xpyq — x7) - l_[ (x; —x;)

2<j<i<n+1
= l_[ (Xi - x]) .
1<j<i<n+1
Es gilt also
Vo(xq,...,x,) = l_[ (x;—x;) VneN,n>1,x,...,x, €R.
1<j<i<n
Aufgabe G4
Betrachten Sie den Vektorraum V = Z(R,R) der Funktionen von R nach R.
(a) Sind die folgenden Funktionen f;, f, in V linear unabhéngig?

f1(x):=e€*, fo(x):=x VxeR
(b) Sind die folgenden Funktionen f, f5, f3 in V linear unabhéngig?
fr(x):=sin®x, fy(x):=cos’x, fy(x)=1 VxeR
(¢) Sind die folgenden Funktionen fi, f5, f3 in V linear unabhiingig?
[0 =1, fiolx):=x, fi(x)=x* VxeR
Zeigen Sie jeweils ihre Behauptungen.
Losung:
(a) Aus Aqf; + Ayfy =0 mit A4, A, € R folgt fiir alle x € R die Gleichung A,e* + A,x = 0. Setzt man hier fiir x die
speziellen Werte O und 1 ein, so ergibt sich das Gleichungssystem
A-142,-0 = 0
Aire+2Ay,01 = 0.
Aus der ersten Gleichung ergibt sich A; = 0. Durch Einsetzen in die zweite Gleichung erhilt man auch A, = 0.
Also sind f; und f, linear unabhingig.
(b) Fiir alle x € R gilt bekanntlich sin? x + cos? x = 1. Es ist also

fA+f—f3=0.

D. h. f, f, und f; sind linear abhingig.

(c) Aus Aify + Ayfo + Agfs =0 mit A1, Ay, A3 € R folgt fiir alle x € R die Gleichung A1 -1+ A, x + A5 -x% = 0. Setzt
man hier fiir x die speziellen Werte 0,1 und —1 ein, so ergibt sich das folgende Gleichungssystem.

2’1 = 0 A’l = 0 A‘l = 0
A‘l + A‘z + Ag = 0 = + 7\«2 + 13 = 0 = X’Z + 13 = 0
M — A + A3 = O — 2l + A3 = 0 245 = 0

A = 0 A = 0

— 2.2 + 7(.3 = 0 = },2 = 0

7\«3 = 0 A«3 = 0

Es gilt also A, = A, = A3 =0.
D. h. fi, f, und f; sind linear unabhéngig.




Hausiibung

Aufgabe H1 (6 Punkte)
Es sei K ein Korper und V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Weiter seien U und W Unterrdume von V. Zeigen Sie:

(a)
(b)

Es gilt UNW = {0} und U+ W =V genau dann, wenn fiir jede geordnete Basis (uy,...,u;) von U und jede
geordnete Basis (wq,...,w,,) von W das Tupel (uy,...,u, wy,...,w,,) eine geordnete Basis von V ist.

Es gilt:
dim(U + W) = dimU + dimW — dim(U N W).

Zahlen Sie dazu Vektoren in geeigneten Basen.

Loésung:

(a)

(b)

“<”Sei v eUNW, etwa
k m
V:ZAiui :ZMjo: Ai i €K
i=1 =1

Hier haben wir benutzt, dass U bzw. W von uy,...,u; bzw. wq,...,w,, erzeugt werden. Dann ist

k m
0= Zkiui — Zujwj,
i=1

j=1

und das impliziert, dass alle A;, u; = 0 sind, da (uy, ..., U, Wq,...,Wp,) linear unabhéngig ist. Also ist v =0 und
unw = {0}
Nun sei v € V beliebig. Da (uq,..., U, W,...,w,,) =V, gibt es A4,..., Ak, U1, ..., Uy €K, sodass

alsoist ve U+ W.
“=" Sei (uy,...,u;) Basis von U und (wq,...,w,,) Basis von W. Weiter sei v € V. Da U+ W =V ist, gibt es
kl,...,lk,ul,...,um € K mit

Also ist v € (U, ..., Uk, Wi,...,Wp), d. h. uq,..., U, Wq,..., W, ist ein Erzeugendensystem von V.
Sei nun Aq,..., Ak, Uy, -, Uy € K mit

Es gilt

k m
Zkiui €U und - ZH-’W} ew
j=1

i=1
und somit liegen beide Terme in UNW. Wegen UNW = {0} folgt, dass alle A; und u; sind gleich Null, da
(uq,...,u) und (wy,...,wp,) linear unabhéngig sind. D. h. aber, dass (ug,...,u;, wy,...,w,,) linear unabhéngig
ist.
Wir wihlen eine Basis (xq,...,x;3) von UNW. Damit ergéinzen wir die Teilmenge {uy,...,u;} C U zu einer Basis
(x1,+++,Xg,Uq,...,U;) von U. Genauso bekommen wir eine Basis (xq,...,X4,W1,...w,) von W.
Also gilt dim(U N W) = d, dimU = d +s und dimW = d + t. Wir miissen jetzt also zeigen, dass
(X1 eees XgsUpyenn, U, We,...,W,) eine Basis von U+ W ist (also dim(U+W)=d+s+1t).
Wir zeigen zunéchst die lineare Unabhéngigkeit. Seien pq,..., 04, A1, -5 Ags U1, - -5 Uy € K mit

d s t
Zpixi + Z?Ljuj + Z,ukwk =0.
i=1 j=1 k=1




Dies ist dquivalent dazu, dass

d
_Zpi X ZA ZMkaGUﬂW
i=1

k=1

Also gibt es vq,...,v3 € K mit

d t
Z VinXm = Z U Wi
m=1 k=1

Da (xq,...,X4,Wq,...,W,) linear unabhingig ist, folgt, dass alle v,, und y; gleich Null sind.

d s
Zpixi+27t +ZMka—ZP1X +Z)L u; =0
i=1 j=1

und aus der linearen Unabhéngigkeit von (xi,...,Xq,Us,...,U;) folgt, dass alle p; und A; gleich Null sind.

Dann ist aber auch

Wir miissen also nur noch zeigen, dass (xq,...,X4,Uq,...,U, Wq,...,W,) ein Erzeugendensystem von U + W ist,
d. h. (xl,...,Xd,ul,...,us,wl,...,Wt> =U+W.
“D” Seien u € U, w € W. Dann ist

d s
= Z pix; + Z Aju;
i=1 j=1

und
d s
w :Zo'ixi +Z,ukuk
i=1 k=1

Mit P1,.e ey P> T 1seeesTgs Alyevns gy Use--, e € K. Also ist

d s s
u+w= Z(pl + O'i)xi +leul +Z,ukuk.
i=1 j=1 k=1

ugn klar
Aufgabe H2 (6 Punkte)
Man betrachte V := {(a,)nen, | QGnia = aQpy1 + an}
(a) Zeigen Sie, dass V ein R-Vektorraum ist und bestimmen Sie dimV'.
(b) Man bestimme q; # q, € R\{0} derart, dass (q1)nen,> (95)nen, €V gilt.
(c) Zeigen Sie, dass B ={(q]), (q5)} eine Basis von V ist.
(d) Man bestimme die Koordinaten der Folge (b,)en, € V mit by =0, b; =1 bzgl. B und insbesondere eine Formel
fiir b,.
Losung:
(a) V ist ein R-VR (klar). Folge (a,) € V liegt fest durch die Angabe von ay, und a;, d. h. ¢ : V. — R? mit
p(a,) := ZO ist ein Isomorphismus und somit dimV = dimR? = 2
1
#0
(b) (qVEV & 2 =" +q"Vn & ¢ =q+1 Sqa=gE,/ ;1= —1i2‘/§
41
(d) Nun wissen wir, dass b, =a- (%g)” +b- (%g)" gilt.
Fiir n = 0 erhalten wir daraus: 0 =a - (1+T‘£)0 +b- (%@)0 =a+b
Fiir n =1 erhalten wir daraus: 1 =a- (1+T‘@)1 +b- (%@)1

1 1
(c) ( ) , (q ) sind linear unabhiingig. = eine Basis
2

Dies ist ein LGS. Die Lésung davon lautet: a = %, b= —%

Somit ist b, = %(—H’zﬁ)” - 1/ig(l_z‘/g)” = (1+ﬁ3nf;;_ﬁ)n




Aufgabe H3 (6 Punkte)
(a) Sei V =K"" der K-Vektorraum der n x n-Matrizen iiber dem Korper K. Bestimmen Sie die Dimension von V
und geben Sie eine Basis von V an.

(b) Sei H, ={Ae C™" | A" =A}. Zeigen Sie, dass H, ein R-Vektorraum, aber kein C-Vektorraum ist. (Um zu zeigen,
dass H, ein R-Vektorraum ist, geniigt es zu zeigen, dass H, ein Unterraum des R-Vektorraums C™" ist.)

(c) Bestimmen Sie die Dimension von H, und geben Sie eine Basis von H, an.

Losung:
(a) Es gilt dimV = n®. Fiir 1 <1i,j < n sei E; = (8;8,;);; die Matrix mit 1 an der Position ij und 0 sonst. Die
Elementarmatrizen E;;,1 <i,j < n bilden eine Basis von V.
(b) Um zu zeigen, dass H, ein R-Vektorraum ist, rechnet man die Untervektorraumaxiome nach.
H, ist kein C-Vektorraum, da E, € H,, ist, aber wegen (iE,)" = —iE,, ist i{E, & H,,.

(¢) Es gilt dimH, = 4. Die folgenden Matrizen bilden eine Basis:

10 01 0 —i 1 0
w=(o ) mm(o) w=(06) nelo B




