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Gruppeniibung

Aufgabe G1
(a) Folgt aus ,Wenn es regnet, gibt es Wolken.“, dass es keine Wolken gibt, wenn es nicht regnet?

(b) Stellen Sie den obigen Schluss mithilfe der Aussagenlogik dar und begriinden Sie, warum er falsch ist.
Losung: Angenommen, die Variable p stellt dar, dass es regnet, und die Variable q stellt dar, dass es Wolken gibt. Die
Aussage ,Wenn es regnet, gibt es Wolken.“ wird durch p = q dargestellt und dass es keine Wolken gibt, wenn es nicht

regnet, wird durch —p = —q dargestellt. Wenn p falsch ist und q wahr ist, ist p = q erfiillt, die Aussage —p = —q
aber nicht.

Aufgabe G2
Bestimmen Sie die Losungen der folgenden linearen Gleichungssysteme.

(a)
2x +y -z +t = 0

x 43y -t =1
y +t = -2
=2y =2t = 1
(b)
x +y +z =0
x -y +z =0
-x -y -z =20
Lésung:

(a) Multiplizieren Sie die vorletzte Zeile mit —2. Daraus folgt —2y — 2t = 4. Aber gemif der letzten Zeile gilt
—2y — 2t =1, was ein Widerspruch ist. Deshalb gibt es keine Losung.

(b) Die letzte Zeile ist wie die erste, die mit —1 multipliziert wurde. Aus der ersten Zeile minus der zweiten Zeile,
leitet man y = 0 her. Aus der Summe der zwei ersten Zeilen, folgt z = —x. Die Lésungsmenge ist also {(x,y,2) |
y=0Agz=—x}

Aufgabe G3
Bestimmen Sie alle Untervektorriume des R?.

Losung: Die einzigen Unterrdume vom R? sind die beiden trivialen (0,0) und R2, sowie alle Ursprungsgeraden.
Wir zeigen zuniichst, dass Ursprungsgeraden Unterriume sind. Sei also u € R? \ {(0,0)}, dann ist U := Ru ein
Unterraum, weil die Bedingungen

e U#0, da zum Beispielu=1-u€U
o fiir x,yecUseix=au, y=Fumita,f R, dannist x+y=au+pPu=(a+plucU

e fiir a € R und x wie eben ist ax = aau = (aQ)u € U




erfiillt sind.

Wir zeigen nun, dass, falls U # {(0,0)} nicht durch eine Ursprungsgerade gegeben ist, U schon gleich R? ist.

Seien dazu u = (uy,uy) € U\ {(0,0)} und v = (v, v5) € U\ {(0,0)} mit v € Ru. Angenommen, es ist uy vy = uyv;. Im
Fall u; = 0 wiire dann uy # 0= v, also v = (0, v,) = Z—Z(O, u,) € Ru, das ist aber ein Widerspruch. Im Fall uq,u, # 0
ist u; vy = uyv; dquivalent zu Z—i = Z—i und damit v = %u. Also gilt, dass u; vy —uyvy 7# 0 ist.

Wir wihlen nun einen beliebigen Punkt a = (a;,a,) € R%. Dann setzen wir

Ay — Ay U dy — Uydy

und f:= .
Uly —Ugly Uly —Ugly

Dies ist moglich, da wir eben u; v, — uyv; 7 0 gezeigt haben. Dann ist aber

(a1,a5) = a(uy, up) + vy, v5) €U.

Also folgt die Behauptung.

Aufgabe G4 (Vektorrdume)
Zeigen Sie, dass V =R mit den folgenden Operationen einen R-Vektorraum bildet.

+y VXV Y, (e,y)—»x+y—-1
v RXV -V, A,x)—mA-x—A+1=Ax—-A+1

Dabei bezeichnen 4 und - die gew6hnliche Addition bzw. Multiplikation der komplexen Zahlen.

Losung: Es ist zu beachten, dass das neutrale Element der Addition, welches normalerweise mit Null bezeichnet wird,
hier das Element e =1 € R ist.

Fiir den Beweis seien im Folgenden x, y,z, A, A{, A, € R. Die zu zeigenden Aussagen ergeben sich durch die folgenden
einfachen Umformungen.

x+y(y+vz) = x+H +z-D=x+Qy+z-D-1=x+y-D+z-1=(x+y—-1D+yz
= (x+yy)+vs
x+ye = x+yl=x+1-1=x
x+y(Dvx = x+y(—x+1+D)=x+(—x)+2-1=1=e
xX+yy = x+y—-l=y+x—-1=y+yx
Aylx+yy) = AyGx+y-1D=Ax+y—-1D-A+1=Ax+Ay—2A—-A+1
Ax=2A+14+Ay —A+1-1=Ax—-A+1)+, Ay —A+1)
= Ayx+tyAyy
(A1+2.2)'Vx = (k1+lz)x_(ll+k2)+1:klx_k1+1+).2x_7tz+l_1

(Alx_xl+1)+V(A2X_A2+1)=)\,1‘Vx+vz.2'vx

AMv@Qavx) = Ay (Aax =2+ 1) =4 (Ax — A+ 1) — A + 1= (A1 A3)x — (A14,) + 1
(Aq22) v x

].'VX = X—1+1:x

Insgesamt folgt, dass V =R mit den angegebenen Operationen einen Vektorraum bildet.




Hausiibung

Aufgabe H1 (6 Punkte)
Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme:

(a)
x +y +z =1
x +2y +4z =2
x +3y +92 =3
(b)
2x +4t = 1
x +3y -2z —t = 3
t = -2
x =2y -2t = 3
Losung:

(a) Die einzige Losung ist x =2 =0 und y = 1.

(b) t=—2, dann kann man x bestimmen, dann y, und endlich z. Man erhilt (t,x,y,z) = (-2, %, %, 4877 .

Aufgabe H2 (6 Punkte)
Seien A€ K™" B € K"*P,

(a) Zeigen Sie: (AB)" =BTAT.
(b) Sei K =C. Zeigen Sie: (AB)* = B*A".
(¢) Sei nun m = p. (Dann sind AB € K™ und BA € K™" quadratisch.) Zeigen Sie Tr(AB) = Tr(BA).

Losung:
(a) Es gilt
n n
(AB)y, = (AB)y = Zalibik = Z bixay; = (BTA ).
i=1 i=1
(b) Es gilt
— — n —
(AB)j, = (AB) g = Za_ﬁbik =) byag; =(B"A").
i=1 i=1
(c) Es gilt
m n n m
Tr(AB)=Z a;;bj; = Zbﬂau = Tr (BA)
i=1 j=1 j=1i=1

Aufgabe H3 (6 Punkte)
Seien V ein K-Vektorraum und vy,...,v, € V,v; Z0 fiir i =1,...,n.
(a) Beweisen Sie: Wenn es i,1 <i < n gibt mit Span{v,,...,v,} = Span{v,,..., v;i_1, Viy1,..., Vp}, dann sind vy,..., v,
linear abhéngig.

(b) Gilt die Umkehrung auch? Beweisen Sie Ihre Aussage.
Loésung:

(a) Wir kénnen o. B. d. A. annehmen, dass i = n ist, d. h. Span{vy,...,v,} = Span{v,,...,v,_1}. Wegen v, €
Span{v,,...,v,_1} gibt es A,...,A,_; €K, sodass v, = Ayv;+...+A,_1v,_;. Daraus folgt A, v;+...+A,_1Vp_1—
v, =0. Somit sind vy, ..., v, linear abhéngig.

(b) Angenommen vy,..., v, sind linear abhingig. Dann gibt es eine Linearkombination 0 = A,v; +...+ A,v,,, wobei
mindestens ein A; # 0 ist. O. B. d. A. sei A,, # 0. Dann ist v, = 1_1,1(2'1 vi+...+A,_1v,_1) € Spanivy,..., v, 1}
und somit Span{v,,...,v,} = Span{vy,...,v,_1}.




