Funlftlonalanaly5|s R
14. Ubu nngIatt (mit Lésungshinweisen) BEIRVAE\F;-STX'Sl
Fachbereich Mathematik Wintersemester 2012/2013
Prof. Dr. Burkhard Kiimmerer 07./08. Februar 2013

Andreas Gartner

Gruppenibung

Aufgabe G59 (Separierende Teilrdume von E’)

Sei (E,||-|]) normiert und F’ C E’ ein linearer Teilraum. Zeigen Sie: F’ ist separierend fiir E
genau dann, wenn F’ o*-dicht in E’ ist.

Hinweis: Umgeben Sie einen Punkt im Komplement des o *- Abschlusses von F’ mit einer geeig-
neten konvexen Menge und wenden Sie Satz 11.6 der Vorlesung an.

Losungshinweise: Sei F/ o*-dicht in E’ und x € E. Dann existiert ein ¢ € E’ mit p(x) # 0 und
ein Netz (¢;)ie; € F’, so dass o*-1im; p; = ¢ ist. Also ist insbesondere lim; ;(x) = ¢(x) # 0
und es gibt ein i, € I, so dass ¢;(x) # 0 fir i > i,. Damit ist F’ separierend fiir E.

Sei F’ nicht o*-dicht in E’ und F’ der o*-Abschluss von F. Dann ist F’ '#E’und E’\F’ o*-offen.
Fiir \) € E’\ F/ gibt es also eine offene, konvexe Umgebung U € E’ \ F/, d.h. UNF’ =0.

Mit dem Trennungssatz fiir offene Mengen in lokalkonvexen Vektorrdumen existieren daher ein
0#x €(E’,o") =E und ein t € R, so dass fiir alle ¢ € U und alle ¢ € F’ gilt:

R(x,P) <t <R{x,p) =Rp(x).

Da F’ ein linearer Teilraum ist, folgt (x) = O fiir alle ¢ € F’, d.h. F’ ist nicht separierend.

Aufgabe G60 (Extremalpunkte)
(a) Bestimmen Sie die Extremalpunkte

(i) der Einheitskugel von (co(N), || - ||)-
(ii) der Einheitskugel von (L*([0,1],1),]|-|l;) (A das LebesguemaR auf [0,1]).
(iii) der Einheitskugel von (L*°([0,1],A), | |ls0)-
(b) Zeigen Sie mit Hilfe von Teil (a): Die Ridume (cy(N), ||-||o,) und (L1([0, 1], 1), ]|+||;) besitzen
keinen Prddual. (Ein normierter Raum F heil3t Pradual eines Banachraumes E, falls F’
isometrisch isomorph ist zu E.)

(c) Zeigen Sie, dass die Menge P := {f € (L™*([0,1,A),]] - llsc) : llflle <1, f = 0}
o (L™, L1)-kompakt und konvex ist. Bestimmen Sie die Extremalpunkte von P.

Losungshinweise:

(a) Fiir einen Banachraum E sei extE; die Menge der Extremalpunkte der Einheitskugel.




E extE; | Bemerkung
(o[- lloe) | extE; =0 | fiir x € E; existiert N € N mit |x,| < 2 firn >N
_ — X :_%xl[l,N] + %(X|[1,N] + 2| (N+1,00))
(LY([0,1]), 1] -111) | extE; =0 | fiir f € E; sei AC [0,1] mit ||f],][, =2 >0
= f=A(Lfl) + (1 - D(55 )

(L2C[0, 1), 1| lloo) | extEy = {f € Ey : |f(x)| =1 fir fast alle x € [0,1]}
(b) Hat E einen Priadual F, dann ist E; o(E, F)-kompakt und hat damit Extremalpunkte.

(c) Die Einheitskugel von E := L*°([0, 1], A) ist nach Alaoglu o(L*, LY)-kompakt. Da die Kon-
vexitiit offensichtlich ist, geniigt es zu zeigen, dass P C E; o(L*, L!)-abgeschlossen ist:

Nehmen wir an, P ist nicht abgeschlossen. Dann existieren f € E; \ P und (f;);c; € P mit
lim,(f;, g) = (f, g) fiir alle g € L'([0,1]). Aus f ¢ P folgt, dass es eine Menge A C [0, 1]
mit A(A) > 0 gibt, so dass f(A) ¢ [0,1] ist. Damit ist (f, yz) ¢ [0,1] fiir ein A C A mit
A(A) > 0. Da aber (f;, xz) € [0, 1] ist, existiert ein &€ > 0, so dass |(f _fi:XA>| > ¢ fiir alle
i €I gilt — im Widerspruch zur Konvergenz von (f;);c; gegen f.

Die Extremalpunkte von P sind die charakteristischen Funktionen y, mit A C [0, 1].

Aufgabe G61 (Schwache Operatortopologie)
Seien E und F normierte Rdume. Zeigen Sie:

(a) Fir x € E und y’ € F' ist w, v : Z(E,F) > T = (Tx,y’) € K ein stetiges lineares
Funktional auf (Z(E, F), || - [|op)-

(b) SeiG € Z(E,F) die lineare Hiille dieser linearen Funktionale, dann ist G eine separierende
Familie von linearen Funktionalen und o (.Z(E, F), G) ist die schwache Operatortopologie
(swop) auf Z(E,F).

(c) Bestimmen Sie den Dual von ((Z(E, F), swop).
Bemerkungen:

1.) Die Linearform w, ,» kann man auch mit dem elementaren Tensor x ® y’ und G mit dem
(algebraischen) Tensorprodukt E ® F’ identifizieren.

2.) In der statistischen Mechanik und in der Quantenfeldtheorie sind die Observable eines
quantenmechanischen Systems durch eine *-Algebra von Operatoren auf einem Hilbert-
raum gegeben, die abgeschlossen ist in der schwachen Operatortopologie (dquivalenter-
weise in der starken Operatortopologie). Solche Operator-Algebren nennt man heute von
Neumann-Algebren.

Losungshinweise:

(a) Fir x €E und y’ € F’ gilt:

(T, Y < Tl ||| < T oy IIxIl {|3]] -

Also ist w, s beschrénkt.

(b) G ist eine separierende Familie von linearen Funktionalen:
Aus (Tx,y’) =0 fiir alle y’ € F’ folgt Tx =0 und ist Tx = 0 fiir alle x € E, so ist T = 0.

Die 0(Z(E, F), G)-Topologie stimmt mit der swop-Topologie {iberein:




Sei (T;);c; swop-konvergent gegen 0 und € > 0, sowie g := ZZ=1 Oyl € G. Dann existiert

fiirjedes1 <k <neini, €1, so dass ‘(Tixk,y,i)| < tfiirallei>i.Seiiy>icfirl<k<n,
dannist |g(T)| < Xp_, [(Tixi, yi)| < € fiir alle i > iy, d.h. o(ZL(E, F), G)-lim; T; = 0. Dass
die o(Z(E, F), G)-Topologie feiner als die swop-Topologie ist, ist klar.

(c) Mit (a) und (b) gilt:

(Z(E,F),swop)’ = (Z(E,F),0(Z(E,F),G)) =G.

Aufgabe G62 (Schwacher Abschluss der Einheitssphére)

Sei (E, || -||) ein normierter Raum. Zeigen Sie:

Die Einheitssphire S := {x € E : ||x|| = 1} liegt o(E, E’)-dicht in der abgeschlossenen Einheits-
kugel E; := {x €E : ||x|| < 1} genau dann, wenn E unendlich dimensional ist.

Hinweis: Nutzen Sie Hahn-Banach und Thr Wissen aus Aufgabe G58 und zeigen Sie per Wider-
spruch, dass der schwache Abschluss von S eine Teilmenge von E; ist. Ein Element x liegt im
Abschluss von S, wenn jeder Schnitt einer Umgebung von x mit S nicht leer ist.

Losungshinweise: Ist E endlich dimensional, dann stimmen nach Aufgabe G58(c) die Norm-
Topologie und die schwache Topologie iiberein, d.h. S ist schwach abgeschlossen aber 0 ¢ S.

Sei E unendlich dimensional, x € E mit |[x|| > 1 und (x;);¢; € S mit o-1lim; x; = x. Dann gilt
lim; ¢ (x;) = ¢(x) fiir jedes ¢ € E’, also insbesondere fiir ¢ € E’ mit ¢(x) = ||x|| > 1 und
Icp || = 1. Das fiihrt aber zu einem Widerspruch:

i€l

> @(x;) — () =lx[| > 1.

1=|lef| Il

Sei x € E; \ S. Nach Aufgabe G58(d) enthilt jede schwache Nullumgebung und damit jede
schwache Umgebung von x affine Teilrdume — also insbesondere Elemente aus S. Also liegt x
im schwachen Abschluss von S.

Hausiibung

Aufgabe H38 (Reflexivitdt und schwache Topologien) (1 Punkt)
Sei (E,|| - ||) ein normiert Raum. Zeigen Sie:
(a) B:={X:x€E,||x|| <1} ist o(E”, E')-dicht in der Einheitskugel von E”.
Hinweis: Wenden Sie 11.6 der Vorlesung geeignet an.
(b) Ist E ein Banachraum, dann sind folgene Aussagen dquivalent:
(1) E ist reflexiv.
(i) E’ ist reflexiv.
(iii) Die Topologien o(E’,E) und o(E’, E”) stimmen {iberein.
(iv) Die Einheitskugel E; := {x € E : ||x|| < 1} ist schwach kompakt.
Hinweise: Die Einschrankung von o(E”,E’) auf E stimmt mit o(E,E’) {iberein. Zeigen Sie
zundchst (iv) = (i), dann konnen Sie diese Implikation nutzen um (iii) = (ii) zu zeigen.
Nutzen Sie Satz 11.8 der Vorlesung und Teil (a) um die Implikation (ii) = (i) zu zeigen.




Losungshinweise:
(a) Angenommen B sei nicht o(E”, E’)-dicht in der Einheitskugel (E”); von E”. Dann gibt es
ein x € (E”); \ B und eine offene, konvexe Umgebung U € (E”); von x mit U NB = 0.

Wie in Aufgabe G59 gibt es dann ein lineares Funktional ) € (E”, o (E”, E’ ))/ = E’ und ein
t € R, so dass gilt (multipliziere 11.6 mit (—1) und gehe zu — bzw. —t iiber):

Rp(U) > t > Rap(B).

Sei ¢ > 0, dann gibt es ein y € B, so dass y/(y) = Hl,b“ — ¢ ist. Wir erhalten fiir x € U:

]| —e=v() <t <Rap(x) < || < ||| Nl 5

ein Widerspruch, da ||x|| < 1 ist und & > 0 beliebig war.

(b) Wir identifizieren Teilmengen eines Banachraums mit ihren kanonischen Einbettungen in
dessen Bidual. So impliziert (i) beispielsweise E = E”, und (i) = (iii) ist klar.

(iv) = (i): Aus (iv) folgt, dass E; C E” abgeschlossen bzgl. o(E, E’) und mit dem Hinweis
bzgl. o(E”,E") in (E”), ist. Nach Teil (a) ist E; aber auch o(E”,E’)-dicht in (E");.
Damit ist E; = (E”); und E reflexiv.

(iii) = (ii): Nach Alaoglu ist (E’); kompakt bzgl o(E’,E) = o(E’,E”), d.h. (E'); ist
schwach kompakt. Wie gerade gezeigt, folgt daraus, dass E’ reflexiv ist.

(ii) = (i): E; ist konvex und Norm-abgeschlossen in E”. Da (E”,||-||) = (E”,0(E",E"))’
ist, folgt aus Satz 11.8 und der Voraussetzung, dass E; abgeschlossen ist bzgl. o(E”, E).
Mit Teil (a) folgt wieder E; = (E”); und die Reflexivitit von E.

(i) = (iv): Nach Alaoglu ist E; = (E”); kompakt bzgl. c(E”,E’) = o(E, E’).

Aufgabe H39 (Schwerpunkte von W’Maf3en auf kompakten konvexen Mengen) (1 Punkt)
Sei K eine kompakte konvexe Menge nichtleere Teilmenge eines lokalkonvexen Vektorraumes
(E,P) und A(K) die Menge der stetigen affinen Funktionen auf K. Zeigen Sie:

(a) A(K), versehen mit der Supremumsnorm, ist ein Banachraum.

(b) Fiir p € K sei, wie tiblich, 6, : A(K) > f — f(p) € K (wir betrachten 6, aber jetzt nur auf
den affinen Funktionen!), dann ist K := {6,: p €K} CAK )’ konvex.

(¢) K CA(K) ist o*-kompakt.
Hinweis: Betrachten Sie z.B. die Abbildung K > p — 6, € A(K)'.

(d) Sei f’e€ A(K) mit f'(1)=1=|f’||, dann gibt es ein p € K mit f' = 5,,.
Hinweis: Falls nicht, trennen Sie f’ von K und fiihren dies mit f’ > 0 zum Widerspruch.

(e) Sei u ein (regulédres Borel-)Wahrscheinlichkeitsmal$ auf K, dann existiert genau ein Punkt
p €K mit f(p) = [, f(p)du(p) fiir alle f € A(K).
Bemerkungen:

1.) Zur Veranschaulichung betrachten Sie ruhig auch niederdimensionale konvexe Mengen K.
Der Punkt p heil3t auch der Schwerpunkt des Wahrscheinlichkeitsmal3es u. Machen Sie sich
klar, dass diese Bezeichnung sinnvoll ist.

2.) Natiirlich gibt es viele Wahrscheinlichkeitsmaf3e mit demselben Schwerpunkt p. Ist ein sol-
ches Wahrscheinlichkeitsmal auf endlich vielen Punkten q;,...,q, konzentriert, so heil3t
das nur, dass man p als Konvexkombination der Punkte ¢, ..., q, schreiben kann.




3.)

4.)

Die Choquet-Theorie versucht nun, solche Wahrscheinlichkeitsmalde zu konstruieren, die
auf den Extremalpunkten von K konzentriert sind. Im wesentlichen geht das immer. Die-
se Theorie hat wiederum viele Anwendungen in der Mathematik und der mathematischen
Physik — ob man nun Gruppendarstellungen in irreduzible Darstellungen zerlegt oder quan-
tenmechanische Zustinde in reine Zustande; auch Greensfunktionen kann man aus diesem
Blickwinkel verstehen und vieles mehr.

In der Quantenmechanik bilden die Zustédnde eine konvexe Menge (in Verallgemeinerung
der konvexen Menge aller Wahrscheinlichkeitsmalf3e), ihre Extremalpunkte heilen reine
Zustdnde. In den letzten Jahren besteht ein grof3er Teil der Probleme der Quanteninfor-
mationstheorie darin, fiir geeignete konvexe Mengen von Zustdnden (meist auf zusam-
mengesetzten Systemen) die Extremalpunkte zu bestimmen und zu entscheiden, ob ein
vorgegebener Zustand in dieser Menge liegt oder nicht, oft durch Trennung mittels geeig-
neter linearer Funktionale bzw. Hyperebenen. Die meisten wichtigen Fragen sind aber noch
ungelost.

Losungshinweise:

(a) Man rechnet leicht nach, dass A(K) ein abgeschlossener Teilraum des Banachraums der
stetigen Funktionen (C(K), || - ||) ist.

(b) Nachrechnen.

(c) Wir zeigen, dass K o*-abgeschlossen in (A(K)"); ist. Sei (6p)ier S K ein Netz mit

(d)

(e)

o*-lim; 6, = g’ € A(K)'. Da die Abbildung K > p — &, € A(K)' stetig und injektiv ist,
erhalten wir ein Netz (p;);c; € K, welches ein konvergentes Teilnetz (pij )jes € K besitzen
muss (K ist kompakt). Sei p, := lim; pi; der Grenzwert dieses Teilnetzes. Da jedes f € A(K)
stetig ist, folgt:

fpo) = li]r_nf(pij) = li]m 6y, (f)=8"(),

dh. g'= S, ek.

Wir nehmen an, dass f’ ¢ K ist. Dann ist {f'} € K eine konvexe o*-kompakte Menge und
nach Teil (b) und (c) ist K ebenfalls konvex und o*-kompakt. Nach dem Trennungssatz fiir
kompakte konvexe Mengen, existiert daher ein g € (A(KY’, 0*)/ =A(K)und ein t € R, so
dass fiir alle 6, € K gilt:

Re(p) =R6,(8)=R(g,6,) <t <R(g,f)=Rf'(g).

Aus f'(1)=1=||f’|| folgt, dass f’ positiv ist (vgl. Aufgabe H33). Also gilt fiir alle p € K:

a:=supRg(p) <t <Rf'(g)=f'(Mg) < f'(al)=a,
DEK
daaus al —g >0 auch f’(al —g) >0 folgt.

Seig/ :A(K)> f — fo(p)d,u(p). Dannist g'(1)=1= ||g’|| und die Behauptung folgt aus
Teil (d).




