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Gruppentibung

Aufgabe G55 (Offen impliziert absorbierend)
Sei (E,P) ein lokalkonvexer Vektorraum. Zeigen Sie: Ist U C E offen mit 0 € U, so ist U absor-
bierend.

Losungshinweise: Die Mengen U, , .={y €E: pi(y)<e,...,p,(y) <e} fiir n € N und
DP1,---,Pn € P bilden eine Umgebungsbasis. Es gibt also eine Umgebung V dieser Form, die in
U enthalten ist.

Sei x € E. Setzen wir ¢, := 1+ max {p;(x) : 1<i<n},danngiltfirl <i<n:

-1
pi| x| = Fpi(x) S e2— <.
Cx Cx Cx

Alsoistxe%"-VE%‘-U.

Aufgabe G56 (Konvergenz der 0,)

Sei, wie tiblich, 6, : N — C, 6,(m) := 6,,. Dann liegt 5, in jedem der Réume
o :=Cco(N), €1 :=¢Y(N), £P :=¢P(N) (1 <p <o0), £® :=L>®(N).

Untersuchen Sie die Konvergenz von (8,),cy in 0(co, 1), o(ll,cy), o(£},£>®), o(LP,L9),
o (£, %), wenn Sie mutig sind, auch in o (£, (£*°)").

Loésungshinweise: Fiir (x,),cy in £}, co bzw. £9 ist lim,_,(5,,x,) = lim,_ . x, = 0. Also
konvergiert (6,),en in 0(co, L), o(€,cy), o(€P,£9) und o(£>,£') gegen 0.

Sei (¥ ey € £*° mit liminf, y, # limsup,, y,, dann konvergiert ({5,,, ¥,.) Jnen = (¥n)nen Dicht.
Also konvergiert (5,,),cy nicht in o(£1,£%).

In (£, (L)) konvergiert (5,),en gegen 0: Da (6,),eny € o S £ ist, geniigt es, dies auf
Funktionalen in (cy)’ = ¢! € ({*) zu testen. Denn schrinkt man ein Funktional in ({*°) auf
¢, ein, so ist es wieder stetig und die stetigen Funktionale auf c, sind durch Elemente in ¢!
gegeben.

Aufgabe G57
Sei.# die Menge der endlichen Folgen in ¢! := ¢1(N). Machen Sie sich klar, dass (%, ||||;) = £{*
ist und zeigen Sie:

o>, () # o(l>®, F)

Geben Sie dazu eine Folge (x,),eny € £ an, die in o({*,.%), nicht aber in o({*, ') konver-
giert. Warum kann es sich nur um eine unbeschriankte Folge handeln?




Losungshinweise: Da .# dicht in ¢! ist, gilt (%, ]| - ||;) = {*.

Ist (x,)pen € £ beschrinkt, dann ist auch (¢,),cy mit ¢, : £ — C: y — (y,x,,) beschrinkt.
Da aus der punktweisen Konvergenz auf totalen Teilmengen fiir beschrankte Familien von Ope-
ratoren die punktweise Konvergenz auf dem gesamten Raum folgt, erhédlt man in diesem Fall
die Konvergenz von (¢,),cy auf £ aus der Konvergenz auf der dichten Teilmenge .7 C (1.

Sei x, :=n3-§, fiir n €N (dann ist | ., = n° < 00). Dann existiert fiir alle y € # einn, €N,
so dass (x,,y) =n’y, =0 fiir alle n > n,, d.h. (x,)ney konvergiert in o(£*, 7) gegen 0.
Fiir y = (n—lz) € (! ist aber (x,,y) = n, d.h. (x,,),cy konvergiert nicht in o(£*, £1).

Xn

Aufgabe G58 (Schwache Topologie und Norm-Topologie)
Sei (E, || - ||) ein normierter Raum.
(a) Zeigen Sie, dass jede schwach konvergente Folge (x,,), ey C E beschrankt ist.
(b) Weisen Sie nach, dass die schwache Topologie grober ist als die Normtopologie.
(c) Zeigen Sie: Ist (E, ||-||) ein endlich dimensionaler Vektorraum, so ist die schwache Topologie
gleich der Norm-Topologie.

(d) Zeigen Sie: Ist (E, || - ||) ein unendlich dimensionaler Raum, so ist die schwache Topologie
ungleich der Normtopologie. Hinweis: Zeigen Sie, dass jede Nullumgebung der schwachen
Topologie lineare Teilrdume enthalt.

Losungshinweise:

(a) Da die Funktionale E’ > y’ — (x,,, y’) punktweise konvergieren und damit beschrénkt sind,
ist nach dem Prinzip der gleichméa3igen Beschrénktheit auch (x,,),cy beschrénkt.

(b) Sei (x,)pey C E mit lim,, Hxn - x“ = 0, dann gilt |(xn - x,y’)| <
alle y’ € E’. Alsoist Id : (E,||-||) — (E,o(E,E’)) stetig.

(c) Sei(6,)™ , € E’ eine Basis von E’, dann wird die schwache Topologie von den Halbnormen
E>x~— |5n(x)‘ und damit auch von der Norm E > x — an:1 6n(x)| auf E erzeugt. Da
dimE < oo ist, ist diese Norm dquivalent zu || - || .

oo =[] |ly/|| — o fir

(d) Jede Nullumgebung enthélt ein Element

...... pn()| <€}
fir n € N mit ¢q,...,¢, € E' der Umgebungsbasis. Offensichtlich ist ﬂks“ ker g, C

Ug,....one- Als Schnitt endlich vieler Hyperebenen ist N« <n Ker ¢y ein linearer Teilraum.




Hauslibung

Aufgabe H35 (Initiale Topologie) (1 Punkt)
Sei X eine Menge, und fiir i € I sei (Y;,7;) ein topologischer Raum, sowie f; : X — Y; eine
Abbildung. T sei die initiale Topologie beziiglich {f; : i € I}. Zeigen Sie:

(@

(b)

Ist (x;);e; €in Netz in X, dann gilt

T-limx; =x, <= firalleielist 7;-limf;(x;) = f;(xo) .
jeJ jeJ

Die Funktion f : (Y,S) — (X, 7T) ist genau dann stetig, wenn fiir alle i € I die Funktionen
fiof :(Y,S8)— (Y;,T;) stetig sind.

Losungshinweise:

(@

(b)

Da definitionsgemal} alle f;, i € I, bzgl. der initialen Topologie stetig sind, folgt aus
T-lim;e; x; = xo, dass T;-limj; f;(x;) = fi(x,) gilt.

Sei T;-lim;¢; fi(x;) = fi(xo) fiir alle i € I und U eine Umgebung von x,,. Nach Konstruktion
der initialen Topologie existieren Indizes iy, ...,1, und offene Mengen V;, € 7;,,...V; €T, ,
so dass

Ta(\fi')cu
k=1

ist. Nach Voraussetzung existiert fiir jedes 1 < k < n ein Index jy, so dass f; (x;) € V;_fur
alle j > jj ist. Wir wahlen j, > ji fiir alle 1 < k < n. Dann ist x; € ﬂzzl fl.k_l(Vik) fiir alle
j > jo, d.h. 7- limjeJ xJ' = Xg.

Ist f stetig, dann ist auch f; o f stetig, da die Komposition stetiger Abbildungen stetig ist.

Sei f; o f stetig fiir allei € I, x, € Y und V € T eine Umgebung von f(x,). Wir zeigen,
dass eine Umgebung U von Xx, existiert mit f(U) € V. Nach Konstruktion der initialen
Topologie existieren Indizes iy, ..., 1, und offene Mengen W;, € 7;,...W; €7; ,sodassV 2
ﬂZ:1 fik_l(Wik) und (f; of )(xo) €W, ist. Da f; of stetig ist, existieren offene Umgebungen
U, von xg, 1 < k < n, mit f; o f(U; ) € W, . Wir setzen U := ﬂzzl Uj,, dann ist U eine
offene Umgebung von x, und f(U) C V.

Aufgabe H36 (Produkttopologie) (1 Punkt)
Wir versehen R mit der gewohnten Topologie, d.h. X C R ist offen, falls fiir alle x €X ein e > 0
existiert mit K,(x) = {y €ER: |x —y| < s} cX.

(@

(b)

Betrachten Sie das kartesische Produkt R x R versehen mit der Produkttopologie. Skizzieren
Sie offene Mengen in R X R. Bestimmen Sie eine Umgebungsbasis von (0,0) € R x R.

Es sei W das kartesische Produkt W = [0, 1]¥. Elemente in W kénnen mit Funktionen von
R nach [0, 1] identifiziert werden. Sei nun (f;);c; ein Netz in W mit f; : R — [0, 1].

Zeigen Sie: Das Netz (f;);c; konvergiert in der Produkttopologie gegen eine Funktion f
genau dann, wenn (f;);c; punktweise gegen f konvergiert.




(c) Sei & die Menge aller endlichen Teilmengen von R, gerichtet durch Inklusion. Ferner sei fiir
ECR

1 fiirx €E,

R—R, y(x)=
XE x(x) {0 sonst.

Zeigen Sie: (yg)gee ist ein Netz in W mit }Elng g = xr in der Produkttopologie.
S
(d) Zeigen Sie: Es gibt keine Teilfolge von (yz)gee, die gegen yr konvergiert.

Losungshinweise:

(a) Die Menge {(—%, %) X (—%, %) :ne N} bildet eine Umgebungsbasis.
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(b) Betrachte 6, : W — [0,1] : f — f(x) fiir x € R und wende Aufgabe H35(a) an.

(c) Fiir jedes x € R existiert ein E, € &, so dass x € E, ist. Fiir E > E, gilt also yp(x) =1=
xr(x). Damit konvergiert (yz)ges punktweise und nach (b) auch in der Produkttopologie.

(d) Sei (E,)pen € €, dann existiert ein x € R, welches nicht in der abzahlbaren Menge | J _ E,

liegt, und es gilt yg (x) = 0 fiir alle n € N. Also ist lim, yg (x) = 0 # yg(x), d.h. (E;)nen
konvergiert nicht punktweise und damit nach (b) auch nicht in der Produkttopologie.

Aufgabe H37 (Adjungierte auf lokalkonvexen Vektorrdumen) (1 Punkt)
Sei (E, P) lokalkonvex, E’ := {f’ : E — K linear und stetig } der Dual von (E, P). Zeigen Sie:

(a) Ein lineares Funktional f : (E, P) — K ist stetig genau dann wenn es o (E, E’)-stetig ist.

(b) Ist (F,P’) ein weiterer lokalkonvexer Vektorraum, und ist T : E — F o(E,E')-o(F,F’)-
stetig, dann existiert T’ : F' — E’ sodass (Tx, f’) = (x, T'f’) fiir alle f’ € F/ und T’ ist
o(F',F)-o(E’,E)-stetig.

(¢) Sind E, F Banachraume und ist T : E — F o(E, E')-o(F, F’)-stetig, dann ist T normstetig,
also beschrankt.

Hinweis: Fiir den letzten Teil konnen Sie sich am Beweis von 10.13 der Vorlesung orientie-
ren.

Losungshinweise:

(a) Sei f’: (E,P)— K stetig und (x;);¢; € E mit o(E, E")-lim; x; = x,, d.h. fiir alle g’ € E’ ist
lim; g’(x;) = g’(x,). Da f’ € E’ ist, ist f’ offensichtlich o (E, E’)-stetig.
Sei f' : (E,P) — K o(E,E')-stetig und (x;);g; S E mit P-lim;x; = x,. Dann gilt
lim; g'(x;) = g'(x,) fiir alle g’ € E’ (g’ € E’ ist stetig), d.h. o(E,E’)-lim; x; = x,. Aus
der o(E, E’)-Stetigkeit von f’ folgt lim; f'(x;) = f’(x,). Da (x;);c; ein beliebiges konver-
gentes Netz war, ist f’ auch stetig.




(b) Wir definieren T’ : F* — E" durch T'f’(x) := (Tx, f') fiir f' € F' und x € E. Sei (f/);c; S F’
mit o (F/, F)-lim; f/ = f,, dann gilt fiir alle x € E:

T'f{0) = (Tx, f]) = f{(Tx) — f(Tx) = (Tx, f5) = T'f,(x),

d.h. o(E',E)-lim; T'f/ = T'f,,. Also ist T’ o(F’,F)-o(E', E)-stetig.

(c) Sei (x,,, ¥ )nen €ine konvergente Folge im Graphen G(T) von T, d.h. y, = Tx, fiir n € N,
|- || -lim,, x, = xo und || - || -lim,, y,, = ¥,. Dann ist auch o(E, E)-lim, x, = x, und aus der
Stetigkeit von T folgt o(F, F’)-lim, Tx, = Tx,. Sei f’ € F/, dann gilt:

<.y0’f/> = <hrI1n Txn:f/) = liTIlIl(TXn,f/> = (Txoaf/> .

Aus Hahn-Banach folgt Tx, = y,; also ist G(T) abgeschlossen. Mit dem Satz vom abge-
schlossenen Graphen ist T beschrankt.




