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Gruppeniibung

Aufgabe G50 (Reelle und komplexe lineare Funktionale)
Sei V ein C-Vektorraum. Zeigen Sie, dass fiir die reell-linearen Funktionale f : V — C und
g :V — R folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) Firalle x e Vist f(x) = g(x)—ig(ix).
(ii) Die Abbildung f ist C-linear und g = R f.
Losungshinweise:

(i) = (ii) Offensichtlich ist g = R f und da f R-linear ist, geniigt es f(ix) =i f(x) zu zeigen.
Sei x € V, dann gilt:

flix)=g(ix)—ig(—=x)=i(-ig(ix)—g(=x))=i(-iglix)+g(x))=1if(x).
(i) = (i) Fir x €V gilt:

fO)=RfF)+i3f(x) =g() +i(=R(Ef(x))) = g(x) —i (RS (ix)) = glx) —ig(ix).

Aufgabe G51 (Eigenschaften der Adjungierten eines Operators)
Seien E, F und G normierte Riume und S, T € Z(E, F). Zeigen Sie, dass gilt:

(a) Die Adjungierte T’ : F’ — E’ von T ist stetig und ||T’||oP = || Tlop-
Hinweis: Betrachten Sie x € E, p € F' mit ||x||=1= ||(p|| und p(Tx) = ||Tx||=T|lop — €.
(b) Firalle a, € Kist (aT + S) = aT’+ BS’. (Vgl. Hilbertraum-Adjungierte!)
(c) Fir die Einschrankung T”|g von T” : E” — F” auf E gilt T"|; =T.
(d) FirRe Z(F,G)ist (RoS) =S’oR.
Losungshinweise:

(a) Fir p € F/ gilt:

|T"¢]| = sup{|(x, T'¢)| : x € E mit [Ix|| <1} = {|{Tx, )| : x € Emit [x]| <1}
< {ITllop llxll ||eo]| = x € Emit flx]| <1} < [ITllop || -




Also ist ||T’||Op < ITllop- Sei & > 0 und x € E, ¢ € F/ mit |Ix|| = 1 = ||| und ¢(Tx) =
ITx|| =IT|lop — & (Warum gibt es so ein ¢?). Dann gilt:

ITllop < ITxll 4+ = (Tx, @) +£ = (x, T'p) +& < | T']| o +.

Fiir € — 0 folgt nun die Behauptung.

(b) Nachrechnen!

(¢) Aus (a) folgt die Existenz von T” : E” — F” und ||T”||Op = |ITlop- Seix € E, ¢ € F’ und
X:E - K: 4y —1Y(x),dh x €E". Es gilt:

(0, T"2) =(T"p,%) = 2(T') =T p(x) = (x, T'¢) = (Tx, p) = p(Tx).

Also folgt T”% = Tx.
(d) Nachrechnen!

Aufgabe G52 (Adjungierte eines Funktionals)
Sei (E, || - ||) normiert. Interpretieren Sie f € E’ als lineare Abbildung in .#(E,K). Berechnen Sie
die Adjungierte in (K, E’).

Losungshinweise: Fiir x €E, f € E' und A e K =K’ gilt:

A fO)=(f(x),A) = {x, f'A) = fA(x).

Alsoist f':K— E': A — A f die Adjungierte von f.

Aufgabe G53 (Inklusionen der LP-Raume fiir endliche Mal3e)

Sei (22, u) ein endlicher MaRraum und 1 < g < p < 0. Zeigen Sie, dass LP(Q, u) € LI(, u) ist.
Hinweis: Betrachten Sie die Mengen {|f| <1} S Qund {|f| > 1} :={weQ : |f(w)| > 1} S Q.
Losungshinweise: Sei f € LP(Q,u), d.h. “f“; = f |f|p < 00, dann gilt:

f|f|q=f |f|q+J |f|qu [ +u({If1=1})
{Ir1>1} {Ifl<1} {If1>1}
SJ £ +u(@) <|f|) +u(@) <oo.
{If1>1}

Aufgabe G54 (Fortsetzungen linearer Operatoren auf L? fiir endliche Mal3e)
Sei (Q,%,u) ein endlicher MaBraum, 2 < p < oo und g konjugiert zu p (d.h. g < p). Sei
T : LP(Q,u) — LP(Q,u) ein stetiger Operator und T’ : (LP(Q,,u))/ = LI(Q,u) — LI(Q,u)
dessen Adjungierte. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
(D) LP(Q,uw) ist invariant unter T’, d.h. T’ (LP(Q, u)) S LP(Q, u).
(ii) Es existiert ein stetiger Operator T : LI(Q, u) — LUK, u) mit T|;pcqy = T, d.h. T lésst sich
auf L1(Q, u) fortsetzen.

Hinweis: Betrachten Sie die Adjungierte von T'|;p(q ) und von T.




Losungshinweise:

(D) = () Sei TT := T’|pqy : LP(Qu) = LP(Q,u) und T :=(T*). Da 2 < p < oo ist, folgt
q= p%l < p und damit LP(Q2, u) € LY, u) = (LP(2, 1)) (vgl. Aufgabe G53).
Nun gilt fiir f, g € LP(Q, u):

(Tf,g)=(f,TTg)=(f,T'g) =(Tf,g).

Also ist T : LY(Q2, u) — LI(Q, ) ein stetiger Operator mit Tf = Tf fiir alle f € LP(Q, u).

(i) = (i) Es gilt (LI(Q, ) = LP(Q,u) und mit T : LP(Q, u) — LP(, u) bezeichnen wir die
Adjungierte von T. Sei f, g € LP(Q, u) C LY(Q, u), dann gilt:

(T/f:g) = (f)Tg> = (f’Tg> = (T/f:g) .

Also folgt T'f = T'f € LP(Q, ) fiir f € LP(, ).

Hausiibung

Aufgabe H32 (Nicht immer gibt es stetige lineare Funktionale) (1 Punkt)

Sei 0 < p < 1 und sei wie {iblich .#?([0,1]) := {f : [0,1] — C messbar : fol |f|PdA < oo} und
LP([0,1]) der Quotient von .#?([0,1]) nach den Funktionen, die A-fast {iberall verschwinden.
A bezeichne das Lebesgue-Mal3. Dann ist L?([0, 1]) immer noch ein Vektorraum, wie man leicht
sieht. Zeigen Sie:

(a) Sei d(f,g) := fol |f — glPdA fir f,g € LP([0,1]), dann definiert d eine Metrik auf
LP([0,1]).

(b) Sei C C LP([0, 1]) eine offene konvexe Nullumgebung, dann ist C = L?([0,1]).
Hinweis: Wahlen Sie € > 0, sodass {f € LP([0,1]) : d(f,0) < €} € C und zeigen Sie:

Jedes f € LP([0,1]) liegt in der konvexen Hiille von {f € LP([0,1]) : d(f,0) < &}. Zerlegen
Sie dazu geeignet [0,1] = I; UI, U---UI, und schreiben Sie f als Konvexkombination

f=2me ).

(c) Das einzige stetige lineare Funktional auf (LP([0, 1]), d) ist das Nullfunktional.

Losungshinweise:

(a) Positivitét, Definitheit und Symmetrie sind offensichtlich. Seien f, g,h € LP([0,1]), dann
gilt:

1 1 1
f |f—g|pdA:J |f—h+h—g|pdA§f (If =hl+Ih—gl)?da
0 0 0

1 1 1
SJ |f—h|p+|h—g|pd7tff |f—h|pdk—|—f |lh—glPdA.
0 0 0

Also gilt auch die Dreiecksungleichung.




(b) Da C offen ist, gibt es ein € > 0, so dass U :=K,(0)={f €E : d(f,0) <e} S C ist.
Sei f € LP([0,1]), dann konnen wir [0, 1] in disjunkte Intervalle I; zerlegen, d.h. [0,1] =
IU...UI,, so dass fl_ IfIPdA = %d(f,O) ist fiir jedes 1 <i <n.

Dannist f =, ~(n- x;. - f) und es gilt:

i=17q
1 1

J IH'XI,-'fIPdX=an x;ilflpdl=npj |f|PdA:§d(f,0).
0 0 I

Da lim,, % =0 und fol |f [P dA < oo ist, gibt es ein ny € N mit %d(f, 0) < ¢ fiir alle n > n,.
Alsoist (n- y; - f)€U S C firn > ny und alle 1 < i < n. Da C konvex ist, folgt f € C und
damit LP([0,1]) € C.

(c) Ist ¢ ein stetiges lineares Funktional auf (L?([0,1]),d), dannist® : f — 1 o(f )| eine stetige
Halbnorm. Da [0, 1) eine offene, konvexe Menge in [0, 00) ist, muss ®~ ([0, 1)) offen und
konvex in LP([0,1]) sein.

Aus 0 € ®71([0,1)) und Teil (b) folgt nun ®~*([0,1)) = LP([0,1]) und damit ran ® = [0, 1).
Es kann aber nur eine beschréankte Halbnorm auf L?([0,1]) geben und wir erhalten & = 0
und damit ¢ = 0.

Aufgabe H33 (Banachlimiten) (1 Punkt)
Sei S : (F(N) — (P(N) der Linksshift auf den beschrdnkten reellwertigen Folgen, d.h.
S(x)(n) = x(n + 1) fiir x = (x(n)),ey € £z (N). Ein lineares Funktional ¢ : £{z’(N) — R mit
||1/)|| = 1 heil’t Banachlimes, falls 1 translationsinvariant und positiv ist, d.h. ¥(x) = ¢ (S(x))
fiir alle x € £3’(N) und v (x) > 0, falls x > 0 ist (d.h. x(n) > 0 fiir alle n € N).
(a) Zeigen Sie, dass
e M:= {x —S(x): xe E%’(N)} ein linearer Teilraum von {3’(N) und
e d(I,M):= inf{”ﬂ —y” T y€ M} =1 ist und dass
* ein positives Funktional ¢ : £°(N) — R mit H(p ” = 1 existiert, das auf M verschwindet.
Folgern Sie daraus die Existenz eines Banachlimes.
Hinweis: Fiir x € {3’(N) gilt wie bei reellen Zahlen: 0 <x <1 < [[1— x|, < 1.
(b) Zeigen Sie: Fiir jeden Banachlimes 1 : {3°(N) — R und alle x € (3°(N) gilt:
Yy =|y[|=1 und  liminfx(n) < 4(x) < limsupx(n)

n—oo

(fiir eine konvergente Folge x € ¢(N) ist also ¢ (x) = lim, x(n) ).
Hinweis: Betrachten Sie SN (x—a1) und SV (B1—x) fiir a < liminf, x(n), B > limsup, x(n).
(c) Sei : £x’(N) — R ein Banachlimes und x = (a, b, a, b, ...) € {z’(N). Bestimmen Sie v (x).

Losungshinweise:

(a) Als Abschluss des Bildes von (Id—S) ist M ein abgeschlossener linearer Teilraum von
(F(N). Sei y = x —S(x) € M mit ||Il—y||oo = 1-—6 < 1. Fir alle n € N ist dann
y(n)=x(n)—x(n+1) und y(n) > 6 und es folgt:

x(n+1)=x(n) - y(n)=---=x(0) - > y(i) < x(0) - né.
i=1




(b)

(o)

Daraus folgt 6 = 0 und da Elemente der Form y = x — S(x) dicht in M sind, erhalten
wir d(1, M) = 1. Nach dem Trennungssatz fiir abgeschlossene Teilrdume existiert ein ¢ €
/ .
(¢2(N))" mit ||| < 1, ¢la=0und (1) =1.
Sei x € {3’ (N) positiv und 0.B.d.A. ||x||,, < 1. Dann ist 0 < x < 1 und wir erhalten:
11— 00| =@ = ()| = e —x)| < |l¢| I —xllo<1.
Daraus folgt 0 < ¢(x) < 1. Also ¢ ist positiv, translationsinvariant und ||cp || = 1 und damit
ein Banachlimes.
Offensichtlich ist (1) < 1. Um (1) = 1 zu zeigen, wéhlen wir (x,),ey € 3 (N) mit
| o < 1, s0 dass lim, y(x,,) = 1 ist. Dann ist 1 — x,, > 0 und
0= 1/)(1 - xn) = 1/)(1) - w(xnl
d.h. ¥(1) >y (x,,) fiir alle n € N.

Seien a < liminf, x(n) und 8 > limsup, x(n). Dann gibtesein N € N, sodass a < x(n) < f8
gilt fiir alle n > N. Also sind SV (x) — a1 > 0 und 81 — S¥(x) > 0 und es gilt:

0<yYSY()—al)=y(x)—a = a<(x),
0<YP(BL-S"GN=F-yx) =  YP)<P.
Es folgt liminf, x(n) — ¢ < (x) < limsup, x(n) + ¢ fiir jedes £ > 0 und damit die Behaup-
tung.
Mit Teil (b) folgt:

Y(x) = 2(P(x) + P (x)) = 39 (x +S(x)) = 3¢(a+b,a+b,...) = ;(a+Db).

Xn

Aufgabe H34 (Stetigkeit von Fortsetzungen linearer Funktionale) (1 Punkt)
Sei . ein Hilbertraum, M C JZ ein abgeschlossener Teilraum und B, € M eine Hamel-
Basis aus Einheitsvektoren. Weiter sei B eine Hamel-Basis von #, die B, und eine Folge von
Einheitsvektoren (x,),eny € 77 \ M enthilt, so dass nh_)ngo (xn, Yo) = 1ist fiir ein y, € B 4.

(@
(b)

Geben Sie ein konkretes Beispiel fiir diese Situation an.

Sei f : M — K ein stetiges lineares Funktional und sei das Funktional F : .77 — K definiert
durch F(y) := f(y) fiir y € By, und F(x) := 0 fiir x € B\ B . Ist F eine stetige Fortsetzung
von f? Begriinden Sie Thre Antwort.

Losungshinweise:

(@

(b)

Sei ' := (*(Ny) mit ONB (e, )y, und M := span {ey}. Wir wihlen y, := ¢y € M und
X, = (1- %)eo + 4/ % — n—lz e, € # \ M fiir n € N. Dann sind die Vektoren {y, x1, X,,...}

linear unabhéngig, )’o” = |

Sei M € N dann existiert ein n, € N, so dass |1 - (xn,y0)| < ﬁ ist fiir alle n > n und es
folgt:

Xn

=1firalleneNund lim (x,,y,) =1—-1=1.
n—o0 n

2
||y0_xn :(.yO_Xn:yO_xn>:<y01y0>_<xn:y0>_(y0:x +<xnaxn>
<1

n)
xn:y0>|+ 1_(y01xn) =2 1_(Xn;.y0) <

1
M2 -
Damit erhalten wir

[F(yo—x)| = [F(y0) = F(x,)| =11 -0l =1=ML > M|y, — x,

die Fortsetzung F von f ist also unbeschrankt.

.
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