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Gruppentibung

Aufgabe G32
Sei P, C s := L?([—1,1]) der lineare Teilraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich zwei.

(a) Bestimmen Sie die orthogonale Projektion P auf P,.

(b) Sei fi, f, € 2 mit f;(x) = x* und f,(x) = sin(x) fiir x € [—1, 1]. Berechnen Sie Pf;, i =1, 2.
Losungshinweise:

(a) Sei(e): o eine ONB von P,, dann ist P gegeben durch

Pf = Z(f,ei)ei fir f e 7
i=0

Es geniigt also eine ONB von P, zu bestimmen. P, wird von den Monomen 1, x, x? aufgespannt.
Sei &, = 1 sowie &;(x) := x und &,(x) := x? fiir x € [—1,1]. Dann folgt aus

1 1
o= [ ror=z = [ weor=t wa @iz [ rar=o

dass ey := \/E éyund e; := \/; ¢, eine ONB des von &, é; aufgespannten Teilraums sind. Also ist
1 1
éy — ((éz,eo)eo + (éz,el)el) =&, — %J x%dx — \/gelj xdx =6, — %
-1 o
=0

ist, setzen wir e, := %5 (6, — % _

_ 8
45

orthogonal zu e, und e;. Da

(b) Wie in Aufgabe G18 erhalten wir

Pf, = fl, [eof X dx+[elf 4dx+\/762f x° ——x dx——\/_e1 %él,

i=

1
3

=0
d.h. Pfl(x) = —x. AufSerdem g1lt

Pf, = f2, [eof 51nxdx+\/7e1f xs1nxdx+\/7ezf sinx (x% — 1)dx

=0
~

=0

= \/gel ( [—x cosx] 1_1 + fl cosxdx) = % (2 cos(1) + 2511’1(1)) (3 cos(1) + SSin(l))él,
-1

d.h. Pf,(x) = 3xcos(1) + 3xsin(1).




Aufgabe G33 (Separabilitét)
Wie in der Vorlesung heif3t ein Banachraum separabel, wenn er eine abzdhlbare dichte Teilmenge besitzt.
(a) Seil < p < o0. Zeigen Sie, dass £ (N) separabel ist.
(b) Zeigen Sie, dass £*°(N) nicht separabel ist.
Hinweis: Finden Sie eine iiberabzihlbare Teilmenge in der Einheitskugel, deren Elemente vonein-
ander grol3e Abstdnde haben.
(c) Zeigen Sie: Ist E Banachraum und H C E ein abgeschlossener Teilraum, dann ist E genau dann
separabel, wenn E/H und H separabel sind.
(d) Zeigen Sie, dass der Quotient £{*°(N)/c,(N) nicht separabel ist.

Losungshinweise:

(a) Die Menge der finiten Folgen, deren Eintrdge rationalen Real- und Imaginérteil haben, ist abzdhlbar
und dicht in £P(N), 1 < p < o0.

(b) Sei A eine dichte Teilmenge von £*°(N). Dann existiert insbesondere fiir alle x € £*°(N) ein a € A,
so dass |[|x —al| < % ist.
Da die Differenz zweier 0-1-Folgen verschiedener y;, y, die Norm 1 hat, kann fiir ein a € A nicht
zugleich || ¥1— a|| < lund || Yo — aH < % gelten. Die Machtigkeit von A ist also groRer als die der
Menge der 0-1-Folgen. Also ist A iiberabzéhlbar.

(c) Sei E separabel und F C E eine abzdhlbare dichte Teilmenge. Dann ist auch F/H separabel und
dicht in E/H. Aulerdem ist natiirlich auch jeder Teilraum von E separabel.

Seien H < E und E/H separabel, {[x,] € E/H : n€ N} und {h,, € H : m € N} dichte Teilmengen,
sowie e >0 und x €E.

Dann existieren n, € N und h € H, so dass ||[x]—[xn0]||0 < % und H(x—xno)—h” <
||[x—xn0]||o +£< 23—5 AuBBerdem gibt es ein m, € N, so dass ||h—hm0|| < £ und wir erhal-
ten:

x—(x, +h)||=|lx —x,—h+h—h,| <|x —x,—h||+||h—h,|| <L+ E=¢.
| 1= = [+ 1=t < 5

3
Also ist {(x, +h,,) €E : n,m € N} eine abzihlbare, dichte Teilmenge von E.
(d) Da cy(N) separabel ist (vgl. (a)), folgt dies aus (b) und (c).

Aufgabe G34 (Basis von £2(N))

Zeigen Sie: Jede Basis (nicht Orthonormalbasis) eines unendlich-dimensionalen separablen Hilbertrau-
mes ist liberabzihlbar.

Hinweis: Zeigen Sie: Existiert eine abzdhlbare Basis, so existiert auch eine abzihlbare Basis, die gleich-
zeitig ein Orthonormalsystem ist.

Losungshinweise: Sei B eine Basis (i.S.d. linearen Algebra) eines unendlich-dimensionalen Hilbert-
raumes . Dann existiert nach Gram-Schmidt eine abzédhlbare Basis B’ mit paarweise orthogonalen
Vektoren der Norm 1, d.h. B’ ist eine ONB von .7 Also ist .7 isomorph zu ¢2(N).

Da jedes x € # als (endliche) Linearkombination von Elementen aus B’ geschrieben werden kann, ist
2 ebenfalls isomorph zu den finiten Folgen — ein Widerspruch, da diese nicht vollstandig sind.

Aufgabe G35 (Hilbertraum der fastperiodischen Funktionen)
Sei F die lineare Hiille der Funktionen R 3 x — e'“*, w €R.

(a) Zeigen Sie:
1 (" S
(f,8) = lim —— Lf(x)g(x)dx

definiert ein Skalarprodukt auf F, dass heilst, F ist ein Pra-Hilbertraum.




(b) Sei 7 die Vervollstindigung von F. (7 heil’t Hilbertraum der fastperiodischen Funktionen.)

Finden Sie eine ONB fiir .2 und berechnen Sie seine Dimension, indem Sie einen Isomorphismus
zu einem geeigneten ¢*(I) angeben (I=Indexmenge). Ist .7 separabel?

Bemerkung: Man kann F C C,(R), wobei Cp,(R) fiir die gleichmé&Rig beschrankten stetigen Funktionen
auf R steht, auch in der Supremumsnorm abschliefen. Dann erhélt man die sogenannten fastperiodischen
Funktionen. Sie wurden von Harald Bohr, dem Bruder des Physikers und Nobelpreistrégers Nils Bohr, in
die Mathematik eingefiihrt.

Losungshinweise: Seie, : R — C: x — e!“*, w € R, dann gilt fiir w;, w, € R mit w; # w,:

1 (" 1 (7
(ew L€, >: lim — eiw1xeiw2x dx = lim — ei(wl—wz)x dx
1 2 T—oo 2T _r Too00 2T L
. 1 1
=lim —|———
T—o0 2T | i(w; — w,)
2isin((w; — wy)T)

T—o00 21(6()1 - Cl)z)T

ei(w1 —wo)T _ e—i(wl—wz)T

T
ell@17w2)x = lim -
T To® 2i(w; —wy) T

.. . . T o
Flir w; = w, ist limy_, % f r el@1¥eloax dy = limy_, 2T = 1. Also existiert der Grenzwert fiir alle

f,g € Fund (-, ) ist wohldefiniert (und offensichtlich sesquilinear und positiv definit).
Da {e, : w € R} nach Definition total in . ist, zeigen obige Rechnungen, dass (e,,),cr €ine ONB von
Jist. Also ist = ¢2(R) und damit nicht separabel.

Aufgabe G36 (Faltung)
(a) Zeigen Sie: Fiir Funktionen f, g € L'([0,27], ﬁ) gilt die Ungleichung (1 =Lebesgue-MaR)
1f *glly < M1 - llgllse
(b) Zeigen Sie, dass f * g stetig ist fiir f, g € L*([0,27], 2L
Hinweis: Wir sieht die Fouriertransformierte von f * g aus?

Losungshinweise:
(a) Fiir f,g € L*([0,27], iﬁ) gilt mit Fubini:

T 27 27 27
If * gl = J flx—y)g(y)dy| dx Sf J |£ G = )||g(x)] dy dx
0 0 0

27 27 27
=J g | |[fx—y)|dxdy = ||f||1f 18| dy = lIf 1l - llglls-
0 0 0

(b) Aus a,, := f *g(n) f(n)- g(n) folgt mit Cauchy-Schwarz, dass (a,),c; € £'(Z) ist. Da ||e HOO =
SUD;<[0.27] |el t\ =1 ist, folgt:

ZHae tage| <leae oo+ lla-ne-s| <Z|a [+lal 3 Jal <oo

n=—oo

Damit konvergiert Z;’o:_oo a,e, bzgl. || - ||, (vgl. Lemma 2.7), d.h. dass die Folge der Partialsummen

(ZZZ_N ane,) yey gleichméBig konvergiert. Also ist f *g der gleichmaBige Grenzwert stetiger Funk-
tionen und damit stetig.




Haustibung

Aufgabe H22 (Konkrete Orthonormalbasen: Rademacher- und Walsh-Funktionen) (1 Punkt)
Gegeben seien die Abbildungen

1 firo<y<3i,

$:[0,1) > [0,1), x —»2xmod1 und f:[O,l)—>R,f(J’)={_1 fﬁr%§y<1.

Seif,:[0,1) >R, f,(x):=(f o ®")(x) flir n € N,,.
(a) Wie sehen die Funktionen f,, aus? Finden Sie eine explizite Darstellung fiir diese Funktionen und
skizzieren Sie sie (Rademacher-Funktionen).
(b) Zeigen sie, dass {f, : n € N} ein Orthonormalsystem in L2([0, 1)) ist.

(c) Erginzen {f, : n € N} zu einer ONB von L?([0, 1)).
Hinweis: Welche Funktionen lassen sich durch Produkte aus den ersten n Rademacher-Funktionen
gewinnen?
Die Funktionen der ONB, die Sie wahrscheinlich konstruiert haben, heilsen auch Walsh-Funktionen.

Losungshinweise:
1 fiir -2k < x < 2kt
(@) Esgilt f(x)={ "~ . %Zfl %’;:2’ firk=0,...,2" — 1.
-1, fi o+l = X on+1
1A 14 [ 1 I S N
fo fi f2
0.5+ 0.5+ 0.5
0] 0.25 0.5 0.75 1 0] 0.25 0.5 0.75 1 0| 0.25 0.5 0.75 1
—0.5+ -0.5+ -0.5
-1+ _— =Y et 1t ————

(b) Man sieht sofort, dass || fn|| = 1ist, und (f,, f,) = f 01 fofmdA = 6, m (Kronecker-Delta) folgt, da
das Produkt fiir m < n auf jedem Intervall, auf dem f,, konstant ist, zu gleichen Teilen positives und
negatives Vorzeichen erhalt.

(c) Die Menge M := ‘{an:1 fop fnkRademacher—Funktion} ist offensichtlich ein ONS. M ist auch total
in L2([0, 1)), da gilt:

: e k k+1 _ +1
* X, € spanM mit [} , := [znﬂ’ 2n+1:|, k=o,...,2" -1,

* damit ist C.([0, 1)) € spanM,
* C.([0,1)) ist dicht in L2([0, 1)).

Aufgabe H23 (Hardyraum) (1 Punkt)
Sei D die offene Einheitskreisscheibe der komplexen Ebene und .7#(DD) der Vektorraum der auf D holo-
morphen Funktionen.

] 1/2
(a) Zeigen Sie: Flirjedes0 <r < 1list||f], := (fozn If (- e't))? dt) eine Norm auf (D), die diesen

Raum zu einem Pra-Hilbertraum macht.
Hinweis: Verwenden Sie den Identititssatz fiir holomorphe Funktionen.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jedes 0 < r < 1 die Funktionen {z — 2" : n € Ny} total in diesem Pré-
Hilbertraum sind.

(c¢) Berechnen Sie aus (b) eine ONB fiir diesen Pra-Hilbertraum.




(d) Berechnen Sie ||f ||, fiir f(z) =, a,z" € #(D).

(e) Zeigen Sie: Fir0<r <r' <1list]||f|l, <Ifll,.

(B) Sei #5(D) := {f € #(D) : |||l := supg,, Il < o0}
Weisen Sie nach, dass f mit f(z) = ZZOZO a,z" genau dann ein Element von % (D) ist, wenn
ZZ’;Q la,|?> < oo ist. Zeigen Sie ferner, dass .7 (D) ein Hilbertraum ist.

(8) Zeigen Sie, dass die Abbildung 65, : % (D) — C, f — f(z,) fiir jedes z, € D ein beschrénktes
lineares Funktional auf .77 (D) ist. Nach dem Satz von Riesz-Fréchet existiert daher ein g € 7%, (D)
mit 5, (f) = (f, &) s m) flr alle f € 7 (D). Bestimmen Sie g.

Losungshinweise:

(@) |||, entspricht der || - ||,-Norm auf dem Kreis {z € C : r = |z|} und ist damit eine Seminorm.
Aus || f ||r = 0 folgt f(re't) = 0 fiir alle t € [0,27]. Mit dem Identititssatz fiir holomorphe Funktio-
nen folgt f =0 auf D; || - ||, ist also eine Norm. Das zugehorige Skalarprodukt ist gegeben durch:

27
(f,g) :=J f(re)g(reit)dt.
0

(b) Sei f € #(D), dann ist f(z) = ZZ’;O a,z", z € D, und die Potenzreihe konvergiert gleichméaRig auf
N

Kz(0) mit 0 < r <R < 1. Fiir fy(2) ==, _,

2n
- (J |f —lezdt)
0

Damit folgt die Behauptung.

a,z" gilt:

27 1/2
<1 -l U m) =
0

1/2

If = fu

(c) Seieé,(z):=¢2", dann gilt:

27-[ ..
(é,,é,) = prmin—mt 4. — 0, fir n # m,
o 2nr?, firn=m
0 5 .

Also ist durch {en : én | ne NO} eine ONB gegeben.

_ 1
= Vamr
(A Aus f(2) =D - a2 =D a,V2mr"e,(z) folgt:

||er: (i“f:en) 2)2 = (i anmr” 2)2 :m( N a, ern)z.
n=0

n=0 n=0

(e) Folgt aus (d).
() Sei .-, la,l* < oo, dann ist ||f“f <2mye la,l* <oofiiralle 0 <r <1,dh. f (D).

Sei f € 75 (D), dann existiert lim,_,; ZZ":O |an| r?" =: ¢ und fiir alle N € N gilt:
N N ) 00 5
Z la,|* = limZ |an| ran < limZ |an~ rit=c.
n=0 r—l n=0 r—l n=0

Daraus ergibt sich die Konvergenz von Y, . |a,|* und wir erhalten || f ||2 = \/271(22020 |an|2) ,

sowie .7 (D) = ¢2(N,), wobei der Isomorphismus gegeben ist durch

N

U: (D) = 2(No) : Y, a,2" = (V27 a,)uery-
n=0




(g) Das Funktional 6, ist stetig, denn mit Cauchy-Schwarz gilt fiir z, € D:

00 00 % 00 % 1 00 %
ree)] = [ e (ZO |an|2) @0 |zg|2) -1l (2:]0 |zg|2) .
Setze b, := 5-Z¢ und g(z) := 3, *  byz" = 2.7 S-(502)" = 5o ——, dann gilt:
(f.8) = Z(f en)(g,en) = ) V2ma,V2mh, = Y 2ma, 25 = f(z).
n=0 n=0 n=0




