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Aufgabe G22 (Schwache Ableitungen)
Sei D:={f €C™([-1,1]) : f(-1)=0=f(1)} € L*([-1,1D.

(a) Sind die Funktionen fi, f, € L*([—1,1]) mit f;(x) := |x| und f, := 0,17 schwach diffe-
renzierbar, d.h. existiert g; € L2([—1,1]), so dass —(f;, ¢’) = (g;, ) fiir alle ¢ € D gilt?
Bestimmen Sie ggf. die schwache Ableitung von f;.

(b) Zeigen Sie, dass fiir f € L2([—1,1]) 4quivalent sind:

(i) f ist schwach differenzierbar,
(ii) f ist das unbestimmte Integral einer Funktion g € L?([—1,1]), d.h. fiir fast alle
x e[—1,1] gilt:

X

f(x) =f(—1)+f g(t)de.

-1

Losungshinweise:

(a) Fiir p € D gilt:

0 1
—{f1,¢") :f x¢'(x)dx —f xp'(x)dx = —f

-1 0 -1

1

p(x)dx —I—f p(x)dx

0

0

und
1
—({f2,0") = —J @'(x)dx = —¢(1) + ¢(0) = ¢(0).
0

-1, flirx<o0

Also ist g,(x) = ’
81(x) {1, flirx>0
—({fy, ") = (g5, @) fiir alle ¢ € D ist, kann es nicht geben, da das Funktional L2([—1,1]) 2
D > ¢ — ¢(0) nicht stetig ist (betrachte (¢,),exy & D mit suppp, < [—%, %] und

¢, (0)=1).

und eine Funktion g, € L?([—1,1]), so dass




(b) Sei g € L?([—1,1]) die schwache Ableitung von f und G(x) := ffl g(t)dt. Dann ist G
nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir das Lebesgue-Integral fast
iberall differenzierbar und G’ = g gilt fast iiberall. Daraus folgt —(G, p’) = (g, ) fir
¢ € D und wir erhalten

—(G—f,¢)=—(G,¢") +(f,8) =(g, ) —(g,9) =0  VypeD,
bzw. (da ¢’ € C®([—1,1]) ist mit (¢’,1) = fol @' dA = (1) — ¢(0)= 0)
(G-f,)=0 VypeD :={feC™([~1,1]): (£,1)=0}.

Da {(cp - %(go, 1) : pe D} C D’ gilt und D total ist in L2([—1,1]), ist auch D’ total in
{1}t € L%([-1,1]). Es folgt G — f = ¢ fast iiberall fiir eine Konstante ¢ € C, d.h. fiir fast
alle x € [0,1] gilt f(x)=c+ ﬁ1 g(t)dt.

Aus (ii) folgt, dass f fast iiberall differenzierbar ist und fast {iberall f’ = g gilt. AuRerdem
lasst sich fiir unbestimmte Integrale die Regel der partiellen Integration anwenden (vgl. J.

ELsTRODT: Maf3- und Integrationstheorie, 4. Aufl., VI1.4.16, S. 306). Also ist g € L*([—1,1])
die schwache Ableitung von f.

(N.B.: f, € L>([—1,1]) aus (a) ist f.ii. differenzierbar, aber nicht schwach differenzierbar.)

Aufgabe G23 (Lax-Milgram 1)

Sei (E, || - ||g) ein Banachraum, (F,||-||) ein normierter Raum und A : E — F eine stetige lineare
Abbildung. Ferner gebe es eine Konstante ¢ > 0, sodass ||Ax||z > c||x|| ist fiir alle x € E. Zeigen
Sie, dass A injektiv ist und dass das Bild ranA von A abgeschlossen ist.

Losungshinweise: A ist injektiv: Sei Ax = 0 fiir x € E, dann gilt:
0= [|Ax|lF = cllx|lz = 0.

Das Bild ranA ist abgeschlossen: Sei (¥,)peny € ranA € F mit y := lim, y, und (x,),eny € E,
so dass Ax, = y, fiir n € N ist. Dann ist (y,),ey eine Cauchy-Folge und mit ||x,, — x,||, <
% ||Axm —Axy ||, = % || Ym — Yn|| ist auch (x;),en eine Cauchy-Folge. Da E ein Banachraum ist,
konvergiert (x,),en gegen ein x € E und aus der Stetigkeit von A folgt Ax = y, d.h. y eranA.

Aufgabe G24 (Lax-Milgram 2)
Sei s Hilbertraum, B : 5 X s — % eine beschrinkte koerzitive Sesquilinearform und

¢ : #— C ein stetiges lineares Funktional. Zeigen Sie: Es existiert z € 7 mit ¢(x) = B(z, x)
fiir alle x € 7.

Losungshinweise: Nach dem Satz von Lax-Milgram existiert ein invertierbarer Operator A, so
dass B(x,y) = (Ax,y) fir alle x,y € o7 ist. Aullerdem existiert nach dem Satz von Riesz-
Fréchet ein z, € ¢ so dass gilt:

p(x)=(x,2y) = (x,AA_le) = (x,Az) = (Az,x) =B(z,x),

wobei z := A™ 1z, sei.




Aufgabe G25 (Rang-1-Operatoren)
(a) Sei 7 ein Hilbertraum, x, y € 7 und T, , der Operator J# > z — (z, y)x € J. Berechnen
Sie die Adjungierte dieses Operators.

(b) Fiir welche Wahlen von x,y € 5 ist T, , positiv, hermitesch, eine orthogonale Projektion,
eine partielle Isometrie?
() (i) Sei T € L() mit dim(ranT) = 1. Zeigen Sie: Es existieren x,y € ' mit T =T, ,,.
(ii) Sei nun T € L(s) mit dim(ranT) < oo. Zeigen Sie, dass n € N und Xxi,...,X,,
Yir--»Yn € A existieren mit T =3 T, ..
Anmerkung: T, , bezeichnet man auch als Rang-1-Operator. In der Quantenmechanik schreibt
man dafiir oft |x)(y]|.

Losungshinweise:

(a) Seien gz,2’ € 7, dann gilt:

(Tey2,2') = (2, ¥)x,2") = (2, y)(x,2") = (z, (', x)y) = (2, T, &)

C e
Also ist T, =Tyx

(b) positiv: y = Ax mit A >0,
hermitesch: y = Ax mit A €R,

orthogonale Projektion: y = Ax mit A = —

=2
partielle Isometrie: ||x]|| - ”y” =1.

(c) Sei 0 # x eranT, dann existiert ein lineares Funktional ¢ : 7#— C, so dass T(z) = ¢(2)x
fiir z € 27 ist. Mit Riesz-Fréchet existiert genau ein y € 2 mit ¢(z) = (2, y), d.h.

T(2) = @(2)x = {z,y)x = Ty ,(2).

Sei (xi,...,X,) eine Basis von ran T, dann ex. lineare Funktionale ¢4,...,p, : ##— C, so
dass T(z) = 2?21 p;(2)x; ist. Wie oben gibt es damit y,,...,y, € S, so dass fiir z € #
gilt:

T(2) = Ty, (2.
i=1

Aufgabe G26 (Adjungierte)
Sei #=L1%([0,1]), K : [0,1] x [0,1] — C stetig und

1

Ty : H— H, (Txf)(x) :=J K(x,y)f(y)dy.

0

Zeigen Sie: Ist K*(x, y) :=K(y, x), dann ist (Tx )" = Tk=.

Losungshinweise: Direktes Nachrechnen unter Benutzung von Fubini.




Hauslibung

Aufgabe H16 (Ein ziemlich singuldres Mal3) (1 Punkt)
Auf dem Intervall [0,1] sei A das Lebesgue-Maf und C € [0,1] sei die Cantor-Menge. Zur
Erinnerung: Es gilt A(C)=0und C =[0,1] \ S mit

S:=]
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(a) Sei eine Funktion 7 auf S definiert durch

T(x):lﬁirxe]l 2 ’r(x)zlfiirxe]l 2 T(x):%fﬁrxe]g,%
T(x)——furxe]ﬁ Z[ T(X)——furx€]27 > T(x)zgfﬁrxe];—?,g—g ,
T(x)—gfurxe]g—;,% , T(X)_ furxe]g—1 ﬁ[

Machen Sie sich klar: T besitzt eine elndeutlge Fortsetzung zu einer stetigen (Verteilungs-)
Funktion 7 auf [0, 1] (Sie brauchen den Beweis nicht im einzelnen ausarbeiten). 7 ist auf
S differenzierbar und hat dort die Ableitung O.

(b) Zeigen Sie: Das zu 7 gehorige Mal3 u., ist singular beziiglich A.
Zur Erinnerung: Das Maf$ u. ist auf der Borel-o-Algebra von [0, 1] definiert durch

u-([a,b]) = p(Ja, b[) = 7(b) — 7(a) .

(c) Zusatz: Zeigen Sie, dass C iiberabzahlbar ist.
Hinweis: Charakterisieren Sie die Punkte x € C durch ihre triadische Entwicklung.

Losungshinweise: Bemerkung: Es gilt: A(S) = %+%+2i7+88—1+. = %ZHGN (%)n = 3(11_2) = 1.
3

(a) 7 ist stiickweise konstant auf der in [0, 1] dichten Menge S.
(b) Ist [a,b] € S, dann ist offensichtlich u ([a, b]) = 0, woraus auch u.(S) = 0 folgt. Ande-

rerseits ist u.([0,1]) = 7(1) — 7(0) =1 -0 = 1. Es folgt u.(C) = u.([0,1]\S) = 1. Da
A(C) =0 ist, ist u, singulér zu A.

(c) Sei x € [0,1], dann existieren x, € {0,1,2}, n € N, so dass x = Zflo 1 3r ist. Nun gilt xeC

genau dann, wenn x, # 1 fiir alle n € N ist. Wir konnen die Punkte in C also mit den
0-2-Folgen identifizieren (und die Menge dieser wiederum mit der Potenzmenge von N).
Also ist C liberabzihlbar.

Aufgabe H17 (Ausgleichsrechnung) (1 Punkt)
Seien 77, ¢ Hilbertdume, A : 77— % eine beschrankte lineare Abbildung mit abgeschlossenem
Bild, und sei b € % ein vorgegebener Vektor. Zeigen Sie, dass fiir x € # dquivalent sind:

(a) Fiir alle z € 27 ist ||Ax — b|| < ||Az — b||.
(b) Esist A*Ax = A*b.

Warum existiert ein solches x € 77, wann ist es eindeutig?




Losungshinweise: Im abgeschlossen linearen Teilraum ranA gibt es ein Element y mit mini-
malem Abstand zu b € 7 und jedes y € ranA hat ein Urbild x € J# Es gilt:
lAx — b|| minimal < (Ax — b) € (ranA)*

< (Ax —b,Az)=0 Vzenx

& (A'Ax —A'b,2) =0 Vzen

& A*Ax =A'b.
Dieses x € 7 ist genau dann eindeutig, wenn A*A injektiv bzw. dquivalent dazu, wenn A injektiv
ist (N.B. kerA = kerA*A).

Aufgabe H18 (Riesz-Fréchet) (1 Punkt)
Sei 0 # a € R eine Konstante. Fiir jedes f € C([0,1]) sei ®; die Losung der Differentialgleichung

y(®)+ay(®)=f(t), y(0)=0
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ : C([0,1],]|-|l,) = R : f — fol ®,(t)dt ein stetiges
lineares Funktional ist.
(b) Bestimmen Sie eine Funktion g € L2([0,1]), so dass ¢(f) = (f, g) ist.

Losungshinweise: Da die Differentialgleichung linear ist, ist ihre Losung &, gegeben durch:

Pr(s) = e~ (yo + J edt=t0) £ () dt) =e @ J e f(t)dt.
t 0

0

Aullerdem erfiillt ¢ natiirlich die Differentialgleichung, d.h. ®,(t) = %( f(t)— d)}(t)), und es

gilt:
1

1
<p(f)=f <I>f(t)dt——f f(t)— & (t)dt—— ff(t)dt—<1>f(1)+<l>f(0)
SN—~—"

0
=0

1 1 1

= U f(H)de—e” f e‘”f(t)dt) =| fO) ;(1-eV)de

o a 0 0 - .

=:go(t)
= (1,20 < [|f]l,[leoll.

Alternativ konnen wir auch E := (s t)e[0,1]% : s < t} setzen und erhalten mit Fubini:

p(f)= Qf(t)dt—J J asf(s)dsdt—J J yee ‘e f(s)dsdt
i’
= ( J ype asf(s)dtds-J asf(s)J ype “tdtds
Jo Jo 0

1 1
= ( e®f(s) e_atdt ds = f e®f(s) (—% (e7 — e_as)) ds
s 0

~

1

- | 10 2a-e ) 6= 68 < 1] ol
° =.g0(s)

Also ist ¢ stetig und fiir g := g, € L2([0,1]) gilt o(f) = (f, g).




