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Gruppeniibung

Aufgabe G14 (Eine Ungleichung)
Sei M,(C) der Vektorraum der komplexen n x n-Matrizen und tr : M,(C) — C die Spur auf
M, (C). Zeigen Sie, dass fiir alle A,B € M,(C) gilt:

|tx(B*A)|” < t(A°A) w(B*B).

Hinweis: An welche Ungleichung aus der Vorlesung erinnert Sie das?
Losungshinweise: Fiir A = (al—’j)r.l. und B = (bi,j):ljzl ist B* = (K) ?].z , und tr(B*A) =

i,j=1
n e .
2. j=1 @i ;b; j. Damit folgt:

tl’(B*(}.lAl + AzAz)) == tr(le*Al + AzB*Az) == tr(le*Al) + tr(lzB*Az)
- 2,1 tr(B*Al) + 2,2 tr(B*Az),

n n
tl’(A*B) == Z bl,]?,] == Z bi,jai,j == tl’(B*A).
ij=1

i,j=1

Also ist M,(C)? 3 (A, B) — tr(B*A) € C sesquilinear. Diese Abbildung ist positiv, da gilt

n

n
I 2
tr(A*A): E al',jai’j: E Iai,jl ZO.
i,j=1

i,j=1
Also ist sie ein Semi-Skalarprodukt und erfiillt die Cauchy-Schwarz Ungleichung
|x(B*A)|” < w(a*A) u(BB).

Bemerkung: Da tr(A*A) = 0 ist genau dann, wenn A = 0 ist, ist diese Abbildung auch definit
und damit ein Skalarprodukt, welches den endlich-dimensionalen Vektorraum M, (C) zu einem
Hilbertraum macht.

Aufgabe G15 (Hilbertraumnorm)
Sei (|| - ||) ein Pra-Hilbertraum.

(a) Zeigen Sie: Fiir x,y € # mit ||x|]| =||y|]| =1 und x # y ist ||%x + %y” <1.




(b) Interpretieren Sie die Aussage aus (a) geometrisch: Wie sieht die Einheitskugel von (7] ||-||)
aus?

(c) Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass die Normen || - ||; und || - ||, auf C" nicht von einem
Skalarprodukt erzeugt werden.

Losungshinweise:

(a) Es gilt:

2 2
Ix + ng =Lt y,x+y) =L (1P + |y |*+ 6o, 90 + (3,30

= 2 (el + [l [P + 240,30 ) S 2 (el +[Jy[])* = 1

mit Gleichheit, falls x = Ay, |A| = 1. Da A # 1 ist, erhalten wir:

(c) Bei diesen Normen gibt es Extremalpunkte, deren Konvexkombinationen auf dem Rand der
Einheitskugel liegen. Diese Einheitskugeln sind dementsprechend nicht strikt konvex.

1+2

Xty Il <1
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(b) Die Einheitskugel ist strikt konvex.

Aufgabe G16 (Projektionen und stop-Konvergenz)
Sei #:= L?(R, ) und fiir n € N sei X[-nn] die charakteristische Funktion von [—n,n] und

P,: A— " fHX[—n,n]'f'

(a) Fir n € Nsei %, := {f € #: f(x)=0 fir x € R\ [—n,n] fast iberall}. Zeigen Sie, dass
jedes #; ein abgeschlossener Teilraum ist.

(b) Zeigen Sie, dass P, die orthogonale Projektion von J#auf .%#,, ist fiir n € N.
(c) Zeigen Sie, dass stop-limP, =1 gilt.

n—oo
Losungshinweise:

(@) Sein € N und (gi)geny & #, mit g := lim, g;. Dann existiert eine Teilfolge (g )men mit
g(x) =lim,, g (x) fiir x € R f.ii. und fiir fast alle x € R\ [—n, n] folgt:

g(x)= lim g (x)= lim 0=0.
m—00 m—0o0
Also ist g € .7,

(b) Sei g € #, und f € s dann gilt:

n

le=sl2= | le=sFar=|  [Pans | Je-sfar.
R R\[—n,n] J-n .

-~

>0




Damit gilt fiir alle f € 77

1) = £ = 2t £ — £ = J £ a

R\[—n,n]

2 . " 2
o et

g~ f|=d(f, )

inf |
g€
Also ist P,(f) = y[_nn] - f die eindeutig bestimmte Funktion mit | P(f)—f ||2 =d(f,.#,).

[ Alternativ kann man natiirlich auch einfach zeigen, dass P,(f) — f € % L st ]

(c) Sei f € CX(R). Dann existiert ein n, € N, so dass P,(f) = f fiir alle n > ng, d.h.
lim,_, | P(f)—f “ , =0.Da CX(R) dicht in /# liegt, folgt die Behauptung.

Aufgabe G17 (Keine Hilbertraumnorm)

Zeigen Sie: Fir 1 <p < oo, p # 2, ist || - ||, auf C" keine Hilbertraum-Norm, d.h., keine Norm,
die von einem Skalarprodukt kommt. (Warum reicht es, das fiir n = 2 zu tiberpriifen?)

Losungshinweise: Hier ist fiir p # 2 die Parallelogramm-Ungleichung verletzt:
i (1 die Standardbais von < Dt e, = o, =1 un o e, = e =, -
27, Also gilt

||e1 + 32”12, + ||e1 - 62”127 = 2% 4 2%p

2 (||e1||§ + ||e2||§) —2(1+1) =4

Hausiibung

Aufgabe H11 (GrofRe Einheitskugeln) (1 Punkt)

(a) Finden Sie in den Einheitskugeln von (C([0, 1]),*||s), und von (LP([0, 1]), [|-|[,) konkrete
Beispiele von Folgen, die keine konvergente Teilfolge enthalten.

(b) Auf £*°(N) betrachten wir ||x||q := limsup, |x,| fir x = (x,)ey € £ (N).

(i) Zeigen Sie: || - || ist eine Halbnorm auf {*°(N) und es ist ||x||, = 0 genau dann, wenn
x € ¢p(N).

(i) Zeigen Sie, dass ||x||qo = [[[x]|lo, wobei || - ||y die Quotientennorm auf £*°(N)/cy(N)
bezeichnet.

(c) Bestimmen Sie eine iiberabzédhlbare Teilmenge M der abgeschlossenen Einheitskugel von
(L*°(N)/co(N), || - |lo) mit der Eigenschaft, dass ||x — y||o =1 fiir x,y € M, x # y ist.
Hinweis: Betrachten Sie Null-Eins-Folgen. Wann sind zwei Null-Eins-Folgen in derselben
Aquivalenzklasse?

Losungshinweise:




(@

(b)

(o)

Fiir n € N, seien f, € C([0,1]) und g, € LP([0,1]) definiert durch
2(n+2)t -2, fiir 2—(n+1) <t< 2—(n+1) + 2—(n+2),
fo(t):={ =202t 44 fir 270D 2=+ < < 27
0, sonst,

20 e - fijr 27D < p < 271
gn(t) :=
0, sonst.

Dann ist ”fn = ||gan =1 und Hfm —anOO =1 sowie Hgm — gn”p =2 fiirallem#ne€
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[zu (ii)]: Sei x = (x,)pen € £*°(N), dann gilt fiir alle h € ¢,(N):
llx + hlloe = llx +Rllqg = llx|lg -

Also ist |[[x]|lp = ||x|lo. Fiir die umgekehrte Ungleichung sei ¢ > 0. Dann existiert ein
N €N, so dass |xn| < |lx|lq + € fiir alle n > N. Sei h,, := —x,, fiir alle n <N und h,, := 0 fiir
n > N, dann ist h := (h,),ey € ¢o(N) und

llx + Rl < [lxllg +&.

Also gilt auch [|[x]|lo < l|lxlg-

Zwei 0-1-Folgen sind in der selben Aquivalenzklasse, wenn sie sich nur an endlich vielen
Stellen unterscheiden (0-1-Folgen in c,(N) sind finit). Also enthilt eine Aquivalenzklasse
hochstens abzdhlbar viele 0-1-Folgen. Da die Menge der 0-1-Folgen tiberabzéhlbar ist, muss
es iiberabzihlbar viele Aquivalenzklassen geben. AuRRerdem gilt fiir zwei 0-1-Folgen x, y €
(°°(N) mit [x] # [y] offensichtlich || [x]llo < 1 und ||[x] - [¥]||, = 1.

Aufgabe H12 (Skalarprodukt auf Quotienten) (1 Punkt)
Sei V ein Vektorraum mit Semi-Skalarprodukt <, > undsei N :={x €V : <x,x>=0}.
Zeigen Sie: Auf dem Quotientenraum V /N ist <[x],[y]> := <x,y > ein wohldefiniertes
Skalarprodukt. (Formulieren Sie Ihre Losung besonders sorgfaltig!)

Losungshinweise: Ist h € N, dann gilt fiir alle x € V mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung

|<x,h>)*=|<hx>]* < <hh><x,x>=0.




Seien [x;] = [x,] und [y;] = [y,] in V/N, dann gibt es h,,h, € N, so dass x; = x, + h, und
Y1 =Yz +h, und es gilt:

<[x1], 1> =<x1, 1 >=<x1,y1>=<Xx1,y1> + <h,, y1> + <xy,h, >
=<Xp, 1>+ <X9,h, >=<Xy, Yo >=<[x,], [y2]> .

Die Abbildung ist also wohldefiniert. Seien [x,], [x;],[y] € V/N und Ay, A, € %, dann gilt

<Aolxol + A1[x1], [y ]> =<[Aoxo + A1x1], [y ]>=<Aoxo + A1x1, ¥ >
= Ao <X0,¥y>+A; <X1,y>
= A’O <|:x0:|7 [y]> +2’1 <|:x1:|) [J’]>:
<[x0], ly]> =<x¢, y>= <y, xo> = <[y], [x0]>.
Die Abbildung ist also auch sesquilinear. Fiir [x] € V/N ist <[x], [x]>=<x,x> > 0 und aus

<[x],[x]>=<x,x >= 0 folgt, dass x € N ist und damit auch [x] = [0]. Es folgt, dass die
Abbildung ein wohldefiniertes Skalarprodukt auf V /N ist.

Aufgabe H13 (Summen abgeschlossene Teilraume und Orthogonalitét) (1 Punkt)
Sei ¢ ein Hilbertraum und M, N zwei abgeschlossene Teilraume von 7

(@) SeiM L N, d.h. (x,y) =0 fiir alle x € M und y € N. Zeigen Sie, dass die Menge M + N :=
{x+y : x €M,y €N} abgeschlossen ist.

(b) Sei M L N und M + N = # Beweisen Sie, dass N = M~ ist.
(c) SeiA C .#eine beliebige Teilmenge. Zeigen Sie, dass A* = spaml ist, wobei span(A) den
linearen Spann / die lineare Hiille von A bezeichnet.
Losungshinweise:
(a) Sei(x,+ Y ney € M + N mit z := lim x, + y,. Die orthogonalen Projektionen auf M bzw.

n—oo

N bezeichnen wir mit Py; bzw. Py. Dann gilt auf Grund der Stetigkeit von P,; und Py:

lim x, = lim Py(x,+y,) =Py(z) eM,
n—oo

n—oo

lim y, = lim Py(x,+y,) =Py(z) €N.
n—.oo n—.oo

Also ist z = lim (x, + y,) = lim x, + lim y, = Py(2) + Py(2) € M +N.
n—oo n—oo n—o0

(b) Aus (x,y) =0 fiir alle x € M, y € N folgt, dass N C M~ ist.
Sei z € M+ C . Dann existieren nach Voraussetzung x € M und y € N mit z = x + y und
es gilt:
[1x[I* = (x,x) = (x,x) + (x,¥) = (x,x + y) = {x,2) = 0.

Also ist z = y € N und damit M+ C N.

_— —_—
(c) Aus A C span(A) folgt span(A)” C AL,
Sei x € At. Dannist (x, y) = O fiir alle y € A und wegen der Bilinearitit des Skalarprodukts
ist auch (x, y) = O fiir alle y € span(A). Da das Skalarprodukt stetig ist folgt wiederum, dass

_— R —_ 1
sogar (x,y) = O fiir alle y € span(A) gilt. Also ist x € span(A)  und damit A+ C span(A) .




