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14. Ubung mit Lésungshinweisen

Aufgabe 63 Sei L/K galoissch mit Galoisgruppe G = Gal(L, K) und |G| = p fiir p prim.
Zeige, daB fiir ein Element o € LL folgende Aussagen #quivalent sind:

(1) Esist a € K.

(2) Esist a € LC.

(3) Es gibt ein id # o € G mit () = a.
LOSUNG: (1) & (2) Da L/K galoissch ist, ist LY = K.

(2) = (3) Hier ist nichts zu zeigen.
(3) = (2) Da die Galoisgruppe G auf den Koérper L wirkt, erhalten wir aus der Bahnformel

p=1Gl = H{o(a) : 0 € G}| - {o € G : o) = a}].
Da p nur zwei Teiler hat und die zweite Menge mindestens zwei Elemente besitzt, folgt
{o € G:o(a) =a}| =p,

also ist « unter allen Elementen aus G fix.

Alternativ: Es gibt nur eine Gruppe mit Ordnung p, die zyklische Gruppe mit p Elementen.
Da nun jedes nicht triviale Element die Gruppe erzeugt, ist a genau dann fix unter einem nicht
trivialen Automorphismus, wenn es fix unter allen Automorphismen ist.

Aufgabe 64 (Zyklische Galoiserweiterungen) Sei K ein Korper der Charakteristik
0, ¢ eine n-te primitive Einheitswurzel und ¢ € K. Sei weiter a € K, a eine Wurzel des
Polynoms f := X" —a und L = K(a).

(a) Zeige, daBl IL/K galoissch ist.

(b) Zeige, daB fiir jedes o € Gal(L, K) auch o(«) eine Wurzel von f ist.

(c) Zeige, dafl @ eine n-te Einheitswurzel ist.
Wir setzen &, = % fir o € Gal(L, K).
(d) Zeige, daB die Abbildung ¢ : Gal(L,K) — U,, ¢(0) := &, ein injektiver Gruppenho-

momorphismus ist.
(e) Folgere, dafi Gal(LL, K) zyklisch ist.
LOSUNG: (a) Die Nullstellen von f sind genau die Elemente {a, ¢ - a, ..., "1 a} C K(a). Somit

ist K(a) der Zerfillungskorper von f und die Erweiterung ist normal und separabel, also
galoissch.

(b) Es gilt



(c) Es gilt

(d) Es gilt

Wir erhalten

Somit ist die Abbildung wie behauptet ein Gruppenhomomorphismus, wobei verwendet wur-
de, dafi jede n-te Einheitswurzel bereits in K, also im Fixkorper aller Automorphismen, liegt.
Die Abbildung ¢ ist injektiv: Wire ¢(o) = 1, so wire « fix unter o. Da es aber eine Basis
von L aus Potenzen von « gibt, ist solch ein Automorphismus bereits die Identitit auf L.
Also gilt ker(p) = {id}.

(e) Aus dem Homomorphiesatz wissen wir
im(p) = Gal(L, K)/ ker(¢) = Gal(L, K).

Damit ist die Galoisgruppe der Erweiterung isomorph zu einer Untergruppe einer zyklischen
Gruppe, also somit ebenfalls zyklisch und insbesondere abelsch.

Aufgabe 65 (Auflosbare Gruppen) Eine Normalreihe einer Gruppe G ist eine Kette

von Untergruppen
G=G,>G >..>G, = {1}

Die Quotientengruppen G;/G;1 heilen die Faktoren der Normalreihe. Eine Gruppe G heift
auflosbar, wenn es eine Normalreihe von G' mit abelschen Faktoren gibt.

(a) Zeige, daB jede abelsche Gruppe G auflésbar ist.
(b) Zeige, dafl jede Untergruppe H einer auflssbaren Gruppe G ebenfalls auflosbar ist.
(c) Zeige, dal die Gruppe S, fiir n > 4 nicht auflésbar ist.

Hinweis: Du kannst als bekannt vorraussetzen, dafS die alternierende Gruppe A,, firn # 4
eine einfache Gruppe ist.

LOsuNG: (a) In diesem Fall ist bereits G > {1} eine Normalreihe mit abelschen Faktoren.

(b) Es sei H C G eine Untergruppe. Setze Hy := H und H;1 := G;11 N H;. Dann ist H;;1 ein
Normalteiler in H;: Sei ; : G; — I ein Gruppenhomomorphismus mit Kern G;1. Dann ist
¥ := (i) m, ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus mit Kern

{g € H;: (pz(g) = ]1} = ker(gpi) NH;,=Gi+1NH;=Hjy.



Somit ist H;11 ebenfalls ein Normalteiler in H;.
Weiter ist der Quotient H;/H;;1 abelsch. Dies folgt aus

Hi/Hit1 = im(t;) C im(g;).

Da das Bild von ¢; abelsch ist, da G auflésbar war, ist auch das Bild von ; als Untergruppe
einer abelschen Gruppe abelsch. Somit ist

H=Hy>H >..>H,={1}
eine Normalreihe von H mit abelschen Faktoren und H ist auflosbar.

(¢) Aus der Gruppentheorie ist bekannt, daf§ S;, nur den Normalteiler A,, besitzt und dieser ist
fiir n # 4 eine einfache Gruppe. Da fiir n > 4 die Gruppe A, nicht abelsch ist, gibt es keine
Normalreihe von S,, mit abelschen Faktoren. Also ist S, nicht auflésbar.

Aufgabe 66 (Auflosbare Galoiserweiterungen) Es sei K ein Korper der Charakte-
ristik 0 und f ein Polynom aus K[X] vom Grad > 0. Weiter sei der Zerfallungskérper von
f durch Radikale auflésbar mit Kette von Zwischenkorpern

K:KogKlggKm:L,

so dafi /K galoissch ist und L. den Zerfillungskorper von f enthalte. Weiter entstehe K;
durch Adjunktion einer n-ten primitiven Einheitswurzel zu K und K;;; durch Adjunktion
einer Nullstelle eines geeigneten Polynoms fi 1 = X% — a; zu K;, wobei a; € K; liege und
jedes d; die Zahl n teile.

(a) Zeige, daB £ @ fiir jedes 1 < i < m eine primitive d;-te Einheitswurzel ist.
(b) Zeige, dal K, 1 /K; und K, /K, abelsche Galoiserweiterungen sind.
Es bezeichne G; die Galoisgruppe Gal(L, K;).

(c) Zeige, dal die zum Erweiterungsturm korrespondierende Reihe von Gruppen
GaI(L,K) = GO 2 Gl 2 2 Gm,1 2 Gm = {]1}

eine Normalreihe von G mit abelschen Faktoren ist. Folgere, dafl die Galoisgruppe
eines durch Radikale auflésbaren Polynoms eine auflésbare Gruppe ist.

(d) Sei f € K[X] ein Polynom und L/K eine wie in der Vorlesung definierte Auflésung
durch Radikale des Zerfiallungskorpers von f. Sei die Erweiterung L /K zusiitzlich ga-
loissch. Zeige, daf3 es einen Korperturm

K=K,CK,C..CK,,=L

gibt, welche die Eigenschaften der Aufgabenstellung besitzt und den Zerfillungskorper
von f durch Radikale auflost.

Man kann zeigen, dafl, wenn der Zerfillungskorper F von f durch Radikale auflosbar ist als
Zwischenkorper von IL/K, da8 dann der Zerfallungskorper auch durch Radikale auflésbar
ist als Zwischenkorper von L /K| so daff diese Kérpererweiterung zusitzlich galoissch ist.

(e) Die Galoisgruppe des Zerfillungskorpers des Polynoms X° — X —1 € Q[X] iiber Q ist
die S5. Folgere, daf es keine Losungsformel fiir die Nullstellen von f geben kann, welche
durch ineinandergeschachtelte Wurzelausdriicke von Koeffizienten von f gegeben ist.
Somit kann es kein Pendant zur pg-Formel fiir Polynome vom Grad 5 geben.



LosunG: (a) Esist fiir 0 < I < d; die Zahl [ - I+ echt kleiner als n, also ist fl'dﬂi # 1. Das die

(b)

()

d;
angegebene Zahl eine d;-te Einheitswurzel ist, ist offensichtlich, nach unserer einleitenden

Bemerkung ist diese primitiv, weil £ primitiv war.

Alle Vorraussetzungen von Aufgabe 64 sind erfiillt. Somit ist K;11 = K;(a;) eine zyklische
Galoiserweiterung.

Da K,;1/K; galoissch ist, ist G;+1 normal in G; mit Quotient G;/G;y1 = Gal(K;11,K;).
Dieser Quotient ist zyklisch, also insbesondere abelsch. Somit ist die angegebene Reihe eine
Normalreihe von GG mit abelschen Faktoren, also ist G auflésbar.

Da die Galoisgruppe des Zerfallungskorpers von f eine Untergruppe von G ist, ist diese eben-
falls auflosbar, da Untergruppen auflosbarer Gruppen wieder auflosbar sind nach Aufgabe

65.

Esist L = K(Ay,..., Ay, ), wobei jedes A; die Nullstellenmenge des Polynoms f; := X™ —a; €
K;[X] ist. Jede der Mengen A; enthiilt mit einer Nullstelle a; von f; auch die Nullstelle &,
wobei & eine n;-te Einheitswurzel ist. Somit brauchen wir alle n;-ten Einheitswurzeln in
unserer Erweiterung. Wihlen wir N := kgV'(n;), und adjungieren im ersten Schritt zu K
die primitve N-te Einheitswurzel dazu, so teilt jedes n; das N und die erste Erweiterung
K(&n)/K ist galoissch. Nun adjungieren wir im zweiten Schritt eine Nullstelle von f; dazu
und erhalten Ko, iiber welchem f; zerfillt. Im néichsten Schritt adjungieren wir eine Nullstelle
von fo zu Kg dazu, Dank der Geometrie der Nullstellen und der Existenz der Einheitswurzel
zerfillt fo ebenfalls, usw...

Nach Aufgabe 65 wissen wir, dal S5 nicht auflosbar ist. Somit kénnen die Nullstellen von
f nicht durch iteriertes Wurzelziehen ausgedriickt werden, da jede Radikalerweiterung des
Zerfallungskorpers von f eine nicht auflésbare Gruppe als Untergruppe hétte, also keine
Normalreihe mit abelschen Faktoren besitzen diirfte. Damit kann es diese Radikalerweiterung
nicht geben.

Aufgabe 67 (Mehr zu auflésbaren Gruppen) Die Kommutatorgruppe |G,G] einer
Gruppe G ist die kleinste Untergruppe von G, die alle Kommutatoren [g, h] := ghg 'h™!
enthalt.

(a)
(b)

Zeige, daf eine Gruppe genau dann abelsch ist, wenn [G, G| = {1} gilt.

Zeige, daB [G, G| die kleinste normale Untergruppe von G mit abelschem Quotienten
ist.

Wir setzen G° := G und G"*! := [G", G"]. Die Gruppe G™"! heifit die n + 1-te iterierte
Kommutatorgruppe von G.

()
(d)
()

Zeige, dafl eine Gruppe G genau dann auflosbar ist, wenn es eine Zahl n € N gibt mit
G™ = {1}.

Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler in G und @ := G/N die Quotientengruppe.
Zeige, dafl G genau dann auflosbar ist, wenn N und @ auflosbar sind.

Warum ist ein (semi-)direktes Produkt von auflésbaren Gruppen G und H wieder
auflosbar?

LOSUNG: (a) Ist G abelsch, so gilt ghg~*h™' = gg~thh~! = 1. Umgekehrt, gilt [g,h] = 1, so

(b)

vertauschen g und h. Da alle Kommutatoren verschwinden, vertauschen je zwei beliebige
Elemente. Damit ist die Gruppe abelsch.

Betrachte g[G,G]g™! fiir ein beliebiges g € G. Da [G, G] von Kommutatoren erzeugt wird,
wird auch g[G,G]g~! von konjugierten Kommutatoren erzeugt, da die Konjugation mit g
ein Gruppenautomorphismus ist. Weiter sehen wir

glh1, holg™" = ghihohi'hytg™ = ghig ' ghag tghi g™ ghy ! = [ghig™t, ghag '),



also ist ein konjugierter Kommutator wieder ein Kommutator und wir erhalten [G,G] =
g[G,G]g~!. Die Untergruppe [G, G| ist also normal in G.

Es sei G/N abelsch. Sei ¢ die Quotientenabbildung. Dann sehen wir ¢([g, h]) = [¢(g), ¢(h)] =
1. Somit liegt die von den Kommutatoren erzeugte Untergruppe im Kern von ¢, also folgt
[G,G] € N. Damit enthilt jeder Normalteiler mit abelschem Quotienten automatisch [G, G|
und ist somit groBer als [G, G].

Angenommen, G" = {1}. Dann ist
G=G">G'>..>G" = {1}

eine Normalreihe mit abelschen Quotienten, also ist G auflésbar.
Ist G auflésbar und
G=Gy>G >..>G,={1}

eine Normalreihe mit abelschen Quotienten, so gilt G™ C G,, fiir alle 0 < ¢ < n. Dies zeigen
wir via Induktion.
Fiir i = 0 ist die Behauptung trivialerweise wahr, da Gy = G gilt.
Es gelte G* C G; fiir ein i > 0. Dann erhalten wir, da G;/G;1 abelsch ist, [G;, G;] € Giy1.
Wir sehen also

G =[G, G C [Gi, Gi] C Giy1.

Ist G auflosbar, so ist auch N auflésbar. Weiter ist der Quotientenhomomorphismus 7 :
G — @ surjektiv und bildet Kommutatoren in Kommutatoren ab, also 7(G') C Q!. Da &
surjektiv ist, liegt jeder Kommutator aus Q' im Bild von 7, also gilt sogar

m([G,G]) = @, Q).
Analog folgt ' '
m(G") = Q"
also ist @) auflosbar.

Seien nun @ und N auflssbar und n so gewihlt, dal N™ = Q™ = {1} gelte. Dann erhalten
wir

m(G") = Q" = {1},
also G™ C N. Daraus folgt aber nun
und damit ist G auflosbar.

Im (semi-)direkten Produkt von G und H ist eine der Faktoren ein Normalteiler und der
andere der Quotient des Produktes nach diesem. Somit ist das (semi-)direkte Produkt als
eine Erweiterung auflosbarer Gruppen wieder auflésbar.



Hausiibungen

Aufgabe H27 (Kreisteilungskérper I) Sei a eine primitive siebte Einheitswurzel,
dann ist Q(a)/Q galoissch als Zerfallungskérper von &7 = X® + X° + ... + X + 1. Es
bezeichne G die Galoisgruppe Gal(Q(a), Q).

(a) Zeige, daB ein o € G existiert mit o(a) = a®.

(b) Zeige, dafl o die Gruppe G erzeugt.

(c) Zeige, daB fiir jedes z € Q(a) die Gleichung o®(2) = 7 gilt, sofern wir Q(a) C C
verstehen.

(d) Bestimme das Minimalpolynom von b := a + a® und von ¢ := a + a* + a* in Q[X].

(e) Zeige, dafl die einzigen echten Zwischenkorper der Erweiterung Q(a)/Q durch die
Erweiterungen Q(b)/Q und Q(c)/Q gegeben sind.

LosuNG: (a) Da @7 in Q[X] irreduzibel und Q(a)/Q galoissch ist, gibt es einen Automorphismus

o mit o(a) = a.

(b) Da der Erweiterungsgrad [Q(a) : Q] = 6 = |Gal(Q(a), Q)| gilt, reicht es zu zeigen, da o die
Ordnung 6 hat. Dies folgt nun leicht aus folgenden Rechnungen

ola) = d*
o(a®) = o(a)?=a’=d?
o(a®) = o(a)®=ad"
o(a%) = o(a)b=a!®=a?
o(a?) = o(a)*=a'?=4d°
o(@®) = o(a)’=a=ua

Somit hat ¢ die Ordnung 6 und erzeugt die Galoisgruppe.

(c¢) Die komplexe Konjugation ist ebenso ein Automorphismus wie o, also reicht es, den Wert auf
einem algebraischen Erzeuger, hier a, zu kennen. Aus 03(a) = a® = @ folgt die Behauptung,
egal welche primitive 6-te Einheitswurzel wir gewihlt haben, siehe in den Rechnungen aus

(b).
(d) Die Bahn von b unter < o > ist

{a+d® a®+ at, a® + a°},

also ist das Minimalpolynom von a gegeben durch
mp(X) = (X —a—a®) (X —a® - a®)(X — a® — a*).
Ausrechnen der Terme liefert mit der Relation ®7(a) = 0 die Gestalt
mpo(X) = X+ X% —2X — 1.

Die Bahn von ¢ unter < o > ist

{a+d*>+a',a® + a® + a°},
also ist das Minimalpolynom von a gegeben durch

meo(X) = (X —a—a* —a*)(X — a® — a® — a%).

Ausrechnen der Terme liefert

meo(X)=X*+ X +2.

)



(e) Die Galoisgruppe ist als zyklische Gruppe isomorph zu Zg = Zo @ Zs. Damit gibt es genau
eine Untergruppe der Ordnung 2 und der Ordnung 3 und diese sind Normalteiler, da die
Gruppe abelsch ist. Also gibt es genau 2 Zwischenkorper der Erweiterung und diese sind
ebenfalls galoissch iiber Q. Andererseits gilt [Q(b) : Q] = 3 und [Q(c) : Q] = 2, und diese sind
Zwischenkorper. Somit sind beide Erweiterungen galoissch und die einzigen Zwischenkoérper

von Q(a)/Q.

Aufgabe H28 (Kreisteilungskorper IT) Sei L := Q(&g) der achte Kreisteilungskérper
iiber Q, es sei also &g eine primitive achte Einheitswurzel. Bestimme die Galoisgruppe der
Erweiterung, deren Untergruppen und alle Zwischenkorper der Erweiterung. Welche der
Zwischenkorper sind ebenfalls galoissch iiber Q7

LosuNG: Die Galoisgruppe von L/Q ist isomorph zu Zg§ = Zg & Zs. Dies sehen wir dadurch, da8
jede der Zahlen {1,3,5,7} in Zg invertierbar ist und ihr Quadrat 1 ergibt. Weiter ist ®g = X4 +1
das achte Kreisteilungspolynom, also erfiillt die primitive achte Einheitswurzel a in Q(a) die
Gleichung a* = —1.

Da X*+1 irreduzibel iiber Q ist, ist der Erweiterungsgrad [Q(a) : Q] = 4 und {1, a, a?, a®} ist eine
Q-Basis von Q(a). Es gibt nun genau drei nichtriviale Galoisautomorphismen, welche eindeutig
durch ihre Wirkung auf a bestimmt sind.

Jeder dieser Automorphismen ist selbstinvers und der Fixkorper eines dieser Automorphismen ist
ein Zwischenkorper der Erweiterung. Wir sehen leicht ein

Fix(o1) = Q(a+a®),
Fix(oz) = Q(a?),
Fix(o3) = Q(a—d®).

Alle diese Zwischenkorper sind galoissch iiber Q, da die Galoisgruppe abelsch ist.

Aufgabe H29 (Bonusaufgabe: Inverses Galoisproblem) Zeige mit Hilfe der Theo-
rie iiber Kreisteilungserweiterungen, dafl es eine galoissche Korpererweiterung L/Q gibt
mit Gal(L, Q) = Zs.

LOSUNG: Die Zahl 43 ist eine Primzahl, also ist ZZ:,’ zur zyklischen Gruppe Z45 isomorph. Diese
enthélt Zg als Normalteiler mit Quotienten Zy, also gibt es einen Zwischenkorper des 43-ten Kreis-
teilungskorpers, welcher Z; als Galoisgruppe iiber Q hat nach dem Hauptsatz der Galoistheorie.



