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13. Ubung mit Lésungshinweisen

Aufgabe 59 (Primkoérper) Sei K ein Korper und o € Aut(K) ein Automorphismus.
Zeige, dal der Primkorper P von K im Fixkorper von o liegt.

LOsuNG: Der Primkérper ist der von 1 € K erzeugte Unterkorper P. Da o(1) = 1 gilt, ist jedes
Element in K, was durch endlich viele algebraische Operationen aus Einsen erzeugt wird, unter o
fix. Dies sind die Elemente des Primkérpers, also gilt P C Fix(o).

Aufgabe 60 (Zyklische Galoiserweiterungen) Es sei K ein Kérper mit Charakteri-
stik p > 0, f(X) := XP — X — a sei ein irreduzibles Polynom in K[X] und es sei L ein
Zerfallungskorper von f.

(a) Zeige: Ist a € L eine Nullstelle von f, so auch o + 1.

(b) Zeige, daB IL/K eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe ist und bestimme
die Ordnung der Galoisgruppe.

(c) Bestimme alle Zwischenkorper der Galoiserweiterung L /K.
LosunG: (a) Die Abbildung x — aP ist ein Kérperhomomorphismus, also erhalten wir
fo+1) = (a+1P-(a+1)—a
= d’+1l-a—-1-a
= o-—a—-a
= f(a)=0.
Somit folgt die Aussage.

(b) Die Nullstellen von f sind genau {a, a+ 1,...,a+p — 1} und wir sehen, dafl f separabel ist.
Weiter gilt
L = K(«a),

da die Nullstellen durch Addition von K-Elementen zu « entstehen. Somit gilt [L : K] =
[K(c) : K] = p. Wir wissen auflerdem, dafl einen K-Automorphismus o gibt, mit o(a) = a+1,
da f irreduzibel war. Betrachten wir die Potenzen von o, so sehen wir

oc™(a) = a+m,

dies sind p verschiendene Automorphismen, also wird Gal(L,K) durch o erzeugt und die
Erweiterung ist zyklisch.

(c) Da Z, eine einfache Gruppe ist, gibt es nur die beiden trivialen Zwischenkorper L und K.

Aufgabe 61 (Abelsche Galoiserweiterungen) Sei L/K eine galoissche Korpererwei-
terung. Wir nennen IL/K abelsch, bzw. zyklisch, wenn die Galoisgruppe Gal(LL, K) abelsch
bzw. zyklisch ist.



(a) Es sei L/K eine abelsche Galoiserweiterung. Zeige, dafl dann fiir jeden Zwischenkérper
F auch F/K eine abelsche Galoiserweiterung ist.

(b) Es sei L/K eine zyklische Galoiserweiterung. Zeige, daf§ dann fiir jeden Zwischenkérper
F auch F/K eine zyklische Galoiserweiterung ist.

(c) Essei f € K[X] ein separables irreduzibles Polynom und L ein Zerféllungskorper von
f iiber K, so dal IL/K eine endliche abelsche Galoiserweiterung ist. Zeige, daf jede
Nullstelle & € L von f ein primitives Element ist, also L = K(«) gilt.

Losunag: (a) Ist L/K abelsch, so auch jede Untergruppe. Insbesondere ist Gal(L, F) eine normale
Untergruppe von Gal(LL, K). Somit ist auch F/K nach dem Hauptsatz galoissch. Weiter ist
der Quotient einer abelschen Gruppe abelsch, somit ist

Gal(F,K) = Gal(L,K)/Gal(L, F)
abelsch und F/K eine abelsche Galoiserweiterung.

(b) Ist L/K zyklisch, so ist /K insbesondere abelsch. Also ist Gal(L,F) eine normale Unter-
gruppe von Gal(L,K). Somit ist auch F/K nach dem Hauptsatz galoissch. Weiter ist die

Quotientengruppe
Gal(F,K) = Gal(L, K)/Gal(L, F)

zyklisch und somit ist F/K eine zyklische Galoiserweiterung.

(c) Nach (a) ist K(«)/K ebenfalls eine Galoiserweiterung, insbesondere ist K(«)/K eine normale
Erweiterung. Da f irreduzibel ist und in K(«) eine Nullstelle hat, zerfillt f bereits in K(a)
in Linearfaktoren. Somit ist K(«) der Zerfillungskorper von f und wir erhalten L = K(«).

Aufgabe 62 (Einheitswurzeln) Es sei K ein Korper und m,n € N seien teilerfremd.

(a) Zeige, daBl dann die Abbildung
h/:U’mXUvn9 (5777)—>5776Umn

ein Isomorphismus von Gruppen ist.

(b) Es sei &, € U, eine primitive m-te Einheitswurzel und &, € U, eine primitive n-te
Einheitswurzel. Zeige, dafl &, - &, € U,,., eine primitive mn-te Einheitswurzel ist.

LosunG: (a) OBdA. werde mn nicht von der Charakteristik des Korpers geteilt. Weiter sind
U, Up und Uy, zyklische Gruppen der Ordnung m,n bzw. mn. Somit gilt

|Un, X Up| = |Upn]-

Weiter sind U,, und U,, Untergruppen von U,,, und alle Gruppen sind abelsch, daher ist h
ein Gruppenhomomorphismus. Dieser ist genau dann bijektiv, wenn er injektiv ist, da alle
beteiligten Gruppen endlich sind. Sei (§,7) € ker(h). Dann gilt £ - n = 1, also folgt n € U,,
und £ € U,. Somit ist h genau dann bijektiv, wenn U, N U, = {1} gilt.

Da m und n teilerfremd sind, gibt es Zahlen a,b € Z mit am + bn = 1, also

&m) = (&m0 = (&)™ - (&n)™
= (&)™ - (™’
(™™ (€™
(1,1)%-(1,1)" = (1,1).

Also ist der Kern von h trivial und somit ist h ein Ismorphismus.



(b) die Ordnung des Elements (&, &) € Uy, XUy, ist genau das kleinste gemeinsame Vielfache der
Zahlen m und n. Da aber m und n teilerfremd waren, hat (&,,,&,) die Ordnung mn. Damit
hat auch h((§m, &) die Ordnung mn, denn h ist ein Gruppenisomorphismus. Somit erzeugt
h((&Ems&n)) = &m - &n die Gruppe Uny, also ist &, - &, eine primitive mn-te Einheitswurzel.

Aufgabe 63 (Eine Klasse irreduzibler Polynome) Sei K ein Kérper, a € K und p
eine Primzahl. Zeige, daf§ das Polynom X? — a genau dann irreduzibel ist, wenn es keine
Nullstelle in K hat.

LOsuNG: Es habe K Charakteristik p und f := X? — a in K keine Nullstelle in K. Sei a eine
Nullstelle von f in einem algebraischen Abschluf}, so sehen wir X? — a = (X — a)P. Wére f nicht
irreduzibel, so wire es das Produkt g - h, also hitten wir in K(«)[X] die Zerlegung

XP—a=(X—-a) - (X—-—a)’=g-h

Somit, da das Absolutglied von (X — )" genau " ist, hétten wir, ldge dieses Polynom in K[X],
auch o” € K. Damit lige aber auch (a")® € K fiir jedes s € Z. Wihle m,n € Z mit rs —np = 1.
Dann erhalten wir

a’s = al—l—np
= o' (a?)"
= «-a".
. . rs . .. .
Da a" und o"® Elemente aus K sind, ist auch o = 5 ein Element aus K und f hitte eine

Nullstelle. Somit kann es keine Zerlegung in Nichteinheiten von f geben, also ist f irreduzibel.
Sei nun char(K) # p und ¢ eine primitive p-te Einheitswurzel. Ist f nicht irreduzibel in K[X],
f=g¢-hund besitzt f in K(&) eine Nullstelle «, so gilt in K(&)[X]:

p—1
F=TIx—a-¢.
k=0
Ist nun g = H“” (X — &% - ), so hiitte g als Absolutglied ¢° - o fiir s € {0,...,p — 1} geeignet.
Da g in K[X] angenommen wurde, liegt somit auch &° - o! in K. Da [ = deg(g) > 0, existiert ein
t € N mit

(53 . al>t =& g™ a.

Damit lige die Zahl 5! - o in K und f hiitte in K eine Nullstelle.

Es habe nun also oBdA. das Polynom f keine Nullstelle in K(¢). Ist « eine Nullstelle von f in
einem algebraischen Abschlufl und L der Zerfillungskorper von f iiber K(«a), so ist /K galoissch.
Es sei € € K eine primitive p-te Einheitswurzel. Auf Grund der Geometrie der Nullstellen erhalten
wir L = K(¢)(a). Da L/K(£) galoissch ist und « nicht in K(&) liegen kann, gibt es einen K(§)-
Automorphismus ¢ mit

ola)=¢-a.

Weiter hat o die Ordnung p, denn o* # id fiir 1 < k < p — 1. Somit teilt p die Gruppenordnung
der Galoisgruppe Gal(L,K(§)). Weiter ist aber [L : K(§)] < deg(f) = p. Also folgt

p < [L:K()] <p,

also gilt Gal(L, K(¢)) =< o >. Da diese Gruppe transitiv auf den Nullstellen von f wirkt, ist f
als Polynom in K(¢)[X] irreduzibel, also insbesondere irreduzibel in K[X].



Hausiibungen

Aufgabe H25 (Eulersche ¢-Funktion) Sei ¢ : N — N die eulersche ¢-Funktion.

(a) Zeige, daB ¢ fiir teilerfremde Zahlen m,n € N multiplikativ ist, es gilt also
p(m-n) = p(m)- ¢(n).

(b) Sei p prim und k € N. Berechne p(p*).
(c) Berechne ¢(1980).

LosuNG: (a) Da ¢(n) = |Z)] gilt, folgt die Behauptung aus dem chinesischen Restsatz:
Loy = Loy X Loy

fiir m, n teilerfremd. Somit sind die invertierbaren Elemente aus Z,,., genau die invertierba-
ren Elemente in Z,, X Z,. Ein Element ist aber genau dann in Z,, X Z, invertierbar, wenn
es in jeder Koordinate invertierbar ist. Somit erhalten wir

LY = (T X D) = T x L.

Daraus folgt durch Elemente zéihlen

(b) Im Ring Zyk sind alle Zahlen invertierbar, die zu p¥ teilerfremd sind. Somit ist der Unterring,
der von p erzeugt wird, genau der Ring der nicht invertierbaren Elemente in Zx. Da dies
sogar ein Ideal ist und der Quotient der Korper Z, ist, erhalten wir durch den Satz von
Lagrange

P =12 =12y | <p>|=p-p" 1,

also gilt mit \Z;k| = |Z| —| < p > | fiir den Wert der p-Funktion

e ) =p"— | <p>|=p"—p" L

(c) Wir folgern aus der Primfaktorzerlegung 1980 =9-4-5- 11 und der Multiplikativitit von ¢
das Ergebnis
©(1980) = »(9) - p(4) - ©(5) - p(11) =9-2-4- 10 = 720.

Aufgabe H26 (Charakterisierung von Galoiserweiterungen)

(a) Es sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Zeige, daf folgende Aussagen dquivalent
sind:
(1) Die Erweiterung L /K ist galoissch.
(2) Der Korper K ist Fixkorper der Gruppe Autg(L).
(3) Es gilt [Autg(L)| = [L : K].
(b) Zeige, daB eine algebraische Koérpererweiterung IL/K genau dann galoissch ist, wenn

K der Fixkérper unter der Automorphismengruppe Autg (L) ist.

LosunG: (a) (1) = (2) Ist die Erweiterung galoissch, so ist sie normal und separabel. Somit
zerfillt jedes Minimalpolynom eines Elements ¢ € L — K. Ist das Minimalpolynom vom
Grad > 1, so gibt es einen Automorphismus, welcher a auf eine andere Nullstelle seines



Minimalpolynoms abbildet und somit ist a kein Element des Fixkorpers der Automorphis-
mengruppe.
(2) = (3) Ist K der Fixkorper der K-Automorphismen, so ist fiir jedes a € . das Polynom

fuoX):=  J] (X —o(a))

oEAutK(]L)
ein separables Polynom mit Koeffizienten in K. Also ist /K separabel und wir erhalten
L:K]; =[L:K].

Ist f ein irreduzibles Polynom in K[X], welches in LL eine Nullstelle b hat, so ist dieses bis
auf Normierung das Minimalpolynom von b. Da b aber auch eine Nullstelle von f; ist, teilt
f das Polynom f,. Somit zerféllt f in Linearfaktoren, da f, dies tut. Also ist L/K normal
und wir erhalten

|Autg (L)| = [Homg (L, K)| = [L : K]y = [L : K].

(3) = (1) Es sei F der Fixkorper von Autg(L). Dann ist L/F galoissch und es gilt
[L:F] = |Autg(L)| = [L : K].

Somit folgt aus dem Gradsatz
L : K]
[L: T

Damit ist F ein eindimensionaler Vektorraum iiber K, also F = K und L /K ist galoissch.

[F:K]= =1

Sei K der Fixkorper der K-Automorphismengruppe G := Autg(LL). Ist a € L, so gibt es ein
maximales System von Automorphismen o1, ..., o, so da o1(a), ..., 0,.(a) paarweise verschie-
dene Elemente von L sind. Dies folgt daher, daf o(a) immer eine Nullstelle des Minimalpo-
lynoms von a iiber K sein muf} fiir jeden Automorphismus o € G. Weiter permutiert jedes
o € G obige Menge, also folgt, dafl das Polynom

r

f=1IX = oxla)

k=1

Koeffizienten in K hat, denn es gilt f = o.(f) fiir jedes 0 € G. Also ist a Nullstelle eines
separablen Polynoms und somit ist die Erweiterung separabel.

Weiter ist L/K normal, da IL der Zerféllungskorper aller Polynome von obigem Typ ist. Also
ist L/K eine Galoiserweiterung.

Ist umgekehrt /K eine Galoiserweiterung und a € L — K, so ist das Minimalpolynom von
a vom Grad > 1 und es gibt eine Nullstelle b € . des Minimalpolynoms von a mit b # a.
Da die Erweiterung galoissch ist, existiert ein Automorphismus, welcher a nach b abbildet,
also ist jedes Element aus . — K kein Fixelement der K-Automorphismengruppe. Also gilt
Fix(Autg (L)) = K.



