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12. Ubung mit Lésungshinweisen

Aufgabe 55 Sei K ein endlicher Korper. Zeige, dafl fiir jedes Element a € K Elemente
b, c € K existieren mit a = b% + 2.

LOsuNG: Hat K Charakteristik 2, so ist jedes Element ein Quadrat, da die Abbildung
Ksz—2?ecK

ein Automorphismus ist. Somit ist z = x + 0 eine mogliche Darstellung.
Es habe also K eine Charakteristik ungleich 2. Betrachte die multiplikative Einheitengruppe K*.
Da diese abelsch ist, ist die Abbildung

¢ :K* 5z — 2% e KX
ein Gruppenhomomorphismus. Somit gilt
im(p) = K*/ker(p).
Da der Kern dieser Abbildung genau aus {—1, 1} besteht, erhalten wir

, _ KX
‘Hn(‘:@)’ - |{_1’1}|a

also enthilt die Menge der invertierbaren Quadrate genau % Elemente, wobei ¢ die Anzahl der
Elemente von K bezeichne. Da 0 ebenfalls ein Quadrat ist, gibt es genau qgil Qadratzahlen in K.
Sei a € K. Definiere die Menge

Ny :={a—0b*:beK}.

Diese Menge enthilt ebenfalls q;—l Elemente. Somit kann der Schnitt von N, mit den Quadrat-

zahlen nicht leer sein, da jede dieser beiden Mengen mehr als die Hilfte aller Elemente enthiilt.
Ist d im Schnitt beider Mengen, so gibt es ein ¢ mit

A=d=a—b.

Somit erhalten wir
a="b>+c

und da a beliebig war, folgt die Behauptung.

Aufgabe 56 Entscheide, ob die Erweiterung R/Q galoissch ist und bestimme die Gruppe
Ath (R)

LOSUNG: Ist o € Autg(R) und R 3 2 > 0, so gibt es ein y € R mit x = y?. Also gilt auch

o(z) = o(y)? = 0.



Insofern bildet o die positiven Elemente in positive Elemente ab.
Weiter erhalten wir durch folgende Rechnung

a>b < (a—b)>0

daf} o eine monotone Abbildung ist.
Sei (zp)nen eine Nullfolge in R, Q 3 € > 0, Ny € N und |z,| < € fiir n > Ny, dann gilt

—e< xp <E,
also auch
—o(€) < o(xy) < o(e).

Da o Elemente aus Q fix 143t, erhalten wir
—e < o(xy) <e,

also ist auch (o(zy)) eine Nullfolge in R. Damit kénnen wir leicht folgern, dafi o eine stetige
Q-lineare Abbildung von R nach R ist. Da o auf einer in R dichten Menge die Identitét ist, ist
auf Grund der Stetigkeit o = id. Die Gruppe Autg(R) ist somit die triviale Gruppe {idg }.

Aufgabe 57 Betrachte das Polynom f(X) = X3 — 7 € Q[X] und den Zerfillungskorper
L von f.

(a) Zeige, daB die Galoisgruppe Gal(LL, Q) isomorph zur D3, der Diedergruppe mit 6 Ele-
menten, ist.
Hinweis: Finde einen Q-Automorphismus von I der Ordnung 2 und einen der Ord-
nung 3.

(b) Finde alle Untergruppen der Galoisgruppe und die zugehérigen Zwischenkorper von
L/Q. Welche dieser Zwischenkorper sind ebenfalls galoissch iiber Q7

(c¢) Finde ein primitives Element der Erweiterung.

LOsunG: (a) Die Nullstellen von f sind die komplexen Zahlen

{Oé,Ck - /8704 : ﬁQ}a
wobei « := /7 und 0= —% + % 3.4 = egm bezeichne. Wir erhalten somit
L = Q(aa ﬁ)

Weiter gilt [L : Q] = 6, denn Q(«) ist eine Erweiterung von Q vom Grad 3 und Q(«) C R.
Da Q(«)(5) echt komplexe Zahlen enthélt, ist dies eine Erweiterung vom Grad mindestens
2. Andererseits ist 3 Nullstelle des Polynoms X2 + X + 1, somit gilt [Q(a)(3) : Q(8)] = 2.
Da L/Q galoissch ist (normal und separabel), gilt

Gal(L, K)| = 6.

Da es insgesamt nur 3 Isomorphieklassen von Gruppen mit 6 Elementen gibt, ist unsere
Gruppe isomorph zu Zg, Z3 ® Zs oder D3 = Ss.

Nun suchen wir die erzeugenden Q-Automorphismen. Wir betrachten den Q(f)-
Automorphismus

o:L—L,o(V7):= V785



(c)

Diesen muf es geben, da /7 und v/7 - beides Nullstellen des Minimalpolynoms von « sind.
Realisiert wird er durch

Q(B) () = Q(A)X]/(f) = Q(B)(a - H).

Wir sehen

Plo)=a-Fta, )=,
also hat o Ordnung 3. Setze analog einen zweiten Automorphismus 7 von L, welcher Q(«)
fix 148t, durch

7(8) =B =B
Diese Abbildung permutiert die Nullstellen des Minimalpolynoms X2 + X + 1 von 3 und ist

somit der eindeutige Q(«)-Automorphismus, der nicht trivial ist.
Beide angegebenen Automorphismen kommutieren nicht:

cot(a) = o)
= a8
Too(a) = o(a-p)
= - 2_

Somit ist die Galoisgruppe nicht kommutativ und zur D3 isomorph.
Die echten Untergruppen der Gruppe Ds sind die vier Gruppen
<T><0><T00><TO00>>.

Die Untergruppe < 7 > hat 3 Elemente, alle anderen Untergruppen haben 2 Elemente. Wir
erhalten leicht

Fix(< 7 >) = Q(w),

Fix(< o >) = Q(p).
Fiir die Gruppe < 700 > ist das Element « - 3 ein Fixelement und der Korper Q(« - 3) der
Fixkorper. Dieser hat Erweiterungsgrad 3 iiber Q.
Fiir die Gruppe < 7 o0 02 > ist das Element « - 3 ein Fixelement und der Korper Q(a? - 3)
der Fixkorper. Dieser hat Erweiterungsgrad 3 iiber Q.
Fixkorper der trivialen Gruppe ist natiirlich ganz L.
Die Normalteiler von Dj sind die Untergruppen {1}, D3, < o >. Die ersten beiden Gruppen
sind offensichtlich normal, die Untergruppe < o > ist daher normal, da sie Index 2 hat. Alle
3 Untergruppen mit Index 3 sind nicht normal, da sie zueinander konjugiert sind, was man
leicht durch Konjugation mit ¢ nachrechnet.
Hilfreich ist es, eine Présentation von D3 zu kennen. Diese ist

2

Ds=<o,7le*=7m>=10-T1=7-0%>.

Als Fazit sehen wir, daf§ der Zwischenkorper Fix(< o >) = Q(f3) der einzige galoissche echte
Zwischenkorper der Erweiterung IL/Q ist. Dieser ist in der Tat der Zerféllungskorper von
X? 4+ X + 1 und damit normal und separabel.

Ein primitives Element ist z. B. a + 3, da dieses Element als Bahn unter Gal(L, Q) eine
sechselementige Menge besitzt.

Aufgabe 58 Es sei L ein Korper und G eine Untergruppe von Aut(LL). Weiter setze

K:=L%={ac€L:o(a) = a fiir alle 0 € G}

den Fixkorper unter G.
Zeige, ist G nicht endlich, /K aber algebraisch, so ist /K eine unendliche Galoiserweite-
rung und G ist eine Untergruppe der Galoisgruppe Gal(L, K).



LOsunG: Ist a € L, so gibt es ein maximales System von Automorphismen oy, ...,0,, so dafl
o1(a),...,o-(a) paarweise verschiedene Elemente von L sind. Dies folgt daher, dafl o(a) immer
eine Nullstelle des Minimalpolynoms von a iiber K sein muf fiir jeden Automorphismus o € G.
Weiter permutiert jedes o € G obige Menge, also folgt, dafl das Polynom

r

f=]]X - owla)

k=1

Koeffizienten in K hat, denn es gilt f = 0. (f) fiir jedes o € G. Also ist a Nullstelle eines separablen
Polynoms und somit ist die Erweiterung separabel.

Weiter ist L/K normal, da IL der Zerfillungskorper aller Polynome von obigem Typ ist. Also ist
L/K eine Galoiserweiterung. Offensichtlich ist G eine Untergruppe von Gal(L,K), eine Gruppe,
welche viel grofler sein kann, als G.



Hausiibungen
Aufgabe H23 (Algebraischer Abschluf3) Seip > 0 eine Primzahl. Wir starten mit
F, =7,

und wéhlen rekursiv fiir jedes n € N einen Oberkérper F 41y von Fp. mit p D! Elemen-

ten. Damit erhalten wir eine Kette von Korpern

p(»

F, CFo CFu C ...

Fpoe i= | Fpm.

neN

Wir setzen

(a) Erkldre auf Fje eine Addition und Multiplikation, welche Fje zu einem Korper macht
und die Korperoperationen jedes F . C [y fortsetzt.

(b) Zeige, dafl e algebraisch abgeschlossen ist.
(c) Zeige, daB Fpe ein algebraischer Abschlufi von Z,, ist.

LOsUNG: (a) Sind x,y € Fpe, so existiert ein n € N mit x,y € F,n. Somit definiere z + y, bzw.
x -y als das entsprechende Ergebnis in F .
Dann ist 24y, bzw. z-y wohldefiniert, denn ist z,y € Fymi, 50 ist Fmi C Fpm oder Fpni C Fpm
und das Ergebnis o + y, bzw. x - y stimmt in Fm mit dem in F . tiberein.
Weiter ist jeder Kérper F,n ein Unterkorper von [Fec.

(b) Sei f € Fpeo[X] ein nicht konstantes Polynom und K ein Erweiterungskorper von Fpe, in
welchem f eine Nullstelle « besitzt. Sind ag, ..., a,, die Koeffizienten von f, so ist dann

Zp(ag, ..., G, &) [ Ly

eine endliche Erweiterung und somit L := Z,(ao, ..., an, @) ein endlicher Kérper, also |L| = p™
fiir ein m € N. Somit gilt
L g Fpm!,

da m die Zahl m! teilt. Also folgt
a €l ngm! gIEd‘poo7
also ist [F,< algebraisch abgeschlossen.

(c) Wir zeigen noch, daf Fpe /Z,, algebraisch ist. Ist € Fye, so ist 2 € Fpu fiir ein n € N, also

(Zp(x) : Zp] < [F

pn! . Zp] = n‘

Damit ist Fpeo eine algebraische und algebraisch abgeschlossene Erweiterung von Z,, also ein
algebraischer Abschluf.

Aufgabe H24 (Abelsche Erweiterungen) Es seien py, ..., p, paarweise verschiedene
Primzahlen und L := Q(\/p1, ..., /Pn)- Zeige, dafl L/Q galoissch ist und bestimme die
Galoisgruppe G := Gal(LL, Q).

LOSUNG: Wir zeigen per Induktion Gal(Q(\/p1, .- \/Pn), Q) = @) Za. Weiter zeigen wir, dafl
diese Gruppe von den Abbildungen erzeugt werden, welche genau eine Wurzel auf ihr negatives
abbilden und die dazu algebraisch unabhéngigen Wurzeln fest lassen.

Ist n =1, so ist L eine Erweiterung von Grad 2 iiber Q und damit galoissch. Die Galoisgruppe
ist somit Zy und wird vom Flip auf der Menge {,/p, —/p} erzeugt.



Betrachte n + 1. Dann wissen wir aus H18, da8 X2 — p, 4 iiber Q(\/P1, -, /Pn) irreduzibel ist.
Somit existieren genau zwei Q(,/pr, ..., v/Pn)-Automorphismen von L. Wir bezeichnen den nicht-
trivialen von beiden mit o, 1. Weiter ist nach Induktionsvorraussetzung Gal(Q(/p1, ..., /Pn), Q)
zu )_, Zy isomorph und wird erzeugt von o1, ..., 0y, den Automorhpismen, die jeweils /p; auf
—,/p; abbilden. Diese Erzeuger kommutieren offensichtlich mit der Abbildung ¢,,4+1. Wir erhalten
somit in Gal(LL,K) zwei Untergruppen, zum einen die Gruppe H, = Gal(Q(,/p1; .-, /Pn); K),
deren Elemente wir durch triviale Wirkung auf ,/p,11 fortsetzen und zum anderen die Gruppe
N =< opy1 >= Zs. Diese Untergruppen erfiillen die Relation

H,NN = {id}
und die erzeugte Gruppe H,, - N ist abelsch. Also gilt
H, N=2H,®N

und wir erhalten
|H, ® N| = |H,|-|N|=2"-2=2"1

Damit gilt bereits
Gal(L,K)=H, - N

und aus der Induktionsvorraussetzung erhalten wir

n n+1
Gal(L,K) =H,, - N 2 H,, ® Zg = (@@) P Zy = @Zg.
k=1 k=1



