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Algebra

10. Ubung mit Lésungshinweisen

Aufgabe 47 Es sei K ein Korper und f € K[X] ein Polynom vom Grad n > 1. Sei L ein
Zerfallungskorper von f iiber K. Zeige folgende Behauptungen:

(a) Der Erweiterungsgrad [L : K] ist ein Teiler von n!.

(b) Gilt [L : K] = n!, so ist f irreduzibel.

(c) Zeige, dafl die Umkehrung von (b) nicht gilt.
Hinweis: Beim weiteren Bearbeiten des Ubungsblatts wird sich Aufgabenteil (¢) von alleine

erledigen.

LosuNG: (a) Wir zeigen die Aussage per Induktion. Ist n = 1, so ist nichts zu zeigen, da f
bereits in K in Linearfaktoren zerfillt. Der Zerfillungskorper ist somit K selbst und wir
erhalten [K : K] =1 =11
Sei die Aussage fiir n wahr und deg(f) = n + 1. Wir betrachten zwei Fille:

1. Fall: Ist f irreduzibel und ist a € L eine Nullstelle von f, dann gilt
[K(a) : K] < deg(f) =n+1.
Weiter ist L der Zerfiallungskorper von
g:= !
" X -—a
iiber K(a) und es gilt deg(g) = n. Somit folgt aus dem Gradsatz

[L:K]=[L:K(a)]-[K(a):K].

Der erste Faktor teilt nach (IV) die Zahl n! und der Zweite Faktor ist sogar gleich n+ 1, also

teilt [L : K] die Zahl n!- (n+!) = (n + 1)

2. Fall: Ist f nicht irreduzibel und f = f1 - fo, mit 0 < deg(f1) und 0 < deg(f2), so folgt
[L:K]=[L:L]-[L;: K],

wobei L der Zerfillungskorper von fi sei. Somit ist L der Zerfillungskorper von fo € Lq[X].
Damit kénnen wir zweimal die Induktionsvorraussetzung verwenden, da in der Formulierung
die Wahl des Grundkorpers beliebig war und wir erhalten

[L: L] teilt deg(f2)! wund [L;: L] teilt deg(f1)!.
Wenn wir zeigen kénnen
deg(f1)! - deg(f2)! teilt (deg(f1) + deg(f2))! = (n+ 1)1,
so sind wir fertig. Dies folgt aus der Tatsache, dafi Binomialkoeffizienten natiirliche Zahlen
ind (st sty A (e
deg(f1) deg(f1)! - deg(f2)!  deg(f1)!- deg(f2)!"

Somit stimmt die Zwischenbemerkung und auf Grund der Transitivitéit der Teilerrelation
folgt die Aussage.




(b) Angenommen, f ist nicht irreduzibel. Dann zerfillt f in ein Produkt g - h, wobei g und h
mindestens Grad 1 haben. Wir wenden nun Aufgabenteil (a) an.

[L: K] = [ = K(g)(h) : K(g)] - [K(g) : K],

wobei wir mit K(g) den Zerfillungskorper von g iiber K abgekiirzt haben. Nach der vorigen
Aufgabe erhalten wir nun die Abschéitzung

[L: K] < deg(h)!-deg(g)! < (deg(h) + deg(g))! = deg(f)!.

Die strikte Ungleichung folgt aus folgendem Argument fiir natiirliche Zahlen: Sind a,b €
N — {0}, so gilt a! - b! < (a + b)!, wie man sich leicht klar macht.

(c) Der Zerfillungskorper von X4 + 1 hat Grad 4, wie aus Aufgabe 49 folgt.

Aufgabe 48 Bestimme einen Zerfillungskorper L des Polynoms f(X) := X* 4+ 2X2% — 2
tiber Q und bestimme den Erweiterungsgrad [L : Q).

LOSUNG: Das Polynom X +2X? — 2 ist nach Eisenstein irreduzibel iiber Q. Das Polynom hat
Grad 4, durch Substitution d = X? erhalten wir ein Polynom vom Grad 2:

d? +2d — 2,

welches die Nullstellen
di=-14v3 und do=-1—V3

besitzt. Somit erhalten wir fiir f die Nullstellen

T = \/Ez\/—1+\/§
—z

Tro9 =

T3 = \/1+\/§-i

r4y = —X9.

Die Erweiterung Q(z1) hat somit Grad 4 iiber Q. Wir bestimmen nun das Minimalpolynom von
xg iiber diesem Korper. Es gilt

(m)2+2: 1+ V3 € Q).

g(X) = X% +1+V3 e Q) [X].

Dieses Polynom hat die Nullstellen
£/ 1+ V3.

V1+V3-i ¢ R D Q)

gilt, ist somit das Polynom ¢ irreduzibel in Q(z1)[X], also das Minimalpolynom von z3. Wir
erhalten somit den Erweiterungsgrad

[L:Q] = [Qz1)(x3) : Qz1)] - [Q(z1) : Q] =4-2=38.

Somit folgt

Da

Aufgabe 49 Bestimme einen Zerfallungskorper L der Familie
{f(X) = X141, g(X) =X+ 2}

tiber Q und den Erweiterungsgrad [L : Q).



LOSUNG: Zuerst beschreiben wir die Nullstellen von X% + 1 in C. Diese sind die Zahlen
1 1 )
+-V2+ V20 ).
2 2
Somit enthilt der Zerfillungskorper von X4 + 1 die Zahlen
1 1 . 1 1 )
V2= (-vV2+-v2ii)+ (ovV2— V2.
2 2 2 2
und
(WVE+3V3-i) + (-3VE+ 13 -3)
7 .

Somit folgt Q(v/2,7) C Q(f), wobei Q(f) der Zerfillungskorper von f bezeichne. Umgekehrt sehen
wir sofort Q(f) C Q(v/2,1).

Hier haben wir dann auch einen Fall, daf3 der Zerfillungskorper eines irreduziblen Polynoms nicht
Erweiterungsgrad deg(f)! hat, ein Gegenbeispiel zu Aufgabe 47 (c).

Nun diskutieren wir die Nullstellen von X® + 2. Offensichtlich erhalten wir alle 5 komplexen
Nullstellen dadurch, da wir zu Q zum einen die Zahl v/2 und die erste 10te echt komplexe
Einheitswurzel £ hinzufiigen. Somit folgt leicht

Q(g9) = Q(V2,¢).

Die Nullstellen von g sind némlich v/2 - £" mit n € {1,3,5,7,9}.
Nun gilt es, die Erweiterung

Q(V2,1,£)/Q
zu verstehen. Mit Hilfe des Additionstheorems
sin(5z) = 16sin’(x) — 20sin®(x) + 5sin(x)

ermitteln wir den Wert von sin($7), indem wir « = $7 wihlen, sin(r) = 0 auf der linken Seite
nutzen und die polynomielle Gleichung in sin(z) auf der rechten Seite durch Ausklammern und

Substitution d = sin?(z) 16sen. Wir erhalten dadurch

1 1 1 1
fzcos(gw)—i—isin(gﬂ) = Z\/§ 3+V5+ Z\/i 5-V5-1,

1—+v5 1
e 1=V5 L a5 s
4 4

55:_17 57:§7 59:5
Somit sehen wir sofort, daB ¢ ¢ Q(v/2,1) liegt, da X2 — 5 irreduzibel in Q(+/2)[X] ist, wie wir in
der letzten Ubung gesehen haben, somit auch in Q(v/2,)[X].
Weiter ist ¢ Nullstelle des Polynoms X4 — X3 + X2 — X + 1, dem iiber Q[X] irreduziblen Teiler
von X%+ 1. Somit ist 1 < [Q(f,&) : Q(f)] < 4. Somit kommen nur noch die Erweiterungsgrade 2
und 4 in Frage.
Wir berechnen nun aussagekriftige Koeffizienten der Polynome

(X =X =¢")

fir n = 3,7,9 und schauen, welche davon in Q(v/2,7)[X] liegen kénnen. Fiihrt dies jedesmal
auf Widerspriiche, so ist X4 — X3 + X2 — X + 1 irreduzibel iiber Q(f) und wir wiirden das
Minimalpolynom von ¢ in Q(f)[X] kennen.

(X=X - €)= X*+ V334 V5 X +1



Der lineare Koeffizient kann nicht in Q(f) liegen, andernfalls lige v/5 in Q(f), ein Widerspruch.
Das Polynom (X — &)(X — &%) hat als Realteil des linearen Koeffizienten die Zahl

IRECI

4 2

den Rest brauchen wir nicht mehr zu kennen, da 1,+/2 linear unabhiingig sind in Q(v/2,1), also
brauchten wir v/5 € Q, was nicht stimmt.

Beim Polynom (X — &)(X — ¢7) ist die Argumentation genauso.

Somit hat X4 — X3 + X2 — X + 1 keine Zerlegung in Q(v/2,i) in Polynome vom Grad 2, also ist
dieses Polynom in Q(v/2,4)[X] irreduzibel.

Die Korpererweiterung

Q(¢,v2,i)/Q
hat somit Grad 16, eine zu 5 teilerfremde Zahl, welches der Erweiterungsgrad von
Q(V2)/Q
ist. Somit folgt final nach harter Arbeit
[L:Q]=[Q(V2,v2,i,8): Q] = [Q(V2,v2,i,£) : Q(v2,4,£)] - [Q(V2,4,£) : Q] = 5 - 16 = 80.

Der Zerfallungskorper ist somit

Q(v2,V/2,i,€)

und dieser hat Erweiterungsgrad 80 iiber Q.

Hausiibungen

Aufgabe H19 (Normale Erweiterungen I)
(a) Zeige, daB jede Korpererweiterung L/K mit [L : K| = 2 normal ist.
(b) Gibt es eine nicht normale Kérpererweiterung L/K mit [L : K] = 37

LoOsuNG: (a) Ist f ein irreduzibles Polynom vom Grad 2 iiber K und L ein Oberkérper von K,
in welchem f eine Nullstelle a habe, so folgt

f=(X-a)-geLlX].

Weiter hat g Grad 1, somit ist f iiber L in Linearfaktoren zerfallen, also ist L ein
Zerfallungskorper von f.

(b) Betrachte die Kérpererweiterung Q(+/2)/Q. Diese Erweiterung hat Grad 3, da X3 — 2 nach
Eisenstein in Q[X] irreduzibel ist. Wire nun die Erweiterung normal, so miiite, f als Mi-

nimalpolynom in Linearfaktoren zerfallen. In C besitzt X2 — 2 die komplexen Nullstellen

{V2,V2-&,3/2 - €%}, wobei £ eine echte komplexe dritte Einheitswurzel sei. Folglich ist
Q(V/2) C R kein Zerfillungskérper von X3 — 2, also die Erweiterung nicht normal.

Aufgabe H20 (Normale Erweiterungen IT)  Betrachte die Korpererweiterung

Q(V V2 +2)/Q. Zeige oder widerlege, da diese Erweiterung normal ist. Bestimme ggf.
die kleinste normale Erweiterung L./Q mit Q(1/+/2 + 2) C L und deren Erweiterungsgrad.

LOSUNG: Zuerst bestimmen wir das Minimalpolynom von a := \/v/2 + 2. Dieses errechnen wir
wie folgt
a?=2+V2= (a>-2)?%=2.



Daraus folgt, dafl das Polynom
f(X):=X*—4X%42

die Zahl a als Nullstelle besitzt. Weiter ist f irreduzibel in Q[X] nach Eisenstein, somit ist f
das Minimalpolynom von a. Wire nun die Erweiterung normal, so miifite f in Linearfaktoren
zerfallen. Wir ermitteln alle Nullstellen von f via Substitution d := X? und erhalten

d?>—4d+2=0,
also die Nullstellen

T, = 2+2

ro = —X1

x3 = 2 -2

ry = —X3

Wir sehen nun, daf v/2 € Q(z1) liegt, somit liegt folgendes Element ebenfalls in Q(z1):

(V2-1)-\/2+V2 = J(V2-1)2-\/2+V2

= \/(3—2\/5)-(2+f2)

= \/6-4—V2
= \/2-V2.

Somit ist L := Q(z1) der Zerfillungskorper von f und [L : K] = 4.

Anmerkung: Die Losungsstrategie war hier nicht das kluge Raten von 2 geeigneten Kandidaten.
Um auf die Zerlegung zu kommen, wurde eine geeignete Q-Basis von Q(z1) gewihlt und anhand
der daraus resultierenden Gleichungen das quadratische Problem

a2=2-V2

gelost. Eine geeignete solche Basis ist

{1, Vaive Vi e 2+\@}.



