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7. Ubung mit Losungshinweisen

Aufgabe 31 Sei R ein Integrititsbereich, R[X] der Polynomring iiber R und ¢, : R[X]| —
R die Punktauswertung in z € R.

(a) Zeige, daBl der Kern der Punktauswertung ¢, ein Primideal ist.
(b) Zeige, dafl folgende Aussagen fquivalent sind.

(1) Der Ring R[X] ist ein Hauptidealring.

(2) Der Ring R ist ein Korper

LOsunG: (a) Es sei € R beliebig, f,g € R[X]| und f-g € P := ker(,. Dann erhalten wir

0 = (f-9)@) = f(x)- g(x)

Da R ein Integritéitsbereich war, gilt entweder f(z) = 0 oder g(x) = 0, also f € P oder
g € P. Somit ist P ein Primideal.

(b) (1) = (2) Es sei ¢¢p der Auswertungshomomorphismus
w: RIX] = R, w(f) = [f(0)

und sei M := ker(tg). Da M ein Primideal ist, fiir das (0) # M gilt, ist M ein maximales
Ideal. Weiter ist die Punktauswertung surjektiv, also folgt nach dem ersten Isomorphiesatz

R = im(10) = R[X]/ker(10) = R[X]/M.

Da M ein maximales Ideal ist, ist somit R als Quotient ein Kérper.
(2) = (1) In diesem Fall wissen wir, da8 R[X] ein euklidischer Ring, also insbesondere ein
Hauptidealring, ist.

Aufgabe 32 Betrachte den Polynomring R[X].

(a) Zeige, daB das Polynom X? + 1 in R[X] irreduzibel ist.
(b) Zeige, dafl der Quotientenring R[X]/(X? + 1) isomorph zu C ist, indem Du
(i) die Restklassen des Quotientenringes analysierst,
(ii) eine geeignete Auswertungsabbildung ¢y : R[X] — C betrachtest.
LOSUNG: (a) Angenommen X2 + 1 wire als echtes Produkt irreduzibler Polynome ausdriick-
bar. Dieses Produkt héitte notwendigerweise 2 Faktoren von Grad 1 und hétte damit eine

Nullstelle xzg. Mit 0 < x% = —1 folgte aber ein Widerspruch, also ist X2 + 1 ein irreduzibles
Polynom.



(b) (i) Es bezeichne K := R[X]/(X? + 1) den Quotientenring. Da X2 + 1 irreduzibel ist, ist
X2 41 prim, also (X2 + 1) ein nichttriviales Primideal und damit maximal. Der Ring K ist
somit ein Koérper.

Es sei [f] € K eine Restklasse mit Repriéisentant f. Mit Hilfe des euklidischen Algorithmus
erhalten wir eine Darstellung
f:g(X2+1)+Ta

wobei g,7 € R[X] Polynome sind mit » = 0 oder deg(r) < 2. Damit ist r ebenfalls ein
Repriisentant von [f], also wird jedes Element von K durch ein Polynom vom Grad kleiner
2 représentiert.

Wir zeigen, dafl die Menge {1, X} in K linear unabhéngig iiber R ist. Angenommmen

[A- X 4 p] = 1[0]
S AN X+pe(X?+1)
& AN X4 p=g-(X?+1) fiir ein geeignetes g € R[X]
& deg(A- X 4 p) = deg(g) - deg(X? +1)
& A X+ p=0oder 1 =deg(g) - deg(X?+1) > 2.

Somit muf} die Menge linear unabhéngig sein, also ist K ein zweidimensionaler R-Vektorraum.
Die Multiplikation in K funktioniert wie folgt

f1-1g) = la- X +b][c- X +d
(a- X +0b)(c- X +d)]

[
[
= J[ac- X2 4 + (ad + bc) - X + bd]
[ac
[

ac- (X2 +1—1)+ (ad + be) - X + bd]
(ad + bc) - X + bd — ac].

Somit erhalten wir einen Korperisomorphismus
[a-X+0b —a-i+beC.
(7i1) Mit der Auswertungsabbildung
v RIXT—=C, w(f) == f(0)

erhalten wir einen Ringhomomorphismus. Dieser ist surjektiv, da der zweidimensionale Teil-
raum aller Polynome vom Grad kleiner 2 auf ganz C abgebildet wird. Somit ist der Kern
von ; ein maximales Ideal. Weiter liegt X2 + 1 im Kern, also (X% + 1) C ker(s;). Da aber
auch (X2 + 1) ein maximales Ideal ist, folgt ker(z;) = (X? + 1) und damit

C = im(y;) = R[X]/ ker(s;) = R[X]/(X? 4 1).
Aufgabe 33 Sei R = M,(C) der Ring komplexer 2 x 2-Matrizen.
(a) Zeige, daf fiir jedes A € R im Polynomring R[X] gilt:

(X —A)- (X +4)= X? - A2

(b) Finde Matrizen A, B mit

(B—A)-(B+A)#B*— A®

(c) Wo liegt der scheinbare Widerspruch?



Losunag: (a) Nach der Definition des Polynomrings gilt

(X —A)(X+A4) = (—A4,1,0,0,0,...)- (4,1,0,0,0,...)
= (=A%, A—A1,0,0,..)
= (—A4%,0,1,0,0,..)
= XP- A%

(b) Mit der Wahl der partiellen Isometrien

0 0 01
A= (1 0) und B := (0 O)

erhalten wir geeignete Matrizen, denn

(c) Fiir jeden Ring R vertauscht im Polynomring R[X] das Element X mit jedem r € R.
Ausgewertet ist dies in nichtkommutativen Ringen in der Regel jedoch falsch. Somit ist der
Polynomring in gewissem Sinn ,kommutativer als es die Auswertung vertrigt®.

Aufgabe 34 Sei f € Q[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad n € N. Zeige, dal dann
f, aufgefait als komplexes Polynom, n verschiedene Nullstellen besitzt. Gilt auch die Um-
kehrung?

LOsSUNG: Ist f in Q[X] irreduzibel, so sind f und f’ teilerfremd in Q[X]. Damit existieren Poly-
nome g, g2 € Q[X] mit

l=gi-f+g2-f.
Wire nun ein z € C mehrfache Nullstelle von f, so wire x eine Nullstelle von f” und wir erhielten

1= 1(2) = 91(2) - f(x) + ga(x) - f/(x) =040 =0,

ein Widerspruch.
Die Umkehrung gilt natiirlich nicht, denn

(X24+1)-(X%2-2)

ist nicht irreduzibel in Q[X], hat keine doppelte Nullstelle in C und keine Nullstelle in Q.



Aufgabe 35 Es sei K ein endlicher Korper mit ¢ := |K| Elementen.

(a) Mache Dir klar, dafl
£ = [J(x

kek

ein Polynom von Grad ¢ mit fiihrendem Koeffizienten 1 ist, welches jedes Korperele-
ment als Nullstelle hat.

(b) Folgere aus einem geeigneten Satz der Gruppentheorie, daf es fiir ein geeignetes m € N
paarweise verschiedene Primzahlen pq, ..., p,, und eine Zerlegung

K*=G, @Gy ® ... 6 G,,

gibt, so daB jeder direkte Summand G, eine pi-Gruppe ist.
Erinnerung: Eine Gruppe G heif$t p-Gruppe fiir eine Primzahl p, falls jedes Element
g € G als Gruppenordnung eine Potenz von p besitzt.

(c) Zeige, daBl jede Untergruppe von K* zyklisch ist.
Hinweis: Wie viele Nullstellen kann das Polynom (X¢—1) fiir d € N héchstens haben?

(d) Zeige, daB jedes k € K Nullstelle des Polynoms
X1-X

ist und folgere
f(X)=X7-X.

LosunG: (a) Offensichtlich ist jedes Element aus K Nullstelle, offensichtlich ist deg(f) = ¢ und
offensichtlich hat f fithrenden Koeffizienten a, = 0.

(b) Dieses Resultat findet sich z. B. in [Jan, p. 52 f.]. Wir gehen vom Struktursatz endlich
erzeugter abelscher Gruppen aus. Dieser liefert uns einen Isomorphismus

K> = Zd1 @ZdQ b ... @Zdn,

wobei folgende Teilerrelation gilt:
di|da|...|dy.

Es bezeichne {p1, ..., pm} die Primteiler von d,, und es sei
dj = (p7") - (5*) - (pi™)

die Primfaktorzerlegung von d;. Aus der Teilerrelation erhalten wir, daf die Zahlen 0 < ¢, 1, in
7 monoton wachsen. Weiter wissen wir aus der Gruppentheorie, daf} es einen Isomorphismus

La; = Z(pij,l) ® Z(p;m) D...0 Z(ﬁxm)

gibt. Somit kénnen wir umsortieren
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I



Mit der Definition .
= Lo
Gp] @ <pj1ﬂ)

erhalten wir die gewiinschte Zerlegung in p;-Gruppen.

(c) Wir zeigen, daf8 jeder direkte Summand G, eine zyklische Gruppe ist. Dabei bezeichne
qj = |Gp,| die Anzahl der Elemente von G, .
Gibt es ein Element mit Ordnung g, so generiert dieses Element G, also ist G, zyklisch.
Gibt es kein Element der Ordnung g¢;, so existiert eine Potenz t := P < gj mit g' =1 fiir
alle g € G),, da die Ordnung eines Elementes die Gruppenordnung teilen muf}. Somit hétte
das Polynom X! — 1 mehr Nullstellen als es Grad hat, ein Widerspruch, denn K als Korper
ist Integritétsbereich. Somit kann dieser Fall nicht vorkommen.
Da jeder direkte p;-Summand zyklisch ist und verschiedene Summanden paarweise teiler-
fremde Ordnung haben, ist auch die direkte Summe zyklisch, also ist K* zyklisch und damit
auch jede Untergruppe von K*.

(d) Wir unterscheiden zwei Félle.
Ist x = 0, so folgt 1,(X?— X) =07 -0 =0, also ist 0 eine Nullstelle.
Ist z # 0, so gilt x € KX, also gilt, da |[K*| =q—1, 297! = 1, also 29 = x, also 29 — x = 0,
also 1,(XP — X) = 0 und die erste Behauptung ist gezeigt.
Wir erhalten
fX) =X9-X,

denn beide Polynome haben die gleichen Nullstellen und gleichen fithrenden Koeflizienten.

Hausiibungen

Aufgabe H13 Sei K ein Korper, f € K[X] und deg(f) > 1.
(a) Zeige folgende Abschiitzung:

deg(f') < deg(f) — 1.

(b) Wann gilt deg(f’) = deg(f) — 17

(c) Es gelte zusitzlich char(K) = p fiir p prim. Zeige, daf folgende Bedingungen équivalent
sind.

(1) Es gilt f' = 0.
(2) Es existiert ein g € K[X] mit f(X) = g(X?).

LOsuNG: (a) Ist f =3} _;ap- X", dann ist f' = Z;(l)(k +1) - aps1 - X*¥ und der Grad dieses
Polynoms ist offensichtlich nicht grofler als n — 1.

(b) Ist n - ap # 0, dann ist der (n — 1)-te Koeffizient von f’ nicht 0, also gilt Gleichheit. Dieses
ist genau dann gegeben, wenn n nicht von der Charakteristik von K geteilt wird.

(¢) (1) = (2) Es sei f' =0, so folgt aus

n n—1
FX) = a X5 (X)) =S (k+ 1) ap - XF =0,
k=0 k=0

daB (k+1) - agy1 = 0 ist fiir alle 0 < k < n — 1. Dies ist nur moglich, wenn bereits einer der
Faktoren 0 ist, somit verschwindet entweder ax1 oder (k + 1).
Sind alle ag4+1 = 0, dann ist nichts zu zeigen, denn

f:a0=a0~(Xp)D.



Ist ein ag41 # 0, so folgt (k+1) € p-Z, also (k+1) = m-p. Damit ist f aber Linearkombination
von Monomen mit durch p teilbaren Exponenten, also

=3
B3

f = ap.jXp'j = ap.j(Xp)j.
7=0 7=0

Alle anderen Koeffizienten, fiir die die verwendete Notation keinen Sinn macht, verschwinden
zum Gliick. (2) = (1) Es gilt auf Grund der Derivationseigenschaft der Ableitung fiir ein
Polynom ¢ € K[X] und eine natiirliche Zahl m > 0:

Damit erhalten wir fiir beliebige Polynome g, h € K[X] mit h(X) = Y}_, ax - X* folgende
Rechenregel:

BN = [Zak«g(x'»k]
k=0
= Y [0
k=0
= Zak'k'gl'(g(X))k_l
k=1

- g (Zak k- <g<X>>’“>
k=1
= ¢ W(g(X)).

Mit dieser Version der Kettenregel folgt nun sofort die Behauptung, da K Charakteristik p
hat und alle Koeffizienten von f(g(X))" von p geteilt werden mit der Wahl g(X) = X?.

Aufgabe H14

(a) Charakterisiere alle rationalen Zahlen, die als Nullstellen des Polynoms
3, Oy
f(X)=X —I—gX —-9X +15

bzw. alle rationalen Zahlen, die als Nullstellen des Polynoms

17 2057
X)=X3—- X2 121X + —
9(X) 19 LSS

in Frage kommen.

(b) Finde alle rationalen Nullstellen des Polynoms
h(X)=X"-2X°+ X° —2X* + X3 —2X? + X —2.

LosunaG: Wir verwenden in dieser Aufgabe ausschliefilich, daf eine rationale Nullstelle eines Po-
lynoms aus Z[X] folgende Bedingungen erfiillen mufl: Der Zidhler der Nullstelle teilt den letzten
Koeffizienten des Polynoms und der Nenner der Nullstelle teilt den fithrenden Koeffizienten des
Polynoms.



(a) Wir skalieren das Polynom, so dafl die Koeffizienten ganzzahlig und teilerfremd sind. Dabei
bleiben rationale Nullstellen offensichtlich erhalten und das skalierte Polynom ist primitiv.

5
0:x3+§3:2—9x+15<:>():31:3—|—51:2—27:£—|—45.

Somit kommen nur die rationalen Zahlen § in Frage, mit

a € Teiler(45) = {£1, +3, £5, +9, £15, +45},

b € Teiler(3) = {1, £3}.

Der Nenner b kann dabei oBdA positiv gewihlt werden und der Bruch gekiirzt, somit erhalten
wir 16 mogliche Losungen.
Analog zu f betrachten wir

0=19X%—17X% - 19 121X + 2057.
Somit kommen nur rationale Zahlen ¢ in Frage mit
a € Teiler(2057) = {£1,+11, £17,+121, £187,+2057},
be {1,19}.
Da 19 und 2057 teilerfremd sind, erhalten wir 24 mogliche Losungen.

(b) Analog zu oben sind nur 1,—1,2, —2 mogliche Nullstellen. Ausprobieren liefert, dal nur 2
eine Nullstelle obigen Polynoms ist, welches die einzige rationale Nullstelle sein muf.



