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6. Ubung mit Lésungshinweisen

Aufgabe 27 (Pythagoreische Tripel) In dieser Aufgabe wollen wir alle Losungen der
Gleichung
a®+ b = c?
verstehen. Eine Losung (a,b,c¢) € Z X Z x Z heiit pythagoreisches Tripel.
(a) Zeige, daB jedes pythagoreische Tripel (&, b, ) mit @ # 0,b # 0 und & # 0 ein eindeu-
tiges pythagoreisches Tripel (a, b, ¢) bestimmt, so daf gilt:
(PT1) Die Zahl a ist gerade.
(PT2) a>0,b> 0 und ¢ > 0.
(PT3) Der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen a, b, ¢ ist 1.
— Es gibt ein d € Z mit (a,b,¢) € {(+d-a,£d-b,+d - c)}.
Ein Tripel, welches PT1 - PT3 erfiillt, heiflt primitives pythagoreisches Tripel.

(b) Zeige, daB in einem primitiven pythagoreischen Tripel (a, b, ¢) die Zahlen b und ¢ stets
ungerade sein miissen.

(c) Zeige, daB fiir z € Q_; folgende Aussagen dquivalent sind:
(1) Fir einy € Q_y gilt z = 2.
(2) Es gilt N(z2) = 1.

(d) Es seien (A, B) € N x N natiirliche Zahlen mit A > B > 0, ggT(A,B) =1 und A- B
gerade, dann definiert

a:=2-A-B,
b:= A? — B?,
c:=A? + B2

ein primitives pythagoreisches Tripel.

(e) Zeige, daB jedes primitive pythagoreische Tripel durch solch eine Wahl von A > B > 0
erzeugt wird.
Hinweis: Berechne die Norm von z :=

+ 2.
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LOSUNG: (a) Sind a und b ungerade, so gilt ¢ = a? + b = 2 mod 4, also wiire ¢ keine Qua-
dratzahl. Somit muf} eine der Zahlen a, b gerade sein. O.B.d.A ist a gerade.
Da a? = (—a)? gilt, reicht es, sich positive Zahlen a, b, ¢ anzuschauen.
Ist (a, b, ¢) ein pythagoreisches Tripel und d = ggT(a, b, ¢), so ist d ein Teiler von a, also teilt
d? auch a?. Da d auch b und c teilt, erhalten wir, da8 a® + b? = ¢? < d?(r? 4 s?) = d?t? fiir
a=d-r,b=d-sund ¢ = d-t. Damit ist das Tripel lediglich ein gestrecktes teilerfremdes
Tripel.



(b) Sind a? und b? gerade, so auch c?, also sind a, b, ¢ gerade und das Tripel ist nicht mehr primi-
tiv. Analog koénnen a? und ¢? in einem primitiven pythagoreischen Tripel nicht gleichzeitig
gerade sein.

(c) Die Richtung (1) = (2) ist sofort durch Ausrechnen der multiplikativen Norm klar. Fiir die
Riickrichtung unterscheiden wir zwei Fille. Ist z = —1, dann folgt
1
= —.
—i

Ist z # —1, dann folgt mit N(z) =1
z2-(142)=z+z-2=1+z

Somit gilt
14z
14z

z
und mit y = 1 + z folgt die Aussage.

(d) Nachrechnen liefert sofort die Aussage.

(e) Da N(z) =1 ist, gilt

b+a . a+pi =2 203
— — . = = 1.

c c a—p-i a?+p%2 a2+ p?

Durch geeignetes Erweitern von o und § erhalten wir positive ganzzahlige und teilerfremde
Zahlen A und B mit

b a . A+B-i A? - B2 2AB
' TASBL EiBp B
Nun klappern wir die Bedingungen ab.
Da%>Oist auch A2 — B? > 0, also A > B.
Wiren A und B gleichzeitig ungerade, so wire A% 4+ B? durch 2 teilbar und der Bruch
2-A-B
ey
wére durch 2 kiirzbar. Vollstindig gekiirzt stiinde im Zahler nun ein Teiler von A - B und
dieser wire ungerade, also auch a, also (a, b, c) kein primitives pythagoreisches Tripel.

Aufgabe 28 Sei p € Z eine Primzahl, S := (p)¢ das Komplement von (p) in Z und
Zp) = S7'Z der Ring der Briiche. Zeige, daf

0Ly =Ly (P-Zp), ¢n+p-Z)=n+p-Ly

ein Isomorphismus von Ringen ist.
Hinweis: Finde zuerst fir jedes Element in Zy)/ (p . Z(p)) einen ganzzahligen Reprdsen-
tanten.

LOSUNG: Betrachte o € Zy) / (p . Z(p)) mit Représentant 7. Da p und b teilerfremd sind, existiert
eine Losung der Gleichung

m-b+n-p=a.
Somit folgt

a mn-p

Ty ™
also besitzt x einen ganzzahligen Représentanten.
Nun betrachten wir ¢. Der Ring Z,) / (p - Z(p)) hat Charakteristik p und da p - Z,) ein echtes
Ideal ist, ist der Quotient nicht der Nullring. Somit enhélt der Quotientenring eine isomorphe
Kopie von Z,,, welche von der Aquivalenzklasse der 1 erzeugt wird. Aus obiger Argumentation ist
weiter klar, dafl jedes Element des Quotientenringes einen Représentanten in diesem Unterring
hat, also ist der Quotient isomorph zu Z, und obige Abbildung ¢ ein Ismorphismus.



Aufgabe 29 Wir betrachten den euklidischen Ring Q[X] der Polynome in X mit ratio-
nalen Koeffizienten mit euklidischer Bewertung deg, dem Grad eines Polynoms.

(a) Finde fiir Polynome f; und g; geeignete Polynome ¢; und r; mit f; = ¢; - g; + r; und
deg(r;) < deg(g;) oder r; = 0:

L=X+41, ¢ =X-1,
fo=3X"+9X>+ X +6, ¢go=X>+1.

(b) Zerlege das Polynom f; — X in irreduzible Faktoren.

(c) Finde einen kommutativen Ring R mit Eins, so da das Polynom X? — X unendlich
viele Nullstellen hat.

LOsunG: (a) Mittels Polynomdivision oder anderen Verfahren erhalten wir
X441l = X"+ X34+ X2+ X +1)(X — 1) +42

und
3X1 4+ 9X2 + X 4+6=(3X2+6)(X2+1)+ X.

(b) Das Produkt (3X2+6)(X?+1) ist ein Produkt irreduzibler Elemente, denn X?+1 und X?+2
haben in Q keine Nullstelle. Somit kénnen sie nicht in Polynome von Grad 1 faktorisieren.

(c) Wir betrachten R = [], .y Z2, dann ist jedes Element Nullstelle von X? — X, insbesondere
hat das Polynom unendlich viele Nullstellen.

Aufgabe 30 Zeige, fiir einen kommutativen Ring R mit Eins sind dquivalent:

(1) Der Ring R besitzt ein eindeutiges Primideal P.
(2) Ein Element x € R ist entweder eine Einheit oder nilpotent.

(3) Der Ring R besitzt ein minimales Primideal, welches alle Nullteiler enthélt und jedes
Element z € R — {0} ist entweder eine Einheit oder ein Nullteiler.

Hinweis: (1) = (2) : Betrachte S := {x,z? 23...} und verwende Aufgabe 20 (b), falls ©
nicht nilpotent war.
Um in den Nullteilern von R ein Primideal zu finden, verwende Aufgabe 20 (d).

LOsuNG: (1) = (2) Sei x € R keine Einheit. Entweder ist  nilpotent, dann ist nichts zu zeigen,
oder z ist nicht nilpotent. In diesem Fall ist die Menge S := {x, 22 23, 2%,...} eine multiplikativ
abgeschlossene Menge, welche die Null nicht enthilt. Somit existiert in S nach Aufgabe 20 ein
Primideal.

Andererseits ist (P, z) ein Ideal, welches grofler ist, als P, P mufl aber maximal sein, denn, da
1 € R, gibe es sonst ein maximales echt grofleres Ideal und dieses wire ein Primideal, also folgt
xz € P und somit S C P. Damit erhalten wir aber ein Primideal in R, welches nicht mit P
iibereinstimmt, nimlich das Primideal in S€, so ein Fall kann aber nach Vorraussetzung nicht
auftreten.

(2) = (3) Nach Aufgabe 20 existiert ein Primideal in den Nullteilern. Wir brauchen nur zu zeigen,
daB jede Nicht-Einheit in P liegt. Dies folgt fiir a € (R*)% leicht aus

0=a"€eP=acP.

Somit liegt a € P, da a eine beliebige Nicht-Einheit war, folgt die Behauptung.
(3) = (1) Das minimale Primideal ist gleichzeitig maximales Ideal, da jedes echt grofiere Ideal
eine Einheit enthélt und damit mit ganz R iibereinstimmt.



Hausiibungen

Aufgabe H11 (Zerlegung von Polynomen)

(a) In Zy[X] stimmen die Polynome p := X?+ X +1 und ¢ := X3+ X?+1 als Funktionen
auf Zy tiberein. Gilt in Zo[X] deshalb p = ¢7 Begriinde Deine Antwort kurz.

(b) Es sei p = X% — X% und ¢ = X + 1 zwei Polynome aus R[X]. Finde eine Zerlegung
p=a-q+bmita,be R[X] und deg(b) < deg(q) oder b = 0.

(c) Esseip= X3+ X2+1und ¢ = X?+1 zwei Polynome aus Z,[X]. Finde eine Zerlegung
p=a-q+bmita,b € Zy[X] und deg(b) < deg(q) oder b = 0.

(d) Entscheide, ob X* 41 in Q[X] irreduzibel ist.
Hinweis: Uberlege zuerst, warum es ausreicht, fir a,b,c,d € Q den Ansatz

X' 4+l=(a-X*+0b)-(c- X*+d)
zu untersuchen.

LOsunG: (a) Der Polynomring ist so konstruiert, dafy die angegeben Elemente unterschiedlich
sind. Das die Auswertungshomomorphismen Polynome nicht unterscheiden kénnen, ist hier
klar, da Zy nur endlich viele Elemente, Zy[X] aber unendlich viele Elemente besitzt. Die
endlich vielen Auswertungsabbildungen kénnen demnach nicht punktetrennend sein.

(b) Polynomdivision liefert X6 — X2 = (X% — X% + X3 — X2)(X + 1) +0.
(c) Polynomdivision liefert X3 4+ X2 +1 = (X +1)(X%2+1) + X.

(d) Wir stellen fest, dal X* + 1 keine Nullstelle in Q hat, also kann kein Linearfaktor X — a das
Polynom teilen, und damit ist es entweder irreduzibel oder in ein Produkt zweier Polynome
vom Grad 2 zerlegbar. Somit brauchen wir nur den zweiten Fall auszuschliessen, um die
Irreduzibilitdt nachzuweisen.

Leider war der Hinweis nicht gliicklich formuliert, auch wenn der nun bestrittene Weg ihn
verwendet.
Ausrechnen liefert

X'+ 1=(a-X24+b)-(c- X*+d)=ac- X* + (ad + bc) - X* 4 bd.
Koeflizientenvergleich liefert
ac=bd=1 und ad+bc=0.

Nun erhalten wir aus
acd bc? bdc? c?
1:@6:7:—7:—7:_7‘
d d d? d?
Diese Gleichung hat aber in Q keine Losung, also kann solch eine Zerlegung nicht existieren.
Wir brauchen nun nur noch den allgemeinen Fall

X' 41 =0X2+aX +b)(uX?+ cX +d)

auszuschliessen. Wir stellen zuerst fest, dal wir A = 1 wéhlen diirfen, indem wir A aus dem
linken Faktor ausklammern und in den rechten Faktor reinrechnen. Somit erhalten wir oBdA
das dquivalente Problem, ob die Zerlegung

X' 41 =(X*+aX +b)(uX?+cX +d)



existiert. Ausrechnen der rechten Seite liefert mit Koeffizientenvergleich folgende Gleichun-
gen:

uo=
a+c =
b+ac+d =
ad+bc =
bd =

o o o~

Da a und c nicht beide verschwinden, kénnen wir oBdA a als invertierbar annehmen, denn
andernfalls befdnden wir uns im Fall des Hinweises. Wir l6sen auf:

a = —c
d=—ac—b = a®—0b,
d=-_ .0
a a

Somit erhalten wir
a?—b=bs a® = 2%

Weiter erhalten wir aus b = d und bd = 1 die Gleichung
b =d* =1,
also b = +1 und
a’ =2.

Diese Gleichung ist jedoch in Q nicht l6sbar.
Somit haben wir alle Félle in eine Produktzerlegung des Polynoms X* + 1 in Polynome von
Grad grofler 0 ausgeschlossen, also ist X4 4 1 irreduzibel in Q[X].

Aufgabe H12 (Ringe der Briiche)
(a) Sei R ein Integritéitsbereich und S C R eine mutliplikativ abgeschlossene Teilmenge.
Zeige, dal dann auch S™'R ein Integrititsbreich ist.

(b) Bestimme die Ringe der Briiche Ry, = S;'Zg und Ry = S;'Zg mit S; := {2,4} und
SQ = {1, 5}

LOSUNG: (a) Sind 2,y € S™'R, dann gilt mit z = fundy = §:
% ~0&s-ac=0

fiir ein s € S. Da 0 ¢ S, folgt ac = 0, also a = 0 oder ¢ = 0. Damit ist entweder = 0 oder
y = 0, also ist S~ R ein Integritétsring.

(b) Im ersten Fall erhalten wir folgende drei Aquivalenzklassen



Priife noch nach, da diese Aquivalenzklassen eine zu Zs isomorphe Ringstruktur tragen.
Im zweiten Fall erhalten wir einen zu Zg isomorphen Ring, da alle Elemente aus Sy bereits
in Zg invertierbar waren. Wir erhalten somit

, =

=
Il
—
[ e
ol ©
——

m={52}
2={23},
8={33}
0={13}
a2}

Diese Elemente tragen die durch die Notation suggerierte Struktur.



