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Grundbegriffe der (mengentheoretischen) Topologie

1. Ziel: Schaffe einen allgemeinen Rahmen zur Diskussion des Begriffes der Stetigkeit

Ausgangspunkt: Fiir 2 C R” offen und f: R" O 2 — R™ sind dquivalent:

a) f ist stetig
b) Das Urbild einer offenen Menge unter f ist offen.

Idee: Axiomatisiere den Begriff der offenen Menge und charakterisiere Stetigkeit
durch obige Eigenschaft (b).

Die Durchfithrung dieser Idee geht mafigeblich zuriick auf Felix Hausdorff (1868

1942), der die Topologie begriindete in seinem epochalen Buch ,Grundziige der

Mengenlehre®, erschienen 1914. Hausdorft war einer der bedeutendsten Mathemati-

ker der ersten Hélfte des 20. Jahrhunderts. Unter dem Pseudonym Paul Mongré war

er auch als Schriftsteller erfolgreich. Am 26.1.1942 entzog er sich mit seiner Frau

und seiner Schwégerin der Deportation in ein Konzentrationslager durch Freitod.
2. Axiomatisierung offener Mengen.

Sei X Menge. Ein System von Teilmengen 7 C p(X) heift Topologie auf X, falls

(T1) 0eT,XeT

(T2) 01,00 €T =0,N0, €T
(T3) 0, €eTViel=
In diesem Fall heiit (X, 7) topologischer Raum, 0 € 7 heifit offene Menge.

A C X heifit abgesch}ossen, fallg X \ A offen. Fiir A C X heifit die kleinste
abgeschlossene Menge A mit A C A der Abschluss von A.

Fir x € X heiffit U C X Umgebung von x, fallses V € T gibt mit t € V C U.

Ein topologischer Raum (X, 7) heift Hausdorffraum, falls fir z,y € X, z # y
Umgebungen U von z und V' von y existieren mit U NV = (.

ser Ui € T fiir eine beliebige Indexmenge 1.

Ein System 4 von Umgebungen von z heifit Umgebungsbasis, falls fiir jede Um-
gebung V von z ein U € U existiert mit U C V.
Im folgenden sei immer (X, 7)) ein topologischer Raum.

Ist (X,7) topologischer Raum und Y C X, dann ist 7, := {ANY : A€ T} eine
Topologie auf Y, die relative Topologie oder Spurtopologie auf Y. Wenn nichts
anderes gesagt ist, betrachten wir auf Teilmengen immer die Spurtopologie.



3. Konvergenz.

Sei € X. Ein Netz (x;);c; heiit konvergent gegen x, falls fiir jede Umgebung U
von x ein iy € I existiert mit x; € U fiir alle ¢ > iy. Schreibe lim; z; = z.

Satz: Sei A C X. Fiir x € X sind dquivalent
a) v € A, dem Abschluss von A,

b) Es ex. ein Netz (z;)ier € A mit lim; x; = x.

4. Stetige Abbildungen
Satz. Seien (X,7T), (Y,S) topologische Raume. Fiir f: X — Y sind dquivalent.

a) Das Urbild offener Mengen ist offen.
b) Das Urbild abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

c) Fiir jedes xy € X gilt: Fiir jede Umgebung V' von f(z) existiert eine Umge-
bung U von xy mit f(U) C V.

d) Fiir jedes zp € X gilt: Falls lim; z; = z¢, dann ist lim; f(z;) = f(20).
Falls f diese Bedingungen erfiillt, heiit f stetig. Erfiillt f die Bedingung (c) oder
(d) in einem Punkt zg, so heifit f stetig in xq.

Ist f bijektiv und sind f und f~! stetig, so heit f ein Hom&omorphismus.

5. Vergleich von Topologien.
Sind 71,72 Topologien auf X, dann sind offenbar dquivalent
a) TICTs
b) Die Identitdt id : (X, Tz) — (X, T7) ist stetig.
In diesem Fall heifit 7; grober als 75 oder 75 feiner als 7;.

6. Erzeugung von Topologien.

Sei X Menge und (7;);c; eine Familie von Topologien auf X . Dann ist 7 :=(,.; T
eine Topologie auf X, die feinste Topologie die grober ist als alle Topologien T, €
I.

Also: Ist 7y C p(x), dann existiert eine grobste Topologie T, so dass To € 7T, d.h.,
alle Mengen in 7y sind offen. 7 heif3it die von 7, erzeugte Topologie und 7, eine
Subbasis fir 7. 7y heifit Basis fiir 7, falls jedes Element in 7 Vereinigung von
Elementen in 7y ist.



7.

10.

Initiale Topologie und Produkttopologie.
Sei X Menge, (Y;,T;) topologische Raume fiir ¢ € I, und seien X — Y; Abbildun-

gen.

Die von {f;'(A;) : A; € T;,i € T} erzeugte Topologie T auf X ist die grobste
Topologie auf X, beziiglich der alle Abbildungen f;, ¢ € I, stetig sind, und heift
die durch (f;)ies definierte initiale Topologie oder schwache Topologie auf X .

Proposition: Ist (Z,S) topologischer Raum, so ist ¢ : (Z,8) — (X,7T) genau
dann stetig, wenn f;0g¢: (Z,8) — (Y;,T;) stetig ist fir alle i € 1.

Seien (Xj,7;) topologische Ridume (i € I). X = xX;, m; : X — X; die i—te
el

Koordinatenabbildung.

Die Produkttopologie auf X ist die initiale Topologie der Abbildungen (7;);e;-

Beispiel: Ist X Menge und (Y, 7) topologischer Raum, so ist die Produkttopologie
auf dem Raum Y aller Abbildungen von X nach Y gerade die Topologie der
punktweisen Konvergenz.

Kompakte topologische Rdume.

Fiir einen Hausdorffraum (X, 7) sind dquivalent.

a) Jede offene Uberdeckung besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.

b) Sind (A4;);er abgeschlossene Teilmengen von X und fiir je endliche viele Indizes
il, R ,’in el gllt
Ist A, N...NA;, #0,dannist (., 4 # 0.

c) Jedes Netz (z;);c;r € X besitzt ein konvergentes Teilnetz.

(c’) Jedes Netz (z;);er € X besitzt einen Haufungspunkt in X.
In diesem Fall heifit (X,7) kompakt.

Bemerkung: Manchmal wird auf die Voraussetzung ,, Hausdorffraum® verzichtet.
Ist (X,7) kompakt, so ist A C X genau dann kompakt wenn A abgeschlossen ist.
Im allgemeinen heifit A relativ kompakt, falls A kompakt ist.

Stetige Abbildungen auf kompakten Mengen.
Sei (X,7) kompakt, (Y, S) Hausdorffraum.

a) Ist f: X — Y, stetig, dann ist f(X) kompakt.
b) Ist f:(X,7T) — R stetig, dann nimmt f auf X Maximum und Minimum an.
c) Ist f: X — Y stetig und bijektiv, dann ist f Homéomorphismus.

Der Satz von Tychonoff.

Ist (X;,7;) topologischer Raum fiir ¢ € I. Dann ist x X; mit der Produkttopologie
iel
kompakt genau dann, wenn fiir alle ¢ € I die Rdume (X;, 7;) kompakt sind.



