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Aufgabe 68 (Erzeugte Untermoduln) Sei R ein beliebiger Ring, M ein R-Modul und

X eine beliebige Teilmenge von M. Zeige, dafl der von X erzeugte Untermodul N vom M
gleich der Menge

s t
Y = {Z r;a; + Z njbj

i=1 j=1

s,t € N;a;,b; € X,r; € R,n,; GZ}

ist.
Zeige, daf}, wenn R eine Eins besitzt und M unitér ist, der von X erzeugte Untermodul

gleich der Menge
RX = {Z iy

k=1

se€Nta, € X;r ER}
ist.

Aufgabe 69 (Isomorphiesitze) Sei R ein Ring, M ein R-Modul und Ny, Ny Untermo-
duln von M. Zeige folgende Aussagen:

(a) Es gibt einen Isomorphismus « : Ny /(N; N Ny) — (N7 + Ny)/No mit
oz(erNlﬂNg) :ZL‘+NQ

fir alle z € NVy.
(b) Ist Ny C Ny, so gibt es einen Isomorphismus 5 : (M/Ns)/(Ny/Ny) — M /Ny mit

B(x + No+ (N1/N3)) :==x+ Ny
fiir alle z € M.

Aufgabe 70 (Nicht freie Moduln) Gib ein Beispiel eines nicht freien Moduls iiber
einem Ring an.

Aufgabe 71 (Endomorphismen) Zeige, dal es Isomorphismen Endz(Q) = Q und
Homy(Q,Z) = {0} gibt.



Aufgabe 72 (Kurzes Fiinferlemma) Folgendes Diagramm habe exakte Zeilen und sei
kommutativ

0 Ml X1 Nl o1 Ql 0

kb

0 M, X Ny 2= Qy 0.

(a) Zeige folgende Aussagen:
(1) Sind f und h surjektiv, so ist auch g surjektiv.
(2) Sind f und h injektiv, so ist auch g injektiv.
(3) Sind f und h Isomorphismen, so ist auch g ein Isomorphismus.
Im Fall (3) heiflen die beiden kurzen exakten Sequenzen isomorph.
(b) Zeige, daf fiir kurze exakte Sequenzen Isomorphie eine Aquivalenzrelation definiert.

Aufgabe 73 (Elementarteilersatz) Sei A = (a;;) eine n x n - Matrix mit Eintréigen
in Z. Setze fir 1 <:<n

Ww; = (aiyl, ceey am)

und
N = Zwq + ... + Zw,,.

Zeige, dal Z™/N genau dann endlich ist, wenn det(A) # 0 gilt. In diesem Fall gilt weiter

|27 [N| = | det(A)].



