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Algebra
5. Ubung

Aufgabe 23 Es sei R ein euklidischer Integritéitsbereich. Zeige, dafl folgende Aussagen
fiir ein Element u € R dquivalent sind.

(1) Das Element u ist eine Einheit.
(2) Es gilt p(u) = (1), wobei ¢ die euklidische Bewertungsfunktion bezeichne.

Aufgabe 24 Es sei R ein Integritédtsbereich mit Eins.

(a) Sei R zusitzlich ein Hauptidealring. Setze fiir v € R* bzw. x € R — {0} irreduzibel
60(U) - ]-7 bzw. 60('T) =2

Zeige, dafl diese Abbildung 3 eine eindeutige und wohldefinierte Fortsetzung zu einer
multiplikativen Abbildung

B:R—1{0} >N
besitzt. Welche Eigenschaft eines Hauptidealrings brauchst Du hierfiir?

(b) Es sei wieder R ein Hauptidealring und es sei § die in (a) definierte Abbildung auf
R —{0}. Zeige, daB 8 folgende Eigenschaft hat: Fiir Ringelemente z,y € R — {0} gilt:

Teilt y nicht z, dann existieren Elemente a,b € R mit B(a-x +b-y) < B(y).

(c) Zeige, daB fiir einen Ring R folgende Aussagen #quivalent sind:
(1) Der Ring R ist ein Hauptidealring.

(2) Es existiert eine Funktion (3, welche multiplikativ ist und die Eigenschaft aus (b)
besitzt.

(3) Es existiert eine Funktion 3, welche die Eigenschaft aus (b) besitzt.

Hinweis: Fiir die Implikation (3) = (1) nutze aus, daf§ 3 auf einer Menge I C R—{0}
sein Minimum annehmen muyfs.

(d) Folgere direkt aus der Definition eines euklidischen Integritéitsbereiches, dafl jeder eu-
klidische Integritéitsbereich ein Hauptidealring ist, indem Du die Existenz einer Abbil-
dung 3 nachweist.

Aufgabe 25 Es sei R = Oy = {a+\/ﬁ-b ca,b € Z} CRund es sei N : R — Z,
N(a++/10-b) := a* — 10 - v die multiplikative Normabbildung.

(a) Zeige, daB fiir ein Element v € R folgende Aussagen dquivalent sind.
(1) Die Zahl u ist eine Einheit.
(2) Es gilt N(u) = +1.



(b) Mache Dir klar, welche Zahlen in Z;, Quadratwurzeln haben.

(c) Zeige, daB die Zahlen 2,3,4 4+ /10,4 — 4/10 irreduzibel in R sind.

(d) Zeige, dafl die Zahlen 2,3,4 + /10,4 — +/10 keine Primelemente von R sein konnen.
)

(e) Zeige, daB jedes Element x € R zwar eine Zerlegung in irreduzible Faktoren besitzt,
diese aber nicht eindeutig sein braucht. Somit ist R ein nicht faktorieller Ring, obwohl
jede Zahl in Irreduzible faktorisiert werden kann.

Aufgabe 26 Modifiziere den Beweis, dal die Ringe Oy fiir d € {—2,—1,2,3} euklidisch
sind derart, dal Du zeigen kannst, da§ auch die Ringe O, fiir d € {—11,—7,—3,5} eukli-
dische Integrititsringe sind!.

Hinweis: Mit den gleichen Bezeichnungen wie im Beweis obigen Resultats, wdhle n € Z

mit 3 :=v—3-nund |8 < i, sowiem € Z um uw— 3 -n zu approzimieren, d.h. || < 3

und o =u —m — 5 - n. Weiter betrachte ¢ :==m+ 3 -n(1 + Vd).

Hausiibungen

Aufgabe H9 In dieser Aufgabe bereiten wir eine Hilfsaussage fiir Aufgabe H10 vor.

(a) Sei K ein endlicher Koérper mit ungerader Charakteristik. Zeige, dafl es in der Einhei-
tengruppe K* von K genau ein Element der Ordnung 1 und ein Element der Ordnung
2 gibt. Was geht fiir gerade Charakteristik schief?

(b) Zeige, dafl die folgenden Aussagen fiir eine ganze Zahl p dquivalent sind.
(1) Die Zahl p ist eine Primzahl.
(2) Der Ring Z, ist ein Korper.
(3) Die Zahl p teilt die Zahl ((p — 1)! +1).

Hinweis: Interpretiere bei (3) = (1) die Bedingung als Kongruenz modulo p und ver-
wende Teil (a).

Die Aquivalenz von (1) und (3) ist die Aussage des Satzes von Wilson.

Aufgabe H10 In dieser Aufgabe beweisen wir einen Satz aus der Zahlentheorie. Du kannst
die Resultate aus Aufgabe 9 zur Bearbeitung dieser Aufgabe als bewiesen annehmen.

(a) Zeige, daB fiir eine Primzahl p € Z mit p = 4 - k + 1 fiir ein k € Z folgende Aussage
gilt.
-1

p|(1+2%) mitz= (pT)'
Hinweis: Teilt p ein Produkt z-(2k+r), so auch x-(2k+r—4k—1) = (—=1)-z-(2k+1—7))
fir0 <r < 2k+1.
(b) Zeige, daB fiir eine Primzahl p € Z folgende Aussagen dquivalent sind.
(1) Esgilt p=4-k+ 1 fiir ein k € Z.
(2) Es gilt 2 # p = a® + b* fiir geeignete Zahlen a,b € Z

Freiwilliger Zusatz: Sind die dquivalenten Bedingungen fiir eine Primzahl p erfiillt, so
ist die Darstellung als Summe von Quadratzahlen bis auf Vorzeichen und Reihenfolge
von a, b eindeutig.

Hinweis: Fiir (1) = (2) rechne in O_y, fir (2) = (1) rechne in Zy.

IMit gleichen Bezeichnungen kannst Du den Beweis in [Jan], p.88f nachvollziehen.



