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3. Ubung

Aufgabe 13 In dieser Aufgabe wollen wir folgende Aussage beweisen:
Sei R ein kommutativer Ring, I ein Ideal in R und P, ..., P, Primideale in R, dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(1) ICPLUP,U...UP,.
(2) I CP; firenl<j<n.
Bevor wir diese Aussage beweisen, bereiten wir erst einige Hilfsmittel vor.

(a) Beweise folgenden Hilfssatz: Ist R ein kommutativer Ring, P C R ein Primideal und
sind aq, ..., a, Elemente aus R, dann folgt aus a; - as - ... - a, € P bereits, daf} fiir ein
1 < m < n das Element a,, schon in P liegt.

(b) Beweise die Implikation (1) = (2) fiir den Fall n = 2.
Nimm nun an, die Behauptung sei fiir alle ny < n wahr, (1) sei wahr und (2) sei falsch.
(c) Zeige, dal die Menge
c
L;:=INPN (UP,-)
i#]
nicht leer ist.

(d) Finde nun ein Element in I, was nicht in (J;_, P; liegen kann. Beweise damit die
Aussage.

Aufgabe 14 Sei R ein Ring und [ ein Ideal in R. Zeige, daf} es eine Bijektion zwischen
der Menge

J:={JCR, JistIdeal in R, I C J}
und der Menge aller Ideale in R/I via

J— J/I
gibt. Somit ist jedes Ideal in R/I von der Form J/I.

Aufgabe 15 Zeige, dafl fiir ein Ideal (0) # I C Z folgende Aussagen dquivalent sind.

(1) Das Ideal I ist ein maximales Ideal.
(2) Das Ideal I ist ein Primideal.

(3) Das Ideal I ist das von einer Primzahl erzeugte Hauptideal.



Aufgabe 16 Wir konstuieren ein Gegenbeispiel zu H6.
Betrachte S = 2 - Z, den Ring der geraden Zahlen, und den durch R := S x S definierten
Produktring.

(a) Zeige, daB die Abbildung

p:R—Zy p((r,y) =x+y
ein Ringhomomorphismus ist. Bestimme weiter den Kern von ¢.

(b) Zeige, dal ker(y) nicht von der Form I x J fur Ideale I, .J in S sein kann.

Aufgabe 17 Es sei R ein Integritdtsbereich und Hauptidealring. Zeige, dafl folgende Aus-
sagen fiir ein Ideal I C R, I # (0), dquivalent sind:

(a) Das Ideal I ist ein Primideal.

(b) Das Ideal I ist ein maximales Ideal.

Hausiibungen

Aufgabe H5 (Unterringe und Quotienten der ganzen Zahlen)

(a) Bestimme fiir eine positive Zahl m € N alle maximalen Ideale und alle Primideale des
Rings Z,,.

(b) Finde ein maximales Ideal [ in 2-7Z, dem Ring der geraden Zahlen, so dafl 2-7Z/I kein
Korper ist.

Aufgabe H6 (Ideale in Produkten) Esseien Ry, ..., R, Ringe mit Eins und I ein Ideal
in R:= Ry X Ry X ... x R,. Zeige, daf} es Ideale Iy C Ry, I C Rs,...,I, C R, gibt mit

1= xIyx..x1,.

Warum ist das kein Widerspruch zu Aufgabe 167



