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Algebra
2. Ubung

Aufgabe 7 Es sei R ein Ring. Zeige, dafl das Zentrum Z(R) ein Unterring von R ist. Ist
das Zentrum ein Ideal in R?

Aufgabe 8 Seien R, S Ringe mit Eins und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus.

(a) Zeige, daB folgende Aussagen dquivalent sind:
(1) Es gilt (1) = 1.
(2) Fiir jede Einheit u € R ist ¢(u) eine Einheit in S.
(3) Es gibt eine Einheit u € R, so daf ¢(u) eine Einheit in S ist.

(b) Erfiillt ¢ eine (und damit alle) Bedingungen aus (a), dann gilt o(u™!) = ¢(u)~! fiir
jede Einheit u € R.

(c) Ist ¢ ein surjektiver Ringhomomorphismus, so gilt ¢(1) = 1.

(d) Finde ein Beispiel von Ringen R, S mit Eins mit Ringhomomorphismus ¢ : R — S, so
daB o(1) # 1.

(e*) Was kannst Du allgemein iiber das Element (1) aussagen? (Hier solltest Du nicht
langer als 5 Minuten Zeit investieren...)

(f) Finde ein Beispiel von Ringen R, S mit Eins mit Ringhomomorphismus, welcher ein

nicht invertierbares Element auf eine Einheit abbildet.

Aufgabe 9 Es sei R ein Ring und a € R, dann ist
(a) die Menge I :={z € R: xza = 0} ein Linksideal und
(b) die Menge J := {z € R: ax = 0} ein Rechtsideal.

Aufgabe 10 Seien R und S Ringe und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Weiter sei
I ein Ideal in R, J ein Ideal in S und K := ker(y).

(a) Zeige, daBl p~!(J) C R ein Unterring von R ist, welcher K enthélt. Ist ¢~1(J) ein
Ideal in R?

(b) Zeige, dal (1) C S kein Ideal zu sein braucht. Ist ¢(I) ein Ideal in S, wenn ¢ injektiv
ist? Ist ¢(I) ein Ideal in S, wenn ¢ surjektiv ist?

(c) Ist K C I, ¢ surjektiv und I ein Primideal in R, dann ist ¢(I) ein Primideal in S.
Aufgabe 11 Sei K ein Korper, R ein Divisionsring und n > 1 eine natiirliche Zahl.

(a) Zeige, dafl das Zentrum von Ms(K) genau aus den Vielfachen der Einheitsmatrix
besteht.



(b) Zeige, daB Zentrum von M,,(K) besteht ebenfalls nur aus skalaren Vielfachen der Ein-
heitsmatrix.

(c) Was kannst Du iiber das Zentrum von M, (R) sagen?
(d) Zeige, daBl M,,(R) keine echten Ideale besitzt.

(e) Folgere, dal P := (0) ein Primideal in M, (R) ist.

(f)

f) Zeige, dafl nicht gilt
a-beP=a€ PoderbeP.

(g) Gibt es echte Links- oder Rechtsideale in M,,(R)?

Aufgabe 12 (Ringe stetiger Funktionen) Fiir eine kompakte Teilmenge! der reellen
Zahlen 2 C R bezeichnen wir mit C(2) die stetigen Funktionen auf € mit Werten in C.
Es seien € und €2, zwei Kompakta in R und es sei R := C(21) und S := C(€22). Weiter sei
@ : Qg — €2y eine stetige Abbildung.

(a) Was sind die Einheiten von R?

(b) Zeige, dafl R und S bzgl. komponentenweiser Addition und Multiplikation kommuta-
tive Ringe mit Eins sind, und daf} iiber die Vorschrift

R>f— fopelf

ein einserhaltender Ringhomomorphismus ¢, : R — S definiert ist. Beachte hierbei
die umgekehrte Reihenfolge der beteiligten Objekte.

(c) Zeige, dafl die Identitét id : ©; — € die Identitdt auf R induziert.
(d) Zeige, dal der Ringhomomorphismus ¢, injektiv ist, wenn ¢ surjektiv ist.

(e) Charakterisiere die Ideale von R, welche als Kerne von Homomorphismen obiger Form
auftreten.

(f) Welche unter den Idealen aus (d) sind Primideale von R?

Die folgenden Teilaufgaben sind nicht fiir eine Algebra Priifung priifungsrele-
vant.

Falls Du Dich fiir Funktionalanalysis interessierst, kénntest Du folgende Vertréaglichkeiten
von Topologie und Algebra interessant finden:

(g*) Zeige, daBl R mit der Supremumsnorm einen Banachraum bildet und dafi die Multi-
plikation in beiden Variablen gleichzeitig stetig ist. Solche Objekte heilen Banachal-
gebren.

(h*) Zeige, daB8 die Abbildung R > f — f* € R, wobei f*(x) := f(z), eine stetige Involution
auf R ist. Somit ist R nicht nur eine Banachalgebra, sondern sogar eine Banach*-
Algebra.

(i*) Zeige, dafl die C*-Eigenschaft gilt, also || f||2, = ||/* [« fiir alle f € R erfiillt ist. Eine
Banach*-Algebra, welche diese Eigenschaft erfiillt, heifit C*-Algebra.

(j*) Zeige, dafBl der Kern von ¢ sogar ein abgeschlossenes Ideal bildet, welches unter der
Involution invariant ist.

(k**) Es gibt in den stetigen beschrénkten Funktionen auf R Ideale, die nicht aus Funktionen
bestehen, die an einer Stelle eine Nullstelle haben miissen. Hier spiiren wir, daf die
Kompaktheit als Vorraussetzung starke Auswirkungen hat.

L Alle Aussagen bleiben wahr, wenn man beliebige kompakte Hausdorffraume betrachtet.



Aufgabe 13 In dieser Aufgabe wollen wir folgende Aussage beweisen:
Sei R ein kommutativer Ring, I ein Ideal in R und P, ..., P, Primideale in R, dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(1) IC P UPU...UP,.
(2) I C P firenl<j<n.
Bevor wir diese Aussage beweisen, bereiten wir erst einige Hilfsmittel vor.

(a) Beweise folgenden Hilfssatz: Ist R ein kommutativer Ring, P C R ein Primideal und
sind aq, ..., a, Elemente aus R, dann folgt aus a; - as - ... - a, € P bereits, daf fiir ein
1 < m < n das Element a,, schon in P liegt.

(b) Beweise die Implikation (1) = (2) fiir den Fall n = 2.
Nimm nun an, die Behauptung sei fiir alle ny < n wahr, (1) sei wahr und (2) sei falsch.
(c) Zeige, dal die Menge
c
@:Imﬂm(UB)
i#]
nicht leer ist.

(d) Finde nun ein Element in I, was nicht in (J;_, P; liegen kann. Beweise damit die
Aussage.



Hausiibungen

Aufgabe H3 (Beispiele fiir Ideale) Es sei R ein kommutativer Ring und J C R ein
Ideal in R.

(a) Zeige, dafl die Menge N := {z € R : x ist nilpotent in R} ein Unterring von R ist. Ist
N auch ein Ideal in R?

(b) Zeige, dafl die Menge
RadJ := {z € R: Es gibt eine natiirliche Zahl n € N — {0}, mit 2" € J}
ein Ideal in R bildet. Dieses heifit das Radikal von J.

Aufgabe H4 (Beispiele fiir Hauptidealringe)
(a) Zeige, dafl Z ein Hauptidealring ist.
Hinweis: Es kann niitzlich sein, Division mit Rest anzuwenden.

(b) Zeige: Das Bild eines Hauptidealrings unter einem Ringhomomorphismus ist wieder
ein Hauptidealring

(c) Folgere: Fiir jede natiirliche Zahl m mit m > 1 ist der Quotientenring Z,, := Z/(m-Z)
ein Hauptidealring.



