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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Primal & dual)

Seien A, B, C, D Matrizen und a, b, c,d Vektoren von geeigneter Dimension. Betrachten Sie ein primales Problem (P) und
ein duales Problem (D) der Form

min a’x+bTy max clu+dfv
st. Ax+Cy>c st. ATu+BTv<a
(P) Bx+Dy=d (D) CTu+DTv=0»b
x=0 u=>0.

(a) Zeigen Sie, dass das duale Problem von (D) (P) ist.

(b) Formulieren und beweisen Sie den schwachen Dualititssatz fiir (P) und (D).
Aufgabe G2 (Schwache Dualitdt & komplementérer Schlupf)

(a) Was ist an der folgenden Argumentation falsch? Geben Sie fiir jede Abschidtzung an, ob und warum sie richtig oder
falsch ist.

Es gilt (durch Anwendung von schwacher Dualitdt bzw. einfacher Abschdtzungen):

max{c’x :Ax < b,x >0} <min{y’b: y"A>c",y >0} €Y
<max{y'b:y"A>c",y >0} 2)
<min{cTx :Ax > b,x <0} 3)
<max{cTx:Ax > b,x <0} @
<min{y"b:yTA<cT,y <0} (5)
<max{y’b:y’A<c",y <0} 6)
<min{cTx : Ax < b,x > 0} (@2
<max{cTx:Ax < b,x > 0}. (8)

Also gilt iiberall Gleichheit, insbesondere zwischen den letzten beiden Zeilen, und es macht keinen Unterschied, ob man
maximiert oder minimiert.

Untersuchen Sie anschlief3end die Giiltigkeit der Abschitzungen an folgenden Problemen:

(P;) max x;+x,
st. x;+x,;<1
X1,X5 20

und




(P,) max x; + X

s.t. X < 0

Xy < 0

X1,Xy = 0.

(b) Gegeben sei das folgende lineare Problem
max 7x; + 6x, + 5x3 — 2x; + 3x5

s.t. x; + 3xy9 + 5x3 — 2x4 + 2x5 < 4
) 4x; + 2x93 — 2x3 + x4 + x5 < 3
2x;, + 4x, + 4x3 — 2x4 + 5x5 < 5
3x;, + xy + 2x3 — x4 — 2x5 < 1
X1,...,X5 = 0

Formulieren Sie das duale Problem zu (P) und priifen Sie mit Hilfe des Satzes vom komplementédren Schlupf, ob
x = (0, §, %, g, 0)T eine Optimallésung von (P) ist.

Aufgabe G3 (KKT-Bedingungen)

Betrachten Sie die folgenden zueinander dualen Probleme:

T
. max —b
min c¢’x Y

P) (D) st. ATy = —¢
st. Ax<b y>0
und die beiden Kegel
H(x)= Cone(AZq({x}),) = Z kiAZ | A; >0 fiir alle i € eq({x}) ¢,
iceq({x})
fg(x) = {r eRrR" |Aeq({x}),r < 0} .

(a) Veranschaulichen Sie die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen (Satz 4.12) anhand einer Skizze. Zeichnen Sie dazu
ein zweidimensionales Polyeder, wéhlen Sie eine Ecke q und einen inneren Punkt p einer Kante und skizzieren Sie
jeweils die Kegel A4 und Z. Fiir welche c ist ¢ beziehungsweise p eine Optimall6sung?

(b) Formulieren Sie die KKT-Bedingungen unter Verwendung von A4 (x).

Hausiibung

Aufgabe H1 (Lineare Programme)
(A) Betrachten Sie das Polyeder & := {x € R" : a/ x < b;,i = 1,...,m}. In & soll eine méglichst groRe Kugel 8 mit
Mittelpunkt x, € # eingeschrieben werden, d.h.

B ={xc+uull, <r}

Formulieren Sie diese Problemstellung als lineares Problem in x, und r.
(B) Sei A€ R™™ nichtsinguldr und b, c € R™. Betrachten Sie das LP

min c¢’x
s.t. Ax<b

und zeigen Sie, dass fiir den Optimalwert p* gilt:

. [ c"AT'p fallsATc <0
L S sonst.

(C) Seien c,f,u € R™ und sei £ < u. Geben Sie eine explizite Losung fiir folgendes LP an:

min c¢’x
s.it. L<x<u.




Aufgabe H2 (Komplementérer Schlupf)
Seien P = P(A, b) ein Polyeder und F = {x € P|cTx = y} eine nicht-leere Seitenfliche von P. Beweisen Sie: dann gilt

eqF)={ieM|u>0,u; >0:u"A=c",u"b=1y}.

Losungshinweis: Betrachten Sie das lineare Programm max{c’ x |Ax < b}. Dann ist F die Menge der Optimalldsungen
von diesem LP. Verwenden Sie die Sédtze vom komplementaren Schlupf.

Aufgabe H3 (Komplementérer Schlupf)
Gegeben sei das lineare Programm (P):

min X1 —2Xx,
s.t. X1+ 2x3 >1 (P1)
—X5 >-2 (P2)
—X,+x,+2x3 >0 (P3)
2x] — X3 >1 (P4)
—X3 > 0. (P5)

(a) Bestimmen Sie das dazugehorige duale lineare Programm (D).

(b) Losen Sie (P) und (D) und verwenden Sie dazu ausschlieBlich die Bedingungen des komplementéren Schlupfes.
Tipp: Achten Sie auf die Nichtnegativitatsbedingungen!

(c) Gegeben seien

(LP) min c¢Tx und (DLP) max —bTy
st. Ax<b st. ATx=—c
y=0
-1 0 0
. 0o -1 0 1 . .. . .. . L
mit A= 1 -1l b= 1 und ¢ = (1) Finden Sie eine Optimallésung X, y, in der die Aquivalenzen des
1 1 3

Satzes vom starken komplementiren Schlupf gelten, und eine Optimallosung %,y in der die Aquivalenzen nicht
gelten. Begriinden Sie Thre Wahl.




