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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Optimallésungen)
Betrachten Sie das lineare Optimierungsproblem max{c’ x | x € 2 (A, b)} mit

-4 1 3
-2 -1 -3
A= -1 -2’ b= -3
1 —4 3

Fiir welche Vektoren ¢ € R? hat das lineare Problem
(a) genau eine Optimallosung,
(b) unendlich viele Optimallésungen,
(c) keine Optimallosung?
Geben Sie eine Ungleichung a’x < a (mit a € R", a € R) an, sodass das lineare Problem
max{cTx |Ax < b,a"x < a}
fiir jedes ¢ € R? mindestens eine Optimallésung hat.

Aufgabe G2 (Farkas-Lemma)
Beweisen Sie: Seien A € R™", b € R™. Dann hat genau eines der beiden folgenden Systeme eine Losung:

. yTA = 0
Ax<b \/ y >0
yI'b < 0.

Aufgabe G3 (Transformation & Modellierung)
(a) Lasst sich das folgende Optimierungsproblem als LP formulieren? Wenn ja, geben Sie eine solche Formulierung an.
Wenn nicht, begriinden Sie dies.
min max{xy, Xy, X3}
X3 —X4— 2

s.t. — < 4
x1+xy+1
[x1+x54+x4 < 9
|X2 + X3 + X4| S 9
max{xy,x,} < minfx,x;}
xlaXZ:XS’X4 Z 0

(b) Aus zwei Steinbriichen S; und S, mit den Vorrédten (in Tonnen) s; = 4,s, = 23 ist Schotter auf insgesamt drei
Baustellen B, B,, B; zu transportieren. Die Bedarfsmeldungen sind b; = 12, b, = 5, b; = 6. Die Transportkosten
(pro Tonne) sind wie folgt aufgeschliisselt:

| B1 | B | B
s, 125 [13
S, 1116 |17
(a) Geben Sie ein Modell zur Bestimmung eines Transportplans mit minimalen Kosten an.
(b) Bestimmen Sie das zugehorige Dualproblem.




Hausiibung

Aufgabe H1 (Unbeschrénktheit & Zuldssige Richtungen)
(a) Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Aussage: Seien c € R", A€ R™", b € R™. Ist ein lineares Programm
der Form max{c”x | Ax = b, x > 0} unbeschrénkt, dann gibt es einen Index k, sodass das Problem max{c,x; | Ax =
b, x > 0} unbeschrankt ist.
Gilt die Umkehrung dieser Aussage? (D.h. ist das LP max{c’ x | Ax = b, x > 0} beschrinkt, dann ist auch max{ckT X |
Ax = b, x > 0} fiir alle k beschrinkt.) Beweisen oder widerlegen Sie.

(b) Beweisen oder widerlegen Sie den folgenden Satz:
X ist genau dann Optimalldsung von

max clx
st. Ax=b (@Y)
x =0,
AeR™", beR™ wenn gilt:
Ax=b
x>0 2
cTs<0Vse (k) :={s:As=0, S{1,...nP\supp() = 0}.

Aufgabe H2 (Farkas-Lemma)
(a) Seien A, b, I dimensionsvertraglich.
Zeigen Sie, dass folgende Bedingung dquivalent zum Farkas Lemma (Satz 4.5) ist.

a\ (b .
pl-al.|-b]||#0 V p((‘b‘f),(_ol))#@.
-1, 0

Geben Sie jeweils analog eine polyedrische Formulierung (P(A, b) # 0 \/ P(A, b) # 0) der folgenden Versionen
des Farkas Lemmas an:
i. esexistierteinx >0mitAx <b \/  esexistierteiny >0 mity’A>0", y"b<0
ii. es existiert ein x mitAx = b \/ es existiert ein y mit yTA=07, yTb <0
iii. es existiert ein x mit Ax < b \/ es existiert ein y > 0 mit yTA=07, yTb <0
(b) Beweisen Sie: Fiir dimensionsvertragliche Matrizen A, B, C und D sowie Vektoren a, b,u und v hat genau eines der
beiden folgenden Systeme eine Losung:

T T

uA 4+ v = 0

Ax + B_y S a . uTB + VTD — 0

Cx 4+ Dy = b \/ " > 0
> >

X z 0 ula + b < 0.

Aufgabe H3 (Transformation & Modellierung)

(a) In praktischen Anwendungen sind Problemdaten oft nicht exakt bekannt, sondern nur mit einer gewissen Fehlerto-
leranz. Betrachten wir dies am Beispiel der Nebenbedingungsmatrix A eines linearen Problems: Fiir die Komponen-
ten von A seien obere und untere Schranken bekannt, d.h. es sind B und V gegeben, sodass

A€ o = {AeRmX” | B;j —V;j <A;; <B;+V;firallei=1,...,mund j = 1,...,n}.
Es soll nun eine Optimallésung gefunden werden, die fiir jede Nebenbedingungsmatrix A € . zulissig ist, d.h. es
wird das Optimierungsproblem

min c¢Tx

st. Ax<b firalleAe .«.

betrachtet.
Formulieren Sie dies als lineares Programm.




(b) In einem Unternehmen mit Kuppelproduktion werden aus den Rohstoffen R;, i =1, 2,3, die Zwischenprodukte Z;,
j = 1,2 hergestellt und daraus die Fertigprodukte P, k = 1,2 angefertigt. Die Fertigungsstruktur ist in nachste-
henden Inputmatrizen beschrieben (zur Herstellung einer ME von P; werden 0 ME von Z;, 1 ME von Z, und 2 ME
von Z; bendtigt; analog sind die iibrigen Matrixeintrage zu interpretieren). Die Verkaufspreise fiir die Fertigpro-
dukte, die Einkaufspreise fiir die Rohstoffe sowie die Mengenbegrenzungen fiir die Rohstoffe (in dem betrachteten
Planungszeitraum von einem Monat) sind in folgender Tabelle angegeben:

Produkt | Ein- bzw. Verkaufspreis (GE/ME) | Maximale Einkaufsmenge (ME)
P, 38 -
P, 71 -
R, 3 50
R, 1 55
R, 2 35
'z, z, z, |Ri Ry, Ry

Z, |1 6 2
Z, 2 1 2

P00 1 2
P13 1 1

Welche Mengen von P; und P, sollen in dem genannten Planungszeitraum hergestellt werden, damit die Summe
der Deckungsbeitrdge maximiert wird?

i. Formulieren Sie ein mathematisches Modell

ii. Geben Sie das duale Problem an.




