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Gruppentibung

Aufgabe G45 (Beschrankte und unbeschrankte Operatoren)
(a) Sei.”Z ein unendlich-dimesionaler Hilbertraum. Finden Sie einen unbeschriankten linearen
Operator, der auf ganz 7 definiert ist.

(b) Essei(qa;;), i,j €N, eine hermitesche Matrix, sodass der Operator A mit

(Af)() =Y a;f(j) (€N)

j=1
jedes f € £?(N) auf ein Af € £?(N) abbildet. Zeigen Sie, dass A stetig ist.

Aufgabe G46 (Der Dual von £*(N) ist nicht isomorph zu ¢!(N): Ein anderer Beweis)
Sei ¢(N) := {(x,)nen € C : lim,_,, x,, existiert} der Raum aller konvergenten Folgen.

(a) Zeigen Sie: Es existiert eine lineares Funktional ¢ : £*°(N) — C mit p((x,)ey) = lim x,
n—o0
fir alle (x,) ey € c(N).

o0

(b) Zeigen Sie, dass keine Folge s = (s,)nen € £1(N) existiert, so dass p(t) = D.._, s,t, ist, fir
alle t = (t,)pey € L°(N).

Aufgabe G47 (Ein lineares Funktional kann viele Fortsetzungen besitzen)

Sei (E,|| - D) :=(C% |l 1l), M:={(3):2€C}<C?und f : M >())— 2z € C. Dann ist f ein
lineares Funktional auf M mit || f ||= 1.

Bestimmen Sie alle Fortsetzungen F : E — C von f mit || F ||= 1.

Aufgabe G48 (Dualitdt von L? und L1 fiir beliebige Maf3raume)

Sei 1 < p < oo und sei g konjugiert zu p. Aus der Vorlesung wissen wir, dass (LP(,u))/ fiir
o-endliche Mallrdume (£, X, u) isometrisch isomorph zu L9(u) ist. Fiir p > 1 ist dies auch fiir
beliebige (nicht notwendig o-endliche) Maf3e giiltig.

Zeigen Sie, dass obige Aussage fiir p = 1 im Allgemeinen falsch ist, d.h. fiir beliebige Male v
muss (L'(v))’ nicht isometrisch isomorph zu L®(v) sein.

Hinweis: Betrachten Sie auf Q := [0,1] die o-Algebra aller Teilmengen, die selbst oder deren
Komplemente héchstens abzihlbar sind, das ZahlmaR v und das Funktional 2 : L}(v) — C,

W)= f) F(Otdv(e).




Aufgabe G49 (Nach unten beschrinkte Operatoren)
Zeigen Sie: Seien E, F Banachrdume. Fiir A: E — F stetig sind dquivalent:

(i) Es gibt eine Konstante C > 0 sodass ||Ax|| > C||x|| ist fir alle x € E.
(ii) Aist injektiv und das Bild A(E) C F ist abgeschlossen.

Hausiibung

Aufgabe H29 (Der Dual von ¢ und ¢7) (1 Punkt)

(@) Sei (co(N), | - |lo) der Raum aller Nullfolgen. Zeigen Sie, dass £!(N) isomorph zum Dual
von ¢y(N) ist. Zeigen Sie hierfiir, dass die Abbildung

o0
i: el(N) - (CO)/ 5 (l(S))(t) = antn mit s = (Sn)nGN € el(N); t = (tn)nEN € CO(N)
n=1
ein isometrischer Isomorphismus ist, wobei (¢,)’ den Dual von c,(N) bezeichnet.
(b) Zeigen Sie: Fiir 1 < p < oo ist der Dual von £?(N) isomorph zu £4(N) mit %—I— é =1 und der
Konvention 0 = é

Aufgabe H30 (Positive lineare Funktionale sind stetig) (1 Punkt)
Sei X ein lokal-kompakter Raum, Cy(X) die stetigen Funktionen, die im unendlichen ver-
schwinden, d.h. fiir f € Cy(X) ist {x eX : |f(x)| > e} fiir jedes ¢ > 0 kompakt, und sei
¢ : (Co(X), |l llso) — C ein positives lineares Funktional.

(a) Warum ist ¢ genau dann beschrankt, wenn ¢ auf den positiven Funktionen beschrankt ist?

(b) Zeigen Sie, dass ¢ stetig ist. (Hinweis: Nehmen Sie an, dass ¢ nicht stetig ist und betrachten
Sie ZZ’;O 27"f, fiir eine geeignete Folge (f,,) en € Co(X).)

Aufgabe H31 (Isometrische Einbettungen in die Dualrdume von L' und L®) (1 Punkt)
Seien 1 < p,q < oo konjugiert und fiir g € LY(Q, %, u) sei

cpg:Lp—>(C:f'—>Jfg.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung L! — (L®Y, g — ¢ ¢ eine isometrische Einbettung ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung L* — (L'), g — ¢, eine isometrische Einbettung ist, falls
u ein o-endliches Malf3 ist.




