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Gruppeniibung

Aufgabe G22 (Schwache Ableitungen)

Sei D:={f eC™®([-1,1]): f(-1)=0=f(1)} € L*([-1,1]).

(a) Sind die Funktionen fi, f, € L2([—1,1]) mit f;(x) := |x| und f, := X107 schwach diffe-
renzierbar, d.h. existiert g; € L2([—1,1]), so dass —(f;, ¢’) = (g;, ¢) fiir alle ¢ € D gilt?
Bestimmen Sie ggf. die schwache Ableitung von f;.

(b) Zeigen Sie, dass fiir f € L2([—1,1]) dquivalent sind:

(i) f ist schwach differenzierbar,
(ii) f ist das unbestimmte Integral einer Funktion g € L?([—1,1]), d.h. fiir fast alle
x e[—1,1] gilt:

X

f(x) =f(—1)+f g(t)dt.
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Aufgabe G23 (Lax-Milgram 1)

Sei (E, || - ||g) ein Banachraum, (F, || -||z) ein normierter Raum und A : E — F eine stetige lineare
Abbildung. Ferner gebe es eine Konstante ¢ > 0, sodass ||Ax||z > c||x|| ist fiir alle x € E. Zeigen
Sie, dass A injektiv ist und dass das Bild ranA von A abgeschlossen ist.

Aufgabe G24 (Lax-Milgram 2)

Sei s Hilbertraum, B : 5 X s# — ¢ eine beschrinkte koerzitive Sesquilinearform und
¢ : #— C ein stetiges lineares Funktional. Zeigen Sie: Es existiert z € ./ mit ¢(x) = B(z, x)
fiir alle x € 7

Aufgabe G25 (Rang-1-Operatoren)
(a) Sei ./ ein Hilbertraum, x, y € 7 und T, , der Operator J# > z — (3, y)x € J¢. Berechnen
Sie die Adjungierte dieses Operators.

(b) Fiir welche Wahlen von x,y € 5 ist T, , positiv, hermitesch, eine orthogonale Projektion,
eine partielle Isometrie?

(c) (i) Sei T € L(¢) mit dim(ran T) = 1. Zeigen Sie: Es existieren x,y € # mit T =T, ,,.
(ii) Sei nun T € L(s) mit dim(ranT) < oo. Zeigen Sie, dass n € N und Xxi,...,X,,

Yir--» Yo € A existieren mit T =3 T, ..




Anmerkung: T, , bezeichnet man auch als Rang-1-Operator. In der Quantenmechanik schreibt
man dafiir oft |x)(y]|.

Aufgabe G26 (Adjungierte)
Sei s#=L1%([0,1]), K : [0,1] x [0,1] — C stetig und
1

Tx : H— A (Tgf)(x):= J K(x,y)f (y)dy.

0
Zeigen Sie: Ist K*(x,y) :=K(y, x), dann ist (Tx )" = Tk=.

Hausiibung

Aufgabe H16 (Ein ziemlich singuldres Maf3) (1 Punkt)
Auf dem Intervall [0,1] sei A das Lebesgue-Maf und C € [0,1] sei die Cantor-Menge. Zur
Erinnerung: Es gilt A(C)=0und C =[0,1] \ S mit
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S_]§’§[U]§’5[U]__[U]27 27[ 27 27[U]27’§

(a) Sei eine Funktion 7 auf S definiert durch

T(x)zlfijrxe]lg T(x)zlfiirxe]lg T(x)zgfijrxe]2§
T(x)——furx€]217 227[ T(x)——furx€]27 27 T(x)——furxe];(; 3‘;[
T(x)—%furxe]g,g , T(x)— furxe]81 5L, etc

Machen Sie sich klar: T besitzt eine elndeutlge Fortsetzung zu einer stetigen (Verteilungs-)
Funktion 7 auf [0, 1] (Sie brauchen den Beweis nicht im einzelnen ausarbeiten). 7 ist auf
S differenzierbar und hat dort die Ableitung O.

(b) Zeigen Sie: Das zu 7 gehorige Mal$ u., ist singular beziiglich A.
Zur Erinnerung: Das Malf$ u.. ist auf der Borel-o-Algebra von [0, 1] definiert durch

u-([a,b]) = p.(Ja, b[) = 7(b) — 7(a) .

(c) Zusatz: Zeigen Sie, dass C iiberabzihlbar ist.
Hinweis: Charakterisieren Sie die Punkte x € C durch ihre triadische Entwicklung.

Aufgabe H17 (Ausgleichsrechnung) (1 Punkt)
Seien 7, # Hilbertdume, A : #— % eine beschrankte lineare Abbildung mit abgeschlossenem
Bild, und sei b € . ein vorgegebener Vektor. Zeigen Sie, dass fiir x € J# dquivalent sind:

(a) Fiir alle z € 7 ist ||Ax — b|| < ||Az — b]|.

(b) Esist A*Ax = A*b.

Warum existiert ein solches x € 77, wann ist es eindeutig?

Aufgabe H18 (Riesz-Fréchet) (1 Punkt)

Sei 0 # a € R eine Konstante. Fiir jedes f € C([0, 1]) sei ® die Losung der Differentialgleichung

YO +ay(®)=f(t), y(0)=0

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ : C([0,1],||-|l,) = R : f — fol ®,(t)dt ein stetiges
lineares Funktional ist.

(b) Bestimmen Sie eine Funktion g € L2([0,1]), so dass ¢(f) = (f, g) ist.




