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Gruppeniibung

Aufgabe G14 (Eine Ungleichung)
Sei M, (C) der Vektorraum der komplexen n x n-Matrizen und tr : M,(C) — C die Spur auf
M, (C). Zeigen Sie, dass fiir alle A,B € M,(C) gilt:

|r(B*A)|” < w(A*A) w(B*B).

Hinweis: An welche Ungleichung aus der Vorlesung erinnert Sie das?

Aufgabe G15 (Hilbertraumnorm)
Sei (|| - ||) ein Pra-Hilbertraum.

(a) Zeigen Sie: Fiir x,y € #mit ||x|]| =||y]| =1 und x # y ist ||%x + %y” <1.

(b) Interpretieren Sie die Aussage aus (a) geometrisch: Wie sieht die Einheitskugel von (7] ||-||)
aus?

(c) Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass die Normen || - ||; und || - ||, auf C" nicht von einem
Skalarprodukt erzeugt werden.

Aufgabe G16 (Projektionen und stop-Konvergenz)
Sei #:= L*(R, A) und fiir n € N sei y[_, ,; die charakteristische Funktion von [—n,n] und

P,: H— fHX[—n,n]'f'

(a) Fir n € Nsei %, := {f € #: f(x)=0 fir x € R\ [—n,n] fast iberall}. Zeigen Sie, dass
jedes .#; ein abgeschlossener Teilraum ist.

(b) Zeigen Sie, dass P, die orthogonale Projektion von J#auf .%#,, ist fiir n € N.

(c) Zeigen Sie, dass stop-limP, =1 gilt.
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Aufgabe G17 (Keine Hilbertraumnorm)
Zeigen Sie: Fir 1 <p < oo, p # 2, ist || - ||, auf C" keine Hilbertraum-Norm, d.h., keine Norm,
die von einem Skalarprodukt kommt. (Warum reicht es, das fiir n = 2 zu {iberpriifen?)




Hauslibung

Aufgabe H11 (GrofRe Einheitskugeln) (1 Punkt)
(a) Finden Sie in den Einheitskugeln von (C([0, 1]), ||-[|s), und von (LP([0,1]), ||-|[,) konkrete
Beispiele von Folgen, die keine konvergente Teilfolge enthalten.

(b) Auf £*°(N) betrachten wir ||x|[|, := limsup, |x,| fir x = (x,),en € £>(N).

(i) Zeigen Sie: || - ||, ist eine Halbnorm auf £*°(N) und es ist ||x||, = 0 genau dann, wenn
x € ¢p(N).

(ii) Zeigen Sie, dass ||x||o = [|[x]|lo, wobei || - ||y die Quotientennorm auf {*°(N)/cy(N)
bezeichnet.

(c) Bestimmen Sie eine iiberabzédhlbare Teilmenge M der abgeschlossenen Einheitskugel von
(L*(N)/co(N), || - |lp) mit der Eigenschaft, dass ||x — y||o =1 fiir x,y € M, x # y ist.
Hinweis: Betrachten Sie Null-Eins-Folgen. Wann sind zwei Null-Eins-Folgen in derselben
Aquivalenzklasse?

Aufgabe H12 (Skalarprodukt auf Quotienten) (1 Punkt)
Sei V ein Vektorraum mit Semi-Skalarprodukt <, > undsei N :={x €V : <x,x>=0}.
Zeigen Sie: Auf dem Quotientenraum V /N ist <[x],[y]> := <x,y > ein wohldefiniertes
Skalarprodukt. (Formulieren Sie Ihre Losung besonders sorgfaltig!)

Aufgabe H13 (Summen abgeschlossene Teilraume und Orthogonalitét) (1 Punkt)
Sei s¢ein Hilbertraum und M, N zwei abgeschlossene Teilriume von .77

(@) SeiM L N, d.h. (x,y) =0 fiir alle x € M und y € N. Zeigen Sie, dass die Menge M + N :=
{x+y : x €M,y e N} abgeschlossen ist.

(b) Sei M L N und M + N = # Beweisen Sie, dass N = M~ ist.
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(c) Sei A C #eine beliebige Teilmenge. Zeigen Sie, dass A* = span(A) ~ ist, wobei span(A) den
linearen Spann / die lineare Hiille von A bezeichnet.




