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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Zum Warmwerden: Abhéngigkeit des Linearisierungskegels von der Darstellung)
Es sei die Menge M C R? gegeben durch M = {(xl, x,)T €R?:x, = O}. Diese kann man mit h(x) = x, und h(x) = x
jeweils darstellen durch

Mz{erRZ:h(x)zO}z{xEIR{2 :fl(x)zo}.
Berechnen Sie T;(h, x), T;(h,x) und T(M, x). Welche der Mengen sind gleich, welche nicht? Welche Inklusionen gelten
dann?

Aufgabe G2 (Tangentialkegel)
In dieser Aufgabe untersuchen wir die Definition des Tangentialkegels einer Menge M im Punkt x € M, d.h.

T(M,x):= {d €R":3(tp) cRY, (x*) c M : lim t, =0, lim x* = x, lim (x* — x)/t, = d},
k—00 k—00 k—00
genauer.

(a) Seieine Menge M C R" mit nichtleerem Inneren M gegeben (sei z.B. M selbst offen). Zeigen Sie, dass T(M, x) = R"
fiir alle x € M gilt. Was ergibt sich mit dem Satz iiber notwendige Optimalitdtsbedingungen {iber den Tangential-
kegel (Satz 16.3 im Buch)? Wie steht es mit Constraint Qualifications in x € M?

(b) Zeigen Sie, dass sich der Tangentialkegel dquivalent als
T(M, x) = {d ER":3(t) CRY, (@) CR: lim 6, =0, lim d* =d, x + t,d" € M}
—00 —00

schreiben 1asst.
(c) Zeigen Sie, dass sich der Tangentialkegel dquivalent als

TM,x):={deR*:da>0:x+ad € M}
schreiben lisst, wenn M konvex ist (hier ist X der Abschluss von X).

(d) Schliefdlich rechtfertigen wir noch den Begriff Tangentialkegel. Zeigen Sie dazu, dass der Tangentialkegel nochmals
dquivalent durch

T(M,x):= {d eR":30>0,(t,) CR": klim ty,=0,r,:(—0,0)— R",klim re(te)/te =0, x + tp d + 1 (t,) € M}
—00 —00

gegeben ist. In diesem Sinne liegt d € T(M, x) also im Tangentialraum von M in x.

(e) Wer sich ein wenig mit Differentialgeometrie auskennt oder interessiert ist: Zeigen Sie unter passenden Annahmen
an M (die miissen nicht konkret sein), dass der Tangentialraum von M in x auch Teilmenge von T(M, x) ist.

Aufgabe G3 (Kugelei)
Sei K = B,(0) C R" eine abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius r > 0. Wir umschreiben x € K
durch c(x) < 0 mit c(x) = xTx — r2. Zeigen Sie, dass dann gilt:

T,(c,x) = T(K, x). €Y

Hinweis: Benutzen Sie, dass das Problem invariant unter linearen Transformationen, inbesondere also Skalierungen und
Rotationen, ist. Es ist also ausreichend, (1) fiir die Einheitskugel B;(0) und einen freundlichen Punkt x € B;(0) zu
zeigen. Zudem kann man das Koordinatensystem so drehen, dass ein gegebener Tangentialvektor an die Kugel zu einem
beliebigen Einheitsvektor wird.




Hausiibung

Aufgabe H1 (Tangential- und Linearisierungskegel) (6 Punkte)
Betrachten Sie das Minimierungsproblem

I‘l’lil’l —Xl S.t. X2 - (1 - X1)3 S 0, _Xl S O, _XZ S O. (1)
x€R2

(a) Ermitteln Sie die Losung x von (1) graphisch.
(b) Bestimmen Sie den Tangentialkegel T(M, x) und den Linearisierungskegel T;(c, x) fiir X = (1,0) und den Zulassig-
keitsbereich M. Zeigen Sie, dass keine Constraint Qualification in X = (1,0) gelten kann.

(c) Geben Sie zwei (unabhéngige) lineare Nebenbedingungen an, sodass das Hinzufiigen jeweils einer dieser Bedin-
gungen zu (1) bewirkt, dass im Punkt x = (1,0) die Abadie Constraint Qualification (ACQ) erfiillt ist, die zuléssige
Menge jedoch unveradndert bleibt.

Aufgabe H2 (Linearisierung) (6 Punkte)
Seien g : R" — R™ und h : R" — R? jeweils affin-linear, f : R" — R konvex. Wir betrachten das nichtlineare Optimie-
rungsproblem

m]iRnf(x) sit. g(x)<0, h(x)=0. (NLP)
x€R"
Zeigen Sie:
(a) Esgilt T(M,x) = T,(c,h,x) fiir alle x € M, wobei M = {x € R" : g(x) <0, h(x) = 0} die zuldssige Menge fiir (NLP)
ist.

(b) Ein Punkt x ist genau dann Optimallésung von (NLP), wenn er Optimallosung des in X linearisierten Problems
m]%nf(fc) +VF () (x—x) st g(x)+Vgx) (x—x)<0, h(x)+ Vh(x)"(x—-x)=0. (LNLB %)
x€RM

ist.

Aufgabe H3 (Tangential- und Linearisierungskegel) (3 Punkte)
Betrachten Sie die Funktionen c,h : R? — R, gegeben durch

3ein 1 )
xysin| =) —xy x;#0
c(x)=xTx—1 und h(xy,x,)={""! ("1 2 X7
—Xy x; =0,
sowie die Menge M C R?, gegeben durch

M = {x € R?: c(x) < 0,h(x) =0}.

Bestimmen Sie Tangential- und Linearisierungskegel von M mit der gegebenen Beschreibung im Punkt 0. Gilt (ACQ)?




