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Gruppenübung

Aufgabe G1 (Zum Warmwerden: Exakte Schrittweitensuche und Armijo-Bedingung)
Sei f (x) = 1

2
x T C x + cT x mit c ∈ Rn und C ∈ Rn×n symmetrisch positiv definit eine quadratische Funktion von Rn

nach R. Gegeben ist mit s ∈ Rn eine Abstiegsrichtung von f im Punkt x und σ∗ die durch die exakte Schrittweitenregel
σ∗ = argminσ>0 f (x +σs) bestimmte Schrittweite. Zeigen Sie: Die exakte Schrittweite σ∗ erfüllt die Armijo-Bedingung

f (x +σs)− f (x)≤ σγ∇ f (x)T s

für alle γ ∈ (0, 1/2], und verletzt die Bedingung für alle γ > 1/2.

Aufgabe G2 (Unzulässige Schrittweiten mit der Armijo-Regel)
Wählt man im allgemeinen Abstiegverfahren Suchrichtungen sk, für die ‖sk‖ zu schnell gegen 0 geht, so liefert die
Armijo-Bedingung alleine nicht immer zulässige Schrittweiten, selbst wenn die Suchrichtungen zulässig sind. Untersu-
chen Sie zur Bestätigung dieser Behauptung für eine stetig differenzierbare Funktion f : Rn → R die Suchrichtungen
sk =−2−k∇ f (x k).

(a) Zeigen Sie, dass die (sk) zulässige Suchrichtungen liefern.

(b) Zeigen Sie am Beispiel f (x) = x2/4, dass mit Startpunkt x0 6= 0 und mit der Wahl γ≤ 3/4 in der Armijo-Regel stets
σk = 1 gewählt wird und diese Schrittweitenwahl unzulässig ist. Konvergiert der Algorithmus mit den angegebenen
Suchrichtungen und Schrittweiten gegen das Minimum von f ?

Hinweis: Sie dürfen ohne Beweis benutzen, dass limk→∞
∏k+1

i=1 (1−
1

2i+1 ) existiert und der Grenzwert a > 0 ist.

Aufgabe G3 (Curry-Schrittweitenregel)
Sei f : Rn → R stetig differenzierbar, x0 ∈ Rn und sei ∇ f auf der Niveaumenge N f (x0) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante L > 0. Sei weiter x k ∈ N f (x0) und sk ∈ Rn eine Abstiegrichtung von f in x k. Nach der Curry-Schrittweitenregel
wird die Schrittweite σk > 0 als kleinster stationärer Punkt der Funktion Φ(σ) = f (x k +σsk), wobei σ > 0, berechnet,
d.h.

σk =min
¦

σ > 0 :∇ f (x k +σsk)T sk = 0
©

.

(a) Zeigen Sie: Ist τ > 0 die kleinste Zahl mit ∇ f (x k +τsk)T s = 1
2
∇ f (x k)T sk, dann gilt

f (x k +σksk)− f (x k)≤ f (x k +τsk)− f (x k)≤
τ

2
∇ f (x k)T sk.

(b) Nutzen Sie nun die Lipschitz-Stetigkeit von ∇ f auf N f (x0), um

τ≥

�

�∇ f (x k)T sk
�

�

2‖sk‖2 L

zu zeigen.

(c) Beweisen Sie nun die Zulässigkeit der Curry-Schrittweiten (σk).
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Hausübung

Aufgabe H1 (Zulässigkeit der Powell-Wolfe Schrittweiten) (6 Punkte)
Beweisen Sie den folgenden Satz über die Zulässigkeit der Powell-Wolfe-Schrittweiten: Sei f : Rn → R stetig differen-
zierbar. Sei x0 ∈ Rn ein beliebiger Startpunkt und sei ∇ f auf der Niveaumenge N f (x0) gleichmäßig stetig (z.B. der
Fall, wenn N f (x0) kompakt ist). Dann ist im Allgemeinen Abstiegsverfahren die mit der Powell-Wolfe-Regel erzeugte
Schrittweitenfolge (σk) zulässig.
Erinnerung: Die Powell-Wolfe-Schrittweite σ wird so bestimmt, dass die beiden Bedingungen

f (x)− f (x +σs)≥−γσ∇ f (x)T s (PW1)

und

∇ f (x +σs)T s ≥ θ∇ f (x)T s. (PW2)

für γ ∈
�

0, 1
2

�

und θ ∈ (γ, 1) erfüllt sind.
Hinweis: Zeigen Sie die Zulässigkeitsbedingung der Schrittweite durch Kontraposition; nehmen Sie also an, dass es eine
Indexmenge K ⊂ N mit

−
∇ f (x k)T sk

‖sk‖2
≥ ε > 0 für ein ε > 0 und alle k ∈ K

gibt. Folgern Sie daraus mithilfe der zweiten Powell-Wolfe-Bedingung, dass ‖x k+1− x k‖ ≥ δ für ein δ > 0 und alle k ∈ K
gilt, und zeigen Sie damit f (x k)− f (x k+1) 6→ 0.

Aufgabe H2 (Unzulässige Suchrichtungen) (6 Punkte)
Wählt man im allgemeinen Abstiegsverfahren Suchrichtungen, die nicht zulässig sind, weil sie fast senkrecht zur Gradien-
tenrichtung, d.h. fast tangential zu den Höhenlinien der Funktion, verlaufen, so kann es auch mit zulässigen Schrittweiten
passieren, dass das Abstiegsverfahren nicht gegen einen stationären Punkt konvergiert. Untersuchen Sie dazu die Funk-
tion f : R2→ R, gegeben durch f (x1, x2) =

1
2
(x2

1 + x2
2) =

1
2
‖x‖2 für die Suchrichtungen

sk = gk
⊥ −

1

2k+3
gk.

Hierbei sei gk =∇ f (x k) und gk
⊥ so, dass gk

⊥ ⊥ gk und ‖sk‖= ‖gk‖.
Zeigen Sie, dass das Abstiegsverfahren mit diesen Suchrichtungen und zulässiger Schrittweitenwahl für keinen Startpunkt
x0 6= 0 gegen den Minimalpunkt x̄ = 0 von f konvergiert und x̄ auch kein Häufungspunkt von (x k) ist.

Aufgabe H3 (Resteverwertung und Rechnerpraktikum)
Bereiten Sie sich auf das Rechnerpraktikum nächste Woche vor. Lesen Sie sich dazu gegebenenfalls wieder in MAT-
LAB ein (zB. mathematische Funktionen modellieren) und gehen Sie auch das Gradientenverfahren und eine mögliche
Implementierung der Armijo-Regel durch. Bearbeiten Sie noch Aufgabe G3, falls Ihnen sonst zu langweilig wird.
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