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Gruppeniibung

Aufgabe G1
Betrachte R* mit dem Standardskalarprodukt. Sei x = (x1, X5, X3,X,)" € R* ein beliebiger Einheitsvektor. Zeigen Sie,

dass die Vektoren

X —Xo —Xy X3
X, X1 —X3 —Xy4
3 — b B —

eine Orthonormalbasis des R* bilden.

Aufgabe G2
Wir betrachten R* mit dem Standardskalarprodukt.

(a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U = Span{b;, b,, b3, b,} mit

-1 1 1 2
1 1 1 1
b1= ) b2= 2 B b3= % B b4: 3
-1 1 1 2
! oW U

(b) Bestimmen Sie die orthogonale Projektion des Vektors x = (1,1,1,1)" auf den Teilraum U.

Aufgabe G3
Wir betrachten den Raum £ (R) der reellen Polynomfunktionen. Zeigen Sie, dass durch

1
(p,q) = J p(x)g(x)dx

-1
ein Skalarprodukt auf #(R) definiert ist.

Aufgabe G4
Wir betrachten R? mit dem Standardskalarprodukt.

(a) Sei t €R. Zeigen Sie, dass sowohl durch

. [cos(t) [ —sin(t)
by = (sin(t))’ by = ( cos(t) ) @
als auch durch
_ . [cos(t) _ . { sin(t)
by = (sin(t)) ’ b, = (— cos(t)) (2)

eine Orthonormalbasis gegeben ist.

(b) Zeigen Sie, dass jede Orthonormalbasis von R? von der Form (1) oder (2) ist.




Hausiibung

Aufgabe H1 (5 Punkte)
Sei R* mit dem Standardskalarprodukt versehen und sei U C R* der von den Vektoren

u1= u2= uB=

[S2 N2 RN IV, ]
A DA DNDN
O O 0

aufgespannte Untervektorraum. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U.

Aufgabe H2 (5 Punkte)
Wir betrachten wieder den Raum & (R) der reellen Polynomfunktionen mit Skalarprodukt

1
(p,q) =j p(x)q(x)dx.

-1

(a) Bestimmen Sie mit dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren eine Orthonormalbasis des Unter-
raums, der von den Funktionen pg,pi, Py, P3 mit pp(x) = x* aufgespannt wird. Die so erhaltenen Polynome
heiBen (bis auf Normierung) Legendre-Polynome.

(b) Wir bezeichnen mit U € V den von py, p;, p» aufgespannten Teilraum. Bestimmen Sie die orthogonale Projektion
von p, auf U.

Aufgabe H3 (5 Punkte)
Sei V der Vektorraum der komplexen Zahlenfolgen (a,),ey, bei denen nur endlich viele a, von Null verschieden sind.
Wir definieren ein Skalarprodukt auf V durch

((an)neN’ (bn)nEN) = Z anb_n'

neN

(a) Zeigen Sie, dass V mit (-,-) ein unitdrer Vektorraum ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Teilmenge

U= {(an)neN ev

Zan=0}

neN

von V ein echter (das heifit U # V) linearer Teilraum ist.

(¢) Bestimmen Sie den Orthogonalraum U+,

Hinweis: Koénnen Sie ein paar ,einfache” Vektoren in U finden?




