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Gruppeniibung
Aufgabe G1
Warum gibt es eine unitdre Matrix Q, so dass fiir
i —i 1
A= |1 1 i
1 —i i
die Matrix A’ = Q7 'A Q eine Diagonalmatrix ist?
Losung: A ist normal, denn es gilt
i —i 1\ (-1 —-i 1 3 =i 1 - —i 1\ (i —-i 1
AAF =1 i i —i =i 3 i|=]1 -—i i i i|=AA.
1 —i i) \1 —-i —i 1 —-i 3 1 —i —-iJ\1 —i i

Aus dem Hauptsatz {iber normale Matrizen folgt dann die unitdre Diagonalisierbarkeit.

Aufgabe G2
Sei A € M,,(C) eine komplexe Matrixen. Zeigen Sie: A ist genau dann normal, wenn A+ A* und A — A* kommutieren.

Losung: Nachrechnen.

Aufgabe G3
Seien V ein endlich-dimensionaler unitérer Vektorraum und ¢, € End(V) Endomorphismen. Zeigen Sie:
(a) (97 =¢

(b) (AP +up)* = Ap* + )™ fiir alle A, u € C
(c) (poyp) =) og*
(d) ker¢* = (Bild ¢)*
(e) Bild$ = (ker ¢p*)*

Losung: Nachrechnen. (Endomorphismen als Matrizen schreiben.)

()

Geben Sie eine orthogonale Matrix P an, fiir die PTAP eine Diagonalmatrix ist und berechnen Sie PTAP.

Aufgabe G4
Es sei

Losung: Das charakteristische Polynom von A ist

pA(t)=det(1;t 1Et) =(1-t)P2—-4=t>—2t—-3=(t—-3)(t+1).




Also sind A; = —1 und A, = 3 die Eigenwerte von A.
Als zugehorige Eigenvektoren ergeben sich z.B.

= () = (1)

Normalisiert man diese Vektoren, so hat man die Spalten von einer moglichen orthogonalen Matrix P gefunden. Mit

dieser Matrix
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ergibt sich
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Hausiibung
Aufgabe H1
Gegeben sei die reelle symmetrische Matrix
1 21
A=| 2 0 2
1 21

Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix Q € O(3), so dass QTAQ Diagonalgestalt hat.

Losung: Das charakteristische Polynom ergibt sich zu t2 —2t2—8t, die Nullstellen sind 0, —2,4. Um eine Matrix Q mit
den in der Aufgabe verlangten Eigenschaften zu bestimmen, berechnet man zu jedem Eigenwert einen Eigenvektor
und normiert diesen jeweils auf Einheitsldnge. Dies ergibt die Spalten von Q. Zum Eigenwert 0 erhélt man

1 21 -1
ker{ 2 0 2 | =R 0
1 21 1
Zum Eigenwert —2 erhilt man
3 21 0 —4 -8 1
ker[] 2 2 2 |=ker| 0O -2 —4 |=R-| -2
1 2 3 1 2 3 1
Zum Eigenwert 4 erhélt man
-3 2 1 0 8 -8 1
ker 2 -4 2 | =ker| 0 -8 8 |=R-| 1
1 2 -3 1 2 =3 1
Als Matrix Q kann man z. B.
1 1 1
AR G )
Q:= 0 —3v6 13
1 1 1
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wiéhlen.




Aufgabe H2 (5 Punkte)
Sei V, = {Zizo apty | ap € R,0 < k < k} der Vektorraum der Polynome vom Grad héchstens 2 mit dem Skalarprodukt

1
(p,q) = J p(x)gq(x)dx.
0

(a) Berechnen Sie ¢* fiir ¢(p)=p’.
(b) Berechnen Sie 1* fiir ¢(p) = p”.
Loésung:

(a) Wir identifizieren V, mit B® via ax®+bx+c+ (a b c)'. Dann ist (p,q) = p"Ag mit

1 1 1
a|i 1

S

3 2

Auflerdem ist ¢ (p) =p’ = Dp mit

0 0 O
D=2 0 O

010

Wir suchen eine Matrix D*, sodass ¢*(p) = D*p. Es gilt also
{¢(p),q) = (Dp)'Aq =p"D"Ag=p"A(D*q) = (p, $"(q))

und somit
30 30 0
D*=A"'DTA=| -26 -24 -12
3 2 —6

Damit gilt also ¢*(ax?+ bx + ¢) = (30a + 30b)x? — (26a + 24b + 12c)x + (3a +2b — ¢).
(b) Analog zu (a) mit

)
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erhalt man

120 180 360
D*=|—-120 —-180 —-360
20 30 60

Aufgabe H3 (5 Punkte)
Zeigen Sie: Eine Matrix A € M, (C) ist genau dann normal, wenn es ein Polynom p € C[t] gibt, sodass A* = p(A).

Lésung: Gilt A* = p(A), so ist A normal.
Sei umgekehrt A normal mit den Eigenwerten Aq,...,A,. Da A normal ist, gibt es eine unitdre Matrix Q, sodass

A=QDQ" fiir
M
D=( . )
-

Sei p = Z:()l b;t' € C[t] das (eindeutige) Polynom vom Grad n— 1 mit p(A;) = A; fiir alle i. Dann gilt

p(A) = p(QDQ*) = Z b;,(QDQ")!
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