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Gruppeniibung

Aufgabe G1
Entscheiden Sie bei den folgenden Matrizen, ob sie symmetrisch, schiefsymmetrisch, unitéir, orthogonal, hermitesch,
selbstadjungiert, schiefhermitesch, normal oder diagonalisierbar sind.
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Loésung:
Eigenschaft Matrizen
symmetrisch M, M,, Mg, Mg
schiefsymmetrisch M,, Ms
Unitar M,, M,, M, Mg, Mg
orthogonal M, M,, Ms
hermitesch = selbstadjungiert | M;, M,, M,
schiefhermitesch My, Ms, Mg
normal M;, My, M4, Ms, Mg, M, Mg
diagonalisierbar M, My, My, Ms, Mg, M,, Mg

Die ersten sechs Eigenschaften lesen wir direkt aus den Matrizen ab. Da unitdre und hermitesche Matrizen normal
sind, wissen wir bei allen Matrizen aufler M3, dass sie normal sind. Die Matrix M3 kann nicht normal sein, denn sie
ist bekannterweise nicht diagonalisierbar. Alle normalen Matrizen sind aber diagonalisierbar, so dass auch in dieser
Zeile alle Matrizen aufler M5 stehen miissen.

Aufgabe G2
(a) Seien A eine komplexe (n x m)-Matrix und B eine komplexe (m x n)-Matrix. Zeigen Sie, dass genau dann B = A*
gilt, wenn fiir alle x € C", y € C™ bzgl. des Standardskalarprodukts gilt

(Ax,y) = (x,By).

b) Zeigen Sie: Eine (n X n)-Matrix ist genau dann normal, wenn (Ax,Ay) = (A*x,A*y) fiir alle x,y € C" gilt.
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Losung:
(a) Es gilt (Ax,y) = (Ax)"y = xTATy = xT(A*y) = (x,A"y). Nach Voraussetzung gilt dann (x,A*y) = (x,By) fiir
alle Vektoren x, y. Fiir x =A"y + By gilt also
0=(A"y —By,A'y) - (Ay —By,By) = (A"y,A"y) — (By,Ay) = (A"y,By) + (By,By)
=(A"y —By,A"y —By).

Aus der Definitheit des Skalarprodukts folgt dann A*y = By fiir alle y € C™, also B = A*.




(b) Ist A normal, so gilt mit dem zuvor gezeigten
(A'x,A"y) = (AA"x, y) = (A"Ax, y) = (Ax,(A")"y) = (Ax,Ay).
Umgekehrt: Gilt (Ax,Ay) = (A*x,A"y), so folgt mit dem zuvor Gezeigten fiir alle x € C",y € C™
(x,A"Ay) = (Ax,Ay) = (A'x,A"y) = (x,AA"y).
Aus der Definitheit des Skalarprodukts ergibt sich dann A*Ay = AA*y fiir alle y € C", d. h. A*A = AA*.

Aufgabe G3

Wir betrachten den euklidischen Vektorraum M, (R) aller (n X n)-Matrizen mit dem Spur-Skalarprodukt (A,B) =
Tr(BTA). Bezeichne mit U, € M,(R) die Teilmenge der symmetrischen und mit U_ € M,(R) die Teilmenge der
schiefsymmetrischen Matrizen.

(a) Zeigen Sie, dass U, und U_ lineare Teilriume sind und dass (U, )+ = U_ gilt.

(b) Zeigen Sie, dass sich jede Matrix A € M,(R) eindeutig als Summe A=A, +A_ aus einer symmetrischen Matrix
A, und einer schiefsymmetrischen Matrix A_ schreiben lésst.

(c) Bestimmen Sie die orthogonalen Projektionen m, auf den Teilraum U, und m_ auf den Teilraum U_.

Lésung: Wir verwenden oft, dass fiir alle X,Y € M, (R) gilt
XY =TrY'X=TrxTy =TryxT = (xT,vT).

(a) Dass U, und U_ lineare Teilrdume sind, rechnet man einfach nach. Wir zeigen Ui = U_. Seien hierfir A€ U,
und B € U_. Dann gilt
(A’B) = (AT’BT) = _<A:B>;

also (A,B) = 0. Fiir die Teilriume U, und U_ gilt somit U_ € Ui. Fiir die umgekehrte Inklusion sei A € Ui,
d. h. (A,B) = 0 fiir alle B € M,(R) mit B” = B. Dann gilt fiir alle X € M,(R)

A+AT XV =AX)+AT.X)=AX)+AXD=@x+XT) =0,

denn die Matrix X +XT ist symmetrisch. Aus der Definitheit des Skalarprodukts (man kann ja X = A+AT setzen)
ergibt sich dann A+AT =0,d. h. A€ U_.

(b) Da U, und U_ orthogonal zueinander sind, gilt M, (R) = U, ® U_, d. h. jede Matrix ldsst sich eindeutig als
Summe einer Matrix aus U, und einer aus U_ schreiben.

(c) Die orthogonalen Projektionen sind durch 7, (A) = %(A +AT) und n_(A) = %(A —AT) gegeben.

Aufgabe G4
Betrachten Sie den unitéiren Vektorraum M,(C) mit dem Spur-Skalarprodukt (A, B) = Tr(B*A). Bestimmen Sie eine
Orthonormalbasis von M,(C), die die Matrix
1 (1-i 141
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Losung: Wir ergéinzen die gegebene Matrix A; zu einer Basis von M,(C) durch

01 0 0 00
w=(oo) w=(00) A= 1)

Auf diese Basis wenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren an und erhalten

enthéilt.
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Hausiibung

Aufgabe H1 (5 Punkte)
(a) Bestimmen Sie alle komplexen (n x n)-Matrizen, die symmetrisch und schiefhermitesch sind.

(b) Bestimmen Sie alle reellen (2 x 2)-Matrizen, die orthogonal und symmetrisch sind.
Losung:

—T —

(a) Fiir eine solche Matrix muss gelten AT = A= —A* = —A" und somit A = —A. Die Matrix ist also symmetrisch mit
rein imagindren Eintrigen. Umgekehrt ist auch jede symmetrische Matrix A= AT mit rein imaginéren Eintrigen
schiefhermitesch.

(b) Nach Aufgabe G4 vom 5. Ubungsblatt sind alle reellen orthogonalen Matrizen von einer der Formem

cosa —sina cosa sina

sina cosa J’ sina —cosa
mit a € [0,27[. Ist die Matrix von der rechten Form, so ist sie auch symmetrisch. Matrizen der linken Form
sind genau dann symmetrisch, wenn sina = —sina = 0 gilt, also fiir @ = 0 oder a = 7. Es gilt also die folgenden

orthogonalen, symmetrischen (2 x 2)-Matrizen:

1 0 -1 0 cosa  sina
0 1)° o -1)° sina —cosa
fiir a € [0,27[.

Aufgabe H2 (5 Punkte)
Man betrachte fiir A € C

V(A,x)={Ae M,(C) | A* = AA}.
(a) Bestimmen Sie alle A€ V(A, %) fiir |A| # 1.
(b) Zeigen Sie: Fiir A € C mit |A| = 1 gibt es ein 2 = (1) € C mit V(A,%) =z -V(+1,%) = {z-A| A* = A} und
bestimmen Sie z(—1).
Losung:
(a) Aus A* = AA folgt, das A normal ist. Somit gibt es (nach dem Hauptsatz iiber normale Matrizen) eine Orthonor-
malbasis vy,...,v, aus Eigenvektoren zu den Eigenwerte A,,...,4,. Ist ein Eigenwert ungleich 0, etwa A, # 0,

21 und damit Al =1.

so gilt (nach Lemma 9.1.9) A*v, = 21v; und somit AAv; = A, v;, also A = o

Es miissen also alle Eigenwerte von A gleich 0O sein, also A= 0.

(b) Fiir A = setze z = eih. IstAe M, (C) selbstadjungiert, so gilt dann (2A)* = elIA* = eI A= e’ (zA).

Aufgabe H3 (5 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir eine reelle (n x n)-Matrix P die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) Es gilt P2=P =PT.
(ii) Die Matrix P ist symmetrisch und hat keine von 0 und 1 verschiedenen Eigenwerte.
(iii) Die durch P gegebene Abbildung R"™ — R" : x — Px ist eine orthogonale Projektion.
Hinweis: Auf welchen Teilraum projiziert P?

Losung: Fir die Implikation (i) = (ii) miissen wir zeigen, dass 0 und 1 die einzigen moglichen Eigenwerte sind.
Sei x € R" ein Eigenvektor von P zum Eigenwert A € R. Dann gilt Ax = Px = P?2x = APx = A2x. Wegen x # 0 folgt
daraus A% = 2, also A €{0,1}.

Wir zeigen nun (ii) = (iii). Bezeichne U den Eigenraum zum Eigenwert 1. Nach dem Hauptsatz fiir symmetrische
Matrizen zerfillt R" in einen orthogonale Summe der Eigenriiume, d. h. R® = U @ U. Wir wiihlen eine Orthonor-
malbasis xi,...,X; von U und ergénzen zu einer Orthonormalbasis xq,...,x, von R". Die Vektoren X;,,...,X, liegen
dann im Eigenraum zum Eigenwert 0. Fiir jeden Vektor x € R" gilt dann x = Z?:l(x,xi)xi und somit

n

Px = Z(x,xi)Pxi = Xk:(x,xi)xi +0,

i=1 i=1

d. h. P ist eine orthogonale Projektion.
Die Implikation (iii) = (i) kann man direkt nachrechnen.




