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Gruppeniibung

Aufgabe G1
Nehmen Sie zu folgendem ,,Beweis* des Satzes von Cayley-Hamilton Stellung;:

pa(A) = det(A— A+ E) = det(A — A) = det(0) = 0.

Losung: Der Beweis ist falsch.
In der Darstellung p,(A) = det(A— A - E) handelt es sich bei der Multiplikation A - E um eine Skalarmultiplikation,
d. h. eine Multiplikation der Matrix E mit dem Skalar A, nicht um eine Multiplikation zweier Matrizen.

Aufgabe G2
Sei A€ M,(R) eine n X n-Matrix mit
—A*=2A*+E (%)
(a) Zeigen Sie, dass n gerade sein muss.

(b) Man bestimme fiir gerades n eine Matrix A, welche (*) erfiillt.

Losung:
(a) Nach Voraussetzung gilt
A*+2A2+E=0.
Somit teilt das Minimalpolynom m, das Polynom t*+ 2t2 +1 = (t2 4 1)2. Folglich hat m, keine Nullstelle in R,
da (t? 4+ 1)? keine reelle Nullstelle hat.

Falls n ungerade wire, hiitte Py(t) € R[t] ungeraden Grad und somit (nach dem Zwischenwertsatz) eine Nullstelle
in R. Dies ist ein Widerspruch, da jede Nullstelle von P, auch Nullstelle von m, ist. Somit muss n gerade sein.

(b) Die Matrix A= (9 ') erfiillt A>=—F und somit auch (x). Fiir n =2k (k > 2) betrachte

A
A

Aufgabe G3
Sei K ein Korper.

(a) Sei X € M,;,(K) eine obere Block-Dreiecksmatrix

(i)

mit Untermatrizen A € M, (K), B € M,, ,(K) und D € M, (K). Zeigen Sie, dass fiir die jeweiligen charakteristischen
Polynome Py, P, und Py gilt:
PX = PA N PD‘




(b) Sei A € K. Bestimmen Sie fiir die folgenden Matrizen jeweils das charakteristische Polynom und das Minimal-
polynom:

2 A1 A1
A = A . A= A . Ag= A1
A A A

(c) Gilt die Aussage aus (a) auch fiir Minimalpolynome?

Losung;:
(a) Die Aussage folgt direkt aus der entsprechenden Regel fiir Determinanten von Blockmatrizen.

(b) In allen drei Féllen ist das charakteristische Polynom gegeben durch P(t) = (A — t)3. Als Minimalpolynom
kommen somit nur (t —A),(t —A)2, (t —A)® in Frage. Man rechnet nach, dass my, (t) = (t—A), my,(t) =(t— 2)?
und my, = (t — 23

(c) Die Aussage my = my - mp ist im Allgemeinen nicht wahr; betrachte z. B. die Einheitsmatrix E € M,(R) fiir
n=>2.

Aufgabe G4
(a) Zeigen Sie, dass dhnliche Matrizen die gleiche Determinante, die gleiche Spur und das gleiche charakteristische
Polynom haben.

(b) Zeigen Sie, dass dhnliche Matrizen das gleiche Minimalpolynom haben.

(¢) Finden Sie jeweils zwei (3 X 3)-Matrizen mit
(i) gleicher Determinante,
(ii) gleicher Spur,
(iii) gleichem charakteristischem Polynom,
(iv) gleichem Minimalpolynom,
die nicht dhnlich sind.

Losung:

(a) Seien A€ M,(R) und S € GL,(R). Dann gilt:
det(S7'AS) = det(S) ! det(A) det(S) = det(A),
Tr(ST'AS) = Tr(S7'SA) = Tr(A),
Ps-1,5(t) = det(ST'AS — tE) = det(S'AS — tS7'S) = det(S) ' det(A — tE) det(S) = det(A — tE) = P,(t).
(b) Fiir jedes Polynom P € K[t] mit P(A) = 0 gilt P(S"'AS) = S™!P(A)S = 0. Das Minimalpolynom von S™!AS

ist somit ein Teiler des Minimalpolynoms von A. Analog ist auch das Minimalpolynom von A ein Teiler des
Minimalpolynoms von S™*AS. Somit haben A und S™'AS das gleiche Minimalpolynom.

(c) Betrachte z. B. die drei Matrizen

0 0 1 0
A= 0 , B= 0 , C= 1
1 1 1
Dann gilt:
| detX TrX Py(t) My (t)

X

Al o 1 t2(1-t) tt—-D=t>—t
B| 0 1 t2(1—-t) t3(t—-1)=1t3—1¢2
c| o 2 —t(1-t)? tt-1)=t>—t

Nach (a) und (b) sind diese Matrizen paarweise nicht #hnlich. (A und B haben verschiedene Minimalpolynome,

A und C bzw. B und C haben verschiedene Spur.)

Trotzdem haben alle die gleiche Determinante, A und B die gleiche Spur und das gleiche charakteristische
Polynom, sowie A und C das gleiche Minimalpolynom.




Hausiibung

Aufgabe H1 (5 Punkte)
Bestimmen Sie das Minimalpolynom der folgenden Matrizen mit komplexen Eintrigen:

21 0 0
1 3 02 0 0
A‘(—z 0)’ B=lo 0o 1 1
00 -2 4

Losung: Das charakteristische Polynom P,(t) = t2 — t + 6 hat keine reelle Nullstelle, also zwei verschiedene komplexe
Nullstellen. Somit ist das Minimalpolynom gleich dem charakteristischen Polynom.

Das charakteristische Polynom von B ist Pg(t) = (t — 2)*(t — 3). Das Minimalpolynom muss also eines der drei
Polynome (t — 2)(t — 3),(t —2)?(t —3) und (t — 2)3(t — 3) sein. Man rechnet nach, dass (B — 2E)(B — 3E) # 0, aber
(B —2E)*(B —3E) = 0. Somit ist Mg(t) = (t —2)*(t — 3) das Minimalpolynom von B.

Aufgabe H2 (545 Punkte)
Seien K ein Kérper und A € M,(K) eine 2 X 2-Matrix iiber K, deren charakteristisches Polynom P, € K[t] keine
Nullstelle iiber K hat.

(a)
(b)

(h)

Schreiben Sie das charakteristische Polynom von A als Funktion der Spur und der Determinante von A.

Man betrachte den Vektorraum L := Span{E,A,A?, ...} C M,(K). Wie gro8 ist die Dimension dieses Vektorraums?

Hinweis: Zeigen Sie, dass alle Potenzen von A als Linearkombination von A und E dargestellt werden konnen.
Zeigen Sie, dass L = Span{E, A} unter Matrixmultiplikation abgeschlossen ist.

Zeigen Sie, dass alle B € L \ {0} invertierbar sind und B~! € L gilt.

SchlieBen Sie, dass L mit der iiblichen Matrixmultiplikation ein Korper ist.

Mit der Identifikation K 3 a — aE € L wird K als Teilmenge von L aufgefasst. Analog wird K[t] eine Teilmenge
von L[t]. Zeigen Sie, dass P, in L[t] in Linearfaktoren zerfillt.

Begriinden Sie, welchen Kérper man fiir K =R und

erhélt und bestimmen Sie die Nullstellen von P, iiber L.

Konstruieren Sie einen Koérper mit vier Elementen.

Losung:

(a)
(b)

(c)

(d)

Setze s = TrA und d = detA. Es gilt P,(t) = t2 — st +d.

Mit dem Satz von Cayley-Hamilton folgt A> = sA — dE. Per Induktion kann man also alle Potenzen von A als
Linearkombination von A und E darstellen. Somit gilt L = Span{E, A} und dim L = 2. (Da P, keine Nullstelle hat,
sind A und E linear unabhéngig.)

Seien (AIA‘F AzE), (‘U/1A+ HzE) € L mit A’l’ Az, U1, Uy cK beheblg Dann gllt
(MA+ AE) (s A+ UoE) = g un A? + (Aq g + Aoty JA+ ApuoE € L.

Die Matrixmultiplikation ist somit eine Abbildung von L X L nach L.
Fir p € K gilt
(A+UE)A—(s+uE) =A% —sA— u(s + WE = —dE — u(s + WE = — P,(—w)E
~——
#0

und somit

(A+uE)y'=- (A-(s+wE)eL.

IAGID)

Sei also x =AA+uE €L\ {0}. Falls A=0, gilt x ' =p'E€L. Falls A #0, gilt x ' =A"1 A+ A 'uE) ! L.

Axiome iiberpriifen (folgt alles aus den vorigen Teilaufgaben).




(f)
(2)

(h)

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gilt P,(A) = 0; also ist A € L eine Nullstelle von P,. Mit Polynomdivision
erhilt man P,(t) = (x —A)-q(t) mit g € L[t] und degq =1.
Es gilt
-b
L={aE+bA|a,b€R}={((; a ) eMz(R)la,beR}.
Das heif3t L ist isomorph zu C via a +ib — aE + bA. Die Nullstellen von P,(t) = x?+1in L sind A und —A.

Betrachte K = Z/2Z und A= (1}). Dann ist P,(t) = t*+ t + 1 und hat keine Nullstelle in K. Der Vektorraum
L = Span{A, E} hat Dimension 2 iiber K und somit vier Elemente.

Aufgabe H3 (5 Punkte)
Eine Matrix A € M, (K) heiBt nilpotent, falls es eine Zahl k € N gibt mit A* = 0. Zeigen Sie:

(a)
(b)

()

Fiir eine nilpotente (n x n)-Matrix A € M, (K) gilt A* = 0.

Eine komplexe Matrix A € M,(C) ist genau dann nilpotent, wenn sie aufler Null keine weiteren Eigenwerte
besitzt.

Jede komplexe nilpotente Matrix ist zu einer strikten oberen Dreiecksmatrix (d. h. eine obere Dreiecksmatrix
mit Nullen auf der Diagonalen) #hnlich.

Losung:

(a)

(b)

Wegen AK = 0 ist das Minimalpolynom von A ein Teiler von t*, also von der Form M,(t) = t? fiir ein d < k.
AuBlerdem ist das Minimalpolynom ein Teiler des charakteristischen Polynoms; insbesondere hat es hochstens
Grad n. Somit gilt A = 0 fiir ein d < n und damit auch A" = 0.

Ist A nilpotent mit AK = 0, so ist Null ihr einziger Eigenwert, denn fiir A € C folgt aus Ax = Ax auch A*x = Akx =0
und somit A =0.

Besitzt umgekehrt A nur Null als Eigenwert, so ist das charakteristische Polynom von A gegeben durch P,(t) =
(=1)"t". Aus dem Satz von Cayley-Hamilton folgt dann A" = 0.

Sei A eine nilpotente Matrix. Dann ist A insbesondere nicht invertierbar. Es gibt also einen Vektor v; € K" mit
Av; = 0. Wir ergéinzen v; zu einer Basis mit Transformationsmatrix S;. Beziiglich dieser Basis hat A die Gestalt

0|B
-1 _ 2
si'as, = (5 15

mit einer (1 X (n— 1))-Matrix B, und einer ((n—1) x (n — 1))-Matrix A,. Weil A nilpotent ist, muss auch Sl_lASl
und somit auch A, nilpotent sein. Analog zur vorherigen Argumentation gibt es also eine invertierbare Matrix

Sz S MH—I(R) mit
0|B
-1 _ 3
575, = ({70 - )

mit einer (1 x (n—2))-Matrix B; und einer ((n—2) X (n—2))-Matrix A;. Damit ergibt sich dann wie beim Triago-
nalisierungverfahren komplexer Matrizen, dass eine nilpontente Matrix zu einer strikten oberen Dreiecksmatrix
ghnlich ist.




