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Gruppeniibung
Aufgabe G1
Bestimmen Sie die Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren der Matrizen
1 1 O 1 _1 1 cee 1
A= , B=]3 2 -=-3]|, cC=]": s e My (R).
1 0 : : n
2 2 -3 1 .01

Losung: Das charakteristische Polynom von A ist det(A— AE) = A2 — A — 1. Die Eigenwerte sind somit A; = %(1 ++/5),
Ay = %(1 — +/5). Durch Berechnen des Kerns von A— A;E erhilt man als Eigenvektoren

x=(1,-10-v5), x=0201-v5.1)".

Das charakteristische Polynom von B ist det(B— AE) = —A3 — A2+ A+ 1= —(4 — 1)(A + 1)2. Die Eigenwert sind
somit A; =1, A, = —1. Durch Berechnen des Kerns von A— A,E erhilt man fiir A, = 1 den Eigenvektor x; = (1,3,2)"
und fiir A, = —1 die Eigenvektoren x, = (1,0,1)" und x; = (=1,1,0)".

Bei C sieht man den Eigenvektor x, = (1,1,..., 1)" zum Eigenwert A, = n sofort. Weiter hat die Matrix Rang 1
und somit (n — 1)-dimensionalen Kern. Zum Eigenwert A; = 0 gibt es also n — 1 linear unabhéngige Eigenvektoren,
z. B. die Vektoren

x;=(1,-1,0,..0", x,=(0,1,-1,0,...0", ..., x,.,=(0,...,0,1,-1)".

Aufgabe G2
(a) Sei A eine (n x n)-Matrix iiber einem Korper K. Zeigen Sie, dass jeder Eigenwert von A auch ein Eigenwert der
transponierten Matrix AT ist. Zeigen Sie, dass die zugehérigen Eigenriume im Allgemeinen nicht iibereinstimmen.

(b) Sei A eine (n x n)-Matrix mit komplexen Eintrigen. Wie hingen die Eigenwerte und Eigenvektoren von A mit
den Eigenwerten und Eigenvektoren der komplex konjugierten Matrix A zusammen?
Lésung:

(a) Wegen det(A— AE) = det(A” — AE) = det((A— AE)"), haben A und A" dasselbe charakteristische Polynom und
somit dieselben Eigenwerte. Um zu sehen, dass die Eigenrdume im Allgemeinen nicht {iberein stimmen, betrachte
A=(}1). Dann haben A und A" die Eigenwerte A; = 1,4, = 2. Die Matrix A hat die Eigenvektoren

(1,07, (1,17,

AT hat die Eigenvektoren
o, 1", (1,-1"

(b) Es gilt Av = Av genau dann, wenn AV = Av. Somit sind die Eigenwerte und Eigenvektoren von A gerade die
komplex Konjugierten der Eigenwerte und Eigenvektoren von A.




Aufgabe G3
Betrachten Sie die lineare Abbildung ¢ : R* — R® mit

2x1 +3x,5 + 2x3 + 3x4
P (xq, X9, Xx3,x4) = | 3x7+4xy — X3+ x4

X1+ Xy —3x3 — 2x4

Bestimmen Sie jeweils eine Basis % von R* und % von R?, so dass die Matrix von ¢ die folgende Gestalt hat:

(917 =

S O =
o = O
o O O
o O O

Lésung: Die Matrix A von ¢ beziiglich der Standardbasis lautet

2 3 2 3
A=13 4 -1 1
1 1 -3 -2

Der Kern von A wird z. B. von den Vektoren by = (11,—8,1,0)" und by, =(9,-7,0, 1)" aufgespannt. Wir ergéinzen b,
und by durch by =(1,0,0, 0)" und b, =(0,1,0, 0)" zu einer Basis von R*.

Das Bild von ¢ wir von ¢; = ¢(b;) = (2,3,1)" und ¢, = ¢(b,) = (3,4,1)" aufgespannt. Wir erginzen ¢; und c,
durch ¢5 = (0,0, 1)T zu einer Basis von R3.

Beziiglich der Basen 98 = (by, by, b, bs) und € = (¢;,¢y,¢5) hat ¢ die gewiinschte Gestalt.

Hausiibung

Aufgabe H1 (5 Punkte)
Sei K = {0,1} der Kérper mit zwei Elementen. Bestimmen Sie alle (2 x 2)-Matrizen iiber K, die keine Eigenwerte
haben.

Losung: In M,(K) gibt es insgesamt 2* = 16 Matrizen. Die gesuchten Matrizen sind invertierbar, da sie sonst den
Eigenwert O hatten. Die invertierbaren Matrizen sind

L) ) (9 Go) Go) ()

11 d 01
10/ " 11
keine Eigenwerte.

Die ersten vier haben (iiber K) das charakteristische Polynom (A — 1) = A2 — 1. (Das hat A = 1 als doppelte
Nullstelle.)
Die letzten beiden haben das charakteristische Polynom —A(1 —A) —1 =A% — A — 1, was keine Nullstelle besitzt.

Davon haben nur

Aufgabe H2 (5 Punkte)
Bestimmen Sie die Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren der Matrizen

0o 2 -1 3 2 -1
A=[2 -1 1|, A, B=|2 2 1], BT.
2 -1 3 2 -1 6

Losung: Das charakteristische Polynom von A ist det(A — AE) = —(A — 2)?(A + 2). Also hat A die Eigenwerte A; =
2,4, = —2. Durch Berechnen des Kerns von A — AE erhélt man zu A; = 2 den Eigenvektor x; = (1,0, —Z)T und zu

Ay = —2 den Eigenvektor (—3,4, 2)7.
A"! hat die Eigenwerte %1 = % und t = —% mit den Eigenvektoren x; und x,.

B = A+ 3E hat die Eigenwerte A; +3 =5,4, +3 =1 mit den Eigenvektoren x; und x,.
BT hat die gleichen Eigenwerte wie B. Durch Berechnen des Kerns von BT — AE erhilt man die Eigenvektoren
y1=2,1,1)" und y, =(2,-3,1)".




Aufgabe H3 (5 Punkte)
Sei A € M,,(K) eine Matrix und A ein Eigenwert von A. Zeigen Sie, dass die geometrische Vielfachheit von A kleiner
oder gleich der algebraischen Vielfachheit von A ist.

Lésung: Bezeichne mit k die geometrische Vielfachheit von A. Dann gibt es linear unabhéingige Vektoren vy, ..., v, € K"
mit Av; = Ay; fir alle i = 1,...,k. Wir ergénzen diese Vektoren zu einer Basis vy,...,v, von K". Bezeichne mit
S :=(1]...|v,) € M,(K) die entsprechende Transformationsmatrix. Dann hat die Matrix S™'AS die Gestalt

A

S71AS = A

mit einer k X (n — k)-Matrix A; und einer (n — k) x (n — k)-Matrix A,. Fiir das charakteristische Polynom gilt dann
det(A— tE) = det(S"1(A— tE)S) = det(ST'AS — tE) = (A — t)* - det(A, — tE) .

Somit hat A mindestens die algebraische Vielfachheit k.




