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Aufgabe G1
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ein Jordanblock zum Eigenwert A. Fiir eine beliebige Matrix A definieren wir
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(a) Berechnen Sie J;.

(b) Berechnen Sie J /’{
Hinweis: Benutzen Sie die Zerlegung J, = AE, +J,.

(c) Seien A und B Matrizen mit AB = BA. Zeigen Sie, dass e*™® = efle5.

(Wir ignorieren hierbei alle Konvergenzprobleme. In diesem Fall konvergiert tatsichlich alles, was konvergieren
soll, aber das geht iiber die Inhalte der linearen Algebra hinaus.)

(d) Zeigen Sie, dass 57145 = §71eAS fiir eine beliebige Matrix A und eine invertierbare Matrix S.

(e) Beweisen Sie, dass
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(d) Es gilt (ST'AS)k =S1ASSTIAS ---STIAS = ST1AA- - - AS = ST1AKS. Damit folgt
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Aufgabe G2
Sei A € R™™ wobei n = 2m gerade ist. Das charakteristische Polynom von A sei p, = Py, wobei py € R[x] ein
irreduzibles Polynom vom Grad 2 in R[x] ist (z. B. p, = x%+1). Also lisst sich p, in C[x] in zwei Linearfaktoren
(A —x)(A—x) mit A € C\R zerlegen.
(a) Zeigen Sie: Ist v ein verallgemeinerter Eigenvektor zum Eigenwert A von Hohe k, dann ist v ein verallgemeinerter
Eigenvektor zum Eigenwert A von Hohe k und [v] N [7] =
(Hinweis. Folgendes Lemma diirfen Sie ohne Beweis benutzen: Seien qi,...,q, € F[x] teilerfremd. Ist q =

[T, qi, so gilt ker(q(¢)) = DL, ker(q;(¢)) )

(b) Zeigen Sie, dass A dhnlich zu einer reellen Matrix K € R™" ist, die aus nur drei Arten von (2 x 2)-Blécken
besteht: 0 € R?? | E, e R®>? und A, = (b _ab) € R®? mit b # 0, wobei A, auf der Diagonalen auftritt, E, und
0 direkt iiber der Diagonalen und 0 sonst (eine ,,Block-Jordannormalform*).

(c) Geben Sie Beispiele Ay € R(®® mit charakteristischem Polynom (x24 1) und Minimalpolynomen Qu, = (x24+1)k
fir k=1,2,3 an.
Losung:

(a) The first statement follows from the equivalence
(A-AE)v=0< (A— AE)*v=0.

To prove that [v] N [v] =0, observe that if w € [v] N [v], then w € ker(yp — AE)* and w € ker(¢ — AE)*. As the
polynomials (X —A)* and (X — A)¥ are relatively prime, this can only happen for w = 0, by the Lemma given in
the hint.

(b) By (a), we may assume that if v generates a Jordan block for eigenvalue A, then v generates a Jordan block of
the same size for eigenvalue A. So, in fact, when
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is a certain Jordan block of the matrix associated to vectors (by,...,b,), then also the Jordan block
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appears, and we may assume it is associated to the vectors (Bl, et ,En) (proof: if the last vector for this basis is
b,, then the (n — 1)th vector is (A— A)b, = (A— A)b, =b,_;, and so on.).

We may rearrange these vectors as
(bl +Bl: l(bl - Bl)a ses :bn +Bn’ l(bn - Bn)) .

With respect to this basis of real vectors, the matrix looks as follows:

(a -b|1 O 0
b a |0 1
a -b
b a
1 0
0 1
a -b
\ 0 b a )

where A = a +1ib. To follow this, keep in mind that for k=1,...,n
A(by 4+ b;) = (a +ib)by + (a — ib)b, = a(b, +by) + b(i(by — b))

and similarly

A(b, —by) = (a+ib)b, — (a — ib)b, = —b(b; +b,) + a(i(b, — by)).

From the structure of A with respect to the new basis the statement in the exercise follows.

(c) We have, for example:

[0 -1 0 0 -1|1 o0 0
1 0 1 00 1
0 -1 0 -1
A1= 1 0 ’A2: 1 0 >
0 -1 0 -1
\ 0 1 0 ) 0 1 0
(0 -1|1 o0 0 )
1 00 1
0 -1][1 o
Az = 1 00 1
0 -1
\ 0 1 0 )

Aufgabe G3

Wir benutzen Vektoren s, € R* um den Zustand eines 3-dimensionalen Systems zur Zeit n € N zu beschreiben (zum
Beispiel die Position eines Teilchens im Raum). Die Evolution des Systems von Schritt n nach n+1 sei dabei gegeben
durch

-4 2 -1
Sp1=As, mit A=|—-4 3 0
14 -5 5

(a) Bringen Sie A in Jordannormalform, um eine Beschreibung von s, als Funktion von n und dem initialen Zustand
sg zu erhalten.
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(b) Berechnen Sie s;q fiir so= | 3
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Losung:

(a) The characteristic polynomial of A is py = (1 —X)?(2—X), so A; = 1 and A, = 2 are the eigenvalues of A. The
corresponding eigenspaces are 1-dimensional, with generators

1 1
2 for v, and 4 for V,, .
-1 2

Therefore the Jordan normal form of A is
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To find a matrix S such that A= SJS™!, we take as third column u3; = | 4 |, an eigenvector with eigenvalue 2,
2
0
and as second column an element of ker(A — E3)? \ ker(A — E;), for example u, = | 1 |. The first column will
1
then be
1 1 0 1
y=@A—-E)u,=| 2 |[. Hence, S=| 2 1 4
-1 -1 1 2

We have s, =A"s, = SJ"S™!s,. Furthermore

1 n O
J"=]10 1 0
0 o 2"
1 1 0
(b) Forso=|3|=|[4]—-]1], we have
1 2 1
1 0 1 1 100
s, =2"[4|—|1]|—-n| 2 |. Hence, s790=2'°|4 |- 201
2 1 -1 2 -99




