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Kapitel 7
Eigenvektoren und Eigenwerte

In diesem Kapitel sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K. Wir betrachten eine
lineare Abbildung ¢ : V' — V. Hauptziel der Uberlegungen in diesem Kapitel ist es, eine Basis B
von V so zu finden, dass die Matrix [p] g von ¢ bzgl. B mdoglichst einfache Gestalt besitzt. Hierbei
kann “moglichst einfach” verschiedene Bedeutungen haben, und wir werden in diesem Semester
mehrere verfolgen. In diesem Kapitel diskutieren wir, in wie weit man ¢ durch eine Diagonalmatrix
darstellen kann. Dies fiihrt uns auf das Konzept des Eigenvektors und des Eigenwerts einer linearen
Abbildung bzw. einer Matrix.

Die Theorie, die wir hier présentieren, ist nicht nur fundamental fiir zahlreiche mathematische
Anwendungen der linearen Algebra, sondern auch von erfahrbarer physikalischer Relevanz, wenn
man sie auf gewisse Operatoren auf Rdumen stetiger Funktionen anwendet. Ein klassisches Bei-
spiel ist die Theorie der schwingenden Saite. Hier entsprechen Eigenwerte den Resonanzfrequenzen
und Eigenvektoren werden als die zugehorigen Schwingungen hérbar. Wir werden dieses physika-
lische Beispiel hier nicht breiter diskutieren und verweisen fiir detailliertere Information auf die
schone Darstellung auf den Seiten 260272 in Egbert BRIESKORNs Buch “Lineare Algebra und
analytische Geometrie II,” (Vieweg, Braunschweig 1985).

Ein wichtiger neuer Punkt in diesem Kapitel ist, dass es uns von der linearen Algebra in die
Algebra hoherer Ordnung fithrt. In der Tat werden wir sehen, dass das Auffinden von Eigenwerten
auf das Losen von Polynomgleichungen fiihrt, deren Grad die Dimension des betrachteten Vek-
torraums ist. Die Theorie der Gleichungen hoherer Ordnung ist sehr verschieden von der linearen
Theorie, die wir bisher kennengelernt haben. Zum Beispiel héngt die Losbarkeit einer Polynom-
gleichung vom Grad > 2 von dem betrachteten Korper ab; die Gleichung t? + 1 = 0 hat keine
reelle Losung, aber zwei komplexe Losungen, +i. Dieses Verhalten steht in starkem Kontrast zu
den Systemen linearer Gleichungen, deren Losbarkeit —wie wir im 1. Semester gesehen haben—
iiber jedem Korper durch den Gaufs—Jordan Algorithmus entschieden werden kann, wenn man ihn
iiber dem kleinsten Korper, der alle Koeffizienten der Matrix enthélt, durchfiihrt.

7.1 Eigenvektoren und Eigenwerte

In diesem Abschnitt ist V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End(V) ist eine lineare
Abbildung.

7.1.1 [Motivation]| Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber dem Kérper K und ¢ : V — V
eine lineare Abbildung.

Um ¢ durch eine Matrix A darstellen zu kénnen, wihlen wir eine Basis

B = (v1,v2,...,0,)
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164 KAPITEL 7. EIGENVEKTOREN UND EIGENWERTE

von V und berechnen die Bilder der Basisvektoren
w(vj):Zaijvi (j:L...,n).
i=1

Dann wird ¢ (bzgl. der Basis B) durch die (nxn)-Matrix
[Pl = A= (ai;)

dargestellt. Wir mochten fiir die Matrix A eine Basis B so finden, dass die Form der Matrix A
moglichst einfach wird (dann kann man leichter Berechnungen mit A durchfiihren).

Bemerkung 7.1.2 Man muss hier beachten, dass das beschriebene Problem ganz wesentlich da-
von abhéngt, dass wir fiir Endomorphismen ¢ eines Vektorraums V' die Matrix [¢]g bzgl. einer
Basis B betrachten und nicht die Matrix [p]2 bzgl. zweier Basen B und C, die jeweils zu Bild und
Urbildbereich von ¢ gehoren.

Wiirden wir zwei Basen zulassen, so konnten wir mit Beispiel (c) in 5.5.4 Basen B und C
finden, so dass die Matrix A = [¢] g, deren Spalten die Koordinaten der Bilder der Elemente von
B bzgl. der Basis C sind, die Gestalt

1 0 0 0 0
0 1
0
A:[W]g: 0 0 1
0 0 0
O vi e i O e e D

hat. In der Tat ist das eine sehr einfache Gestalt, aber bei unserer Problemstellung sind die
Spielregeln anders: Wir haben jeweils nur eine Basis B = C' zu verwenden. Diese Einschriankung
macht das Problem, eine moglichst einfache Matrix [¢]p zu finden, wesentlich schwieriger.

Wann ist eine Matrix “mdglichst einfach™ Die einfachsten Matrizen sind Diagonalmatrizen

A
1 N O
0 .

Die Matrix von ¢ bzgl. der Basis B hat genau dann die Diagonalgestalt diag(A1,...,A,), wenn
gilt:

A =diag(A1,...,\) =

Lp(Uj) :)\j’()j fﬁrj: 1,...,7’L.

Dies fiihrt zu folgender Frage: Gibt es eine Basis v1,...,v, von V, so dass ¢(v;) = A\jv; fir
geeignete Zahlen A\; € K (j =1,...,n) gilt und wie kénnen wir solche Vektoren v; und Zahlen \;
finden?

Beispiele 7.1.3 In einigen Fillen kénnen wir eine solche Basis aus geometrischen Uberlegungen
finden: Sei V =R? und g eine Gerade durch 0.
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a) Sei o die (orthogonale) Spiegelung an der Geraden g. Wir wihlen
einen Vektor v in Richtung von g und einen Vektor vs orthogonal s
zu g. Dann folgt v

o(v1)=1v
ovi)=1-v1 , o(va)=(=1) va.

Die Matrix von o bzgl. der Basis vy, vq ist o(w2)=(=1)v2

A= (1 0 >
0 -1
b) Sei 7 die Orthogonalprojektion auf g. Fiir die obige Basis v1, vo erhalten wir

ow))=1-v1, o(va)=0=0-vs.

Also ergibt sich die Matrix von A bzgl. vy, vs zu

A= (19
0 0
c) Es gibt andere geometrische Abbildungen, die keine Eigenvektoren besitzen. Zum Beispiel die

Rotation pp : R? — R? um den Nullpunkt um den Winkel 6 € ]0, 7[ besitzt in der Tat keinen
Eigenvektor zu einem reellen Eigenwert A € R.

Wir koénnen die Gleichung ¢(v) = Av auch auf die folgende Art schreiben:

pv) =X <= pv)—Av=0
<~ p(v) = Aid(v) =0
— (p—Aid)(v) =0
<= v € ker(p — Aid).

Dabei ist id = idy, die identische Abbildung auf V.
Wir suchen zunichst Vektoren v € V, die p(v) = Av fiir bestimmte Skalare A € K erfiillen.
Wir wollen geeignete Namen fiir solche Vektoren v und Skalare A einfiihren.

Definition 7.1.4 [Eigenvektoren und Eigenwerte]

1. Sei ¢ € End(V) ein Endomorphismus von V. Eine Zahl X\ € K heifst Eigenwert von ¢, wenn
es einen Vektor 0 £ v € V gibt, so dass

p(v) = v

gilt und jeder Vektor v # 0, der diese Gleichung erfiillt, heifst Eigenvektor von ¢ zum
Eigenwert \. !

Der Unterraum
V= Va(p) i=ker(p — Aidy ) = {v € V : p(v) = I}

heifst Eigenraum zum Figenwert A. Da der Kern einer linearen Abbildung immer ein linearer
Teilraum ist (5.1.1), ist auch V) ein Untervektorraum von V. Die Dimension

dy:=dimVy >1

IDariiber, ob man 0 in der Definition eines Eigenvektors mit einschliessen sollte, scheiden sich die Geister.
In den Lehrbiichern von S. Lang und N. Bourbaki ist 0 ein Eigenvektor fiir jeden Eigenwert A. Eine Zahl A\
heifit dann Eigenwert, wenn der zugehorige Eigenraum positive Dimension besitzt. Im Grunde entspricht dies
auch meiner Sichtweise, aber die meisten deutschsprachigen Biicher zur Linearen Algebra sehen das anders. Um
in dieser nebensédchlichen Frage keine unndétige Verwirrung zu erzeugen, schliessen wir uns der deutschsprachigen
LA-Literatur an.



166 KAPITEL 7. EIGENVEKTOREN UND EIGENWERTE

heifst die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes .

Eine Zahl A € K ist also genau dann Eigenwert, wenn V) () # {0} ist, also dy > 1. In diesem
Fall ist V) (¢) \ {0} die Menge der Eigenvektoren von ¢ zum Eigenwert A.

Die lineare Abbildung ¢ heifit diagonalisierbar, wenn V eine Basis aus Eigenvektoren von ¢
besitzt, also wenn eine Basis B existiert, so dass die zugehorige Matrix [¢] s Diagonalgestalt
hat.

2. Ist A € M, (K) eine (n x n)-Matrix, so betrachten wir die lineare Abbildung
va € End(K"), z+— Azx.

Eine Zahl A € K heiflt Eigenwert von A, wenn A Eigenwert von ¢4 ist, also wenn ein
0 # z € K™ mit
Ax = Mz

existiert. Entsprechend heifst
ker(oa — Aid) = {z € K": Az = Az}

Eigenraum von A zum Figenwert ). Alle Aussagen iiber Eigenvektoren und Eigenwerte von
linearen Abbildungen lassen sich in diesem Sinn auf Matrizen {ibertragen.

Die Matrix A heift diagonalisierbar, wenn ¢, diagonalisierbar ist, also wenn in K™ eine
Basis aus Eigenvektoren von A existiert.

Mit dieser Terminologie kdnnen wir die Frage in 7.1.1 anders formulieren: Wann ist die lineare
Abbildung ¢ : V' — V diagonalisierbar?

Bemerkung 7.1.5 Wir fassen noch einmal die wichtigsten Aspekte zusammen.

A ist ein Eigenwert von ¢
<= Die Gleichung (¢ — Aid)(v) = 0 hat eine Losung v # 0
< ker(¢ — Mid) # {0}

Analog werden Eigenvektoren charakterisiert:

v ist ein Eigenvektor von ¢ bzgl. A
<= v ist eine nichtverschwindende Losung von (¢ — Aid)v =0
<= 0 # v € ker(¢ — \id)

Bemerkung 7.1.6 Fir A € M,(K) ist A € K genau dann ein Eigenwert von A, wenn das
homogene System linearer Gleichungen

(A= AE)u =0 (H)

eine nichttriviale Losung v # 0 besitzt. Die nichttrivialen Losungen von (H) sind dann die Eigen-
vektoren zum Eigenwert .
In der Tat, kénnen wir die Gleichung Av = Av auch auf folgende Art schreiben:
Av=X v <= Av— I v=0
— Av—AEv=0
< (A-AE)v=0

wobei E = FE,, die nxn-Einheitsmatrix bezeichnet.

Wir legen uns nun die Frage vor, wie wir Eigenwerte und Eigenvektoren einer linearen Abbil-
dung bzw. einer Matrix berechnen. Der folgende Satz ist hierbei von zentraler Bedeutung.
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Satz 7.1.7 Ist p € End(V) und dimV < oo, so ist A € K genau dann ein Eigenwert von ¢, wenn
det(p — \id) = 0 ist.

Beweis.  Da wir einen endlichdimensionalen Vektorraum V' betrachten, gilt:
ker(p — Aid) = {0} < ¢ — Aid ist injektiv (nach 5.1.3)
<= p — Aid ist bijektiv (nach 5.1.5)

< det(p — Aid) #0 (nach 6.4.5 (D9))

Folgerung 7.1.8 Fiir A € M, (K) gilt:

A ist Eigenwert von A <= A — \E ist nicht invertierbar

= |det(A — \E) = 0|

Die letzte Formel heifst charakteristische Gleichung von A.

Beweis.  Wir wissen aus 6.4.5 (D9), dass die Matrix A — AF genau dann nicht invertierbar
ist, wenn det(A — AE) = 0 gilt. Wir kénnen nun Satz 7.1.7 auf die lineare Abbildung ¢ 4: K" —
K", x — Az anwenden. Die Behauptung folgt dann aus

det(A — AE) = det(pa — Aid),

denn A — \FE ist die Matrix von ¢4 — \id bzgl. der Standardbasis von K". ]

Beispiele 7.1.9 1. Wie in 7.1.3 (a) betrachten wir die orthogonale Spiegelung o an der Gera-

den g¢:
Eigenwerte A =1 Ay = —1
Eigenvektoren vq Vg (und skalare Vielfache)
Eigenrdume Vi, =Ru; Vi, =Ruwg

alle Vektoren auf g alle Vektoren senkrecht zu g

2. Fiir die Orthogonalprojektion 7 auf g aus 7.1.3(b) gilt:

Eigenwerte A =1 A =0
Eigenvektoren } .

. . wie oben
Eigenrdume

In beiden Beispielen erhalten wir zwei Eigenwerte mit der geometrischen Vielfachheit 1.

A= (01 (1)) € Ma(R).

3. Wie betrachten die Matrix

Fir A € R erhalten wir die Matrizen
-2 1
A—ME =
(22

det(A—AE) =X +1#£0.

Also sind alle Matrizen A — AFE invertierbar, denn die charakteristische Gleichung von A
besitzt keine Nullstelle. Folglich hat die relle Matrix A keinen Eigenwert.

mit

Wir sehen insbesondere, dass nicht jede Matrix einen Eigenwert besitzt.
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4. Wie betrachten die komplexe Matrix

A (01 é) € M(C).

Thre charakteristische Gleichung
0=det(A—\E) =)\ +1

besitzt dann die Nullstellen \; = ¢ und Ay = —i, die zueinander komplex konjugiert sind.
Losen der linearen Gleichungssysteme

(A — )\J‘E)’U =0

() ()

Beispiel 7.1.10 (fiir K = R): Wir untersuchen die reelle Matrix A = (; i’) auf Eigenvektoren

fiihrt auf die Eigenvektoren

und Eigenwerte. Dann ist A — \E = (1 ; g 1 E )\)'

FEigenwerte: Die charakteristische Gleichung ist also

O:det(A—AE):‘l_/\ 3

=(1-)\)?—
A

und damit Ay, =1+ 3, d.h.
A =4, =2

Eigenvektoren: Wir miissen beide Eigenwerte beriicksichtigen.

.>\1:4Z
-3 3 1
A—M\E)w= = R .
( ME)v (3 3)1} 0 = ve (1)

(A—AQE)U:G §>u:o :>UER<_11>.

Also sind v; = (1) und vy = ( 11) Eigenvektoren von A. Diese bilden eine Basis B’ von R2.

® )\2:72:

Also ist A diagonalisierbar.
Bemerkung: Die lineare Abbildung ¢4 : R2 — R 2, die durch die Matrix A bzgl. der Standard-
basis B gegeben ist, besitzt die Matrix
A — 4 0
\0 -2

bzgl. der Basis B’ = (v1,v2). In der Tat ist Av; = 4v; und Ave = —2vs.
Die Matrizen A und A’ sind durch die Transformationsformel

A =S"1TAS

miteinander verbunden. Dabei ist S die Transformationsmatrix S = <1 1 > (siehe 5.6.3). Die

1 -1
Spalten der Transformationsmatrix S sind die Koordinaten der neuen Basisvektoren vy, vs bzgl.
der Standardbasis (eq, e2).
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7.1.1 Lineare Unabhingigkeit von Eigenvektoren

Satz 7.1.11 Seien A1, \a, ..., \. paarweise verschiedene Eigenwerte von ¢ € End(V) undvy,..., v,

zugehorige Figenvektoren. Dann sind vy, ..., v, linear unabhdngig.
Beweis.  Mittels Induktion nach k zeigen wir, dass vy, ..., vx linear unabhingig sind.
Fir £ = 1 ist nichts zu zeigen. Wir nehmen nun an, dass die Vektoren wvi,...,vg_1 linear

unabhingig sind. Sei
pvr + ..+ prve = 0.

Wenden wir ¢ auf diese Gleichung an, so erhalten wir
0=w(uvy + ...+ ppvr) = prp(v1) + -+ prp(Vr) = prAivr + ..+ ARk
Ziehen wir das Ag-fache der ersten Gleichung von der zweiten ab, so ergibt sich
0= g1 (A1 — Ap)vr + oo+ pr—1(Ak—1 — Ag)vk—1,
und aus der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren vy, ..., vx_1 erhalten wir
i —Ag) =0, j=1,... k-1
Wegen \; # A folgt hieraus p; = 0. Damit ist auch ppvr, = 0, und somit py, = 0, da v, als

Eigenvektor von 0 verschieden ist. u

Folgerung 7.1.12 Seien A1, Ao, ..., A\, paarweise verschiedene Eigenwerte von . Dann ist die
Summe der zugehdrigen Figenrdume direkt:

Vi, +Va,+...+V, =V, aV\,d...aV,,.

N
Beweis. Es seien

U=ur+...+U—1+ Uup

7.1

wu=uj +...+u._;+u. (7.1)
zwei Darstellungen eines Vektors u durch Vektoren u;,u) € Vy,. Wir miissen zeigen, dass u; = u},
fiir alle s = 1,...,r gilt. Aus (7.1) erhalten wir durch Subtraktion

0=(ug —uy)+...4+ (up—1 —ul_y) + (ur —ul). (7.2)

Da die u; — u; entweder 0 oder Eigenvektoren zum Eigenwert A; sind, sind die von 0 verschiede-
nen Summanden nach Satz 7.1.11 linear unabhéngig. Da ihre Summe 0 ergibt, miissen also alle
Summanden verschwinden, und wir erhalten u; = v/, fiir alle j. ]

Bemerkung 7.1.13 Ein Endomorphismus ¢ eines n-dimensionalen Vektorraumes V' kann héch-
stens n verschiedene Eigenwerte besitzen. Hat ndmlich ¢ verschiedene Eigenwerte Aq,..., A, mit
zugehorigen Eigenvektoren vy, ..., v,, so sind diese nach 7.1.11 linear unabhéngig. Also gilt » < n.

Satz 7.1.14 Hat A € M,,(K) n verschiedene Eigenwerte, dann ist A diagonalisierbar.
Beweis.  Seien Ay,..., A, verschiedene Eigenwerte von A und vy,...,v, zugehorige Eigenvek-

toren. Diese sind linear unabhéngig 7.1.11 und bilden daher eine Basis von K", Also ist A diago-
nalisierbar. -
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Bemerkung 7.1.15 Seien Ay, ..., A, verschiedene Eigenwerte von ¢ und d, ..., d, deren geome-
trische Vielfachheiten. Wir finden dann jeweils eine d;-elementige Basis von V),. Nehmen wir diese
Basen zusammen, so erhalten wir eine Basis des Teilraums Vy, ®- - -@V), . Gilt dy+da+- - -+d, = n,
dann ist dieser Teilraum gleich V. Also hat V eine Basis von Eigenvektoren von ¢ und die Matrix
von ¢ bzgl. dieser Basis ist eine Diagonalmatrix:

A1 0
0 A1

dT{ 0
0 Ar

Bemerkung 7.1.16 Die obigen Eigenschaften gelten entsprechend fiir Matrizen A € M, (K), da
man sie durch Anwendung auf die lineare Abbildung ¢ 4: K" — K™ z +— Az {ibertragen kann:
Seien A1, Ao, ..., A, paarweise verschiedene Eigenwerte einer nxn-Matrix A und seien dy, ds, . .., d,
ihre geometrischen Vielfachheiten.

a) Die Summe der Eigenrdume von A ist direkt:
Vi, vV, ++V\, =V, 8V, d--- DV,

b) Sind vy, vs,..., v, Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen Eigenwerten A1, Ao, ..., A,
so sind diese Eigenvektoren linear unabhéngig. Wir haben dies schon im Beweis von 7.1.14
verwendet. Hieraus folgern wir insbesondere r < n, d.h. eine nxn-Matrix A hat hdchstens
n verschiedene Eigenwerte.

Aufgabe 7.1.17 Sei A € M,,(C) eine Matrix mit reellen Eintréigen. Zeige: Ist v € C" ein Eigen-
vektor von A zum Eigenwert A € C, so ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Hierbei
steht v € C™ fiir den Vektor, der durch Konjugieren der Eintréige von v entsteht.

7.2 Formale Polynome

In diesem Abschnitt lernen wir den Begriff eines formalen Polynoms mit Koeffizienten in einem
Korper K kennen. Dies sind Ausdriicke der Gestalt

p(t) = ap+ a1t + ...+ at”,

wobei wir ¢ nicht als Element von K interpretieren, sondern als eine Unbestimmte. In diesem Sinn
wird p keine Funktion K — K sein, sondern ein formales Objekt.

Definition 7.2.1 Wir betrachten den Vektorraum aller Funktionen
a:Ng =K, m— apy.

fiir die ein N € N existiert, so dass a,, = 0 fliir m > N gilt. Diese Funktionen denken wir uns als
Folgen der Gestalt
(ag,a1,...,an,0,0,...).

Dieser Vektorraum besitzt eine kanonische Basis t”, n € Ny, die durch

1 fi _
1 (m) = Sy = urn=m
0 sonst
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definiert ist. In der Tat hat jedes Element a in unserem Vektorraum die eindeutige Darstellung

N
a= g apt™.
n=0

als Linearkombination der ¢".
Im folgenden schreiben wir
K[t] = span{t": n € No}

fiir den betrachteten Vektorraum und schreiben

N
p(t):Zant":a0+a1t+...+aNtN

n=0

fiir seine Elemente. Hierbei denken wir uns p(t) nicht als Funktion mit dem Argument ¢, sondern
als ein formales Polynom in der Unbestimmten t. In diesem Sinn kdnnen wir die Interpretation
der Elemente von KJt] als Funktionen wieder vergessen und miissen uns zunichst nur merken,
dass K[t] ein Vektorraum mit der Basis t", n € Ny, ist. Wir schreiben abkiirzend 1 fiir t° und
entsprechend agt® = ao.

Fiir Elemente von KJt] werden wir oft p(¢) schreiben, um auf die Unbestimmte ¢ hinzuweisen.
Anders als fiir Funktionen steht p(¢) also nicht fiir “den Wert von p an der Stelle ¢”, sondern fiir
das Polynom selbst.

Ist p(t) = ap + ... + ant™ € K[t] mit axy # 0, so nennen wir deg(p(t)) := N den Grad von
p. Die Zahl ay heiflt Leitkoeffizient von p(t). Fiir das Nullpolynome setzen wir deg(0) := —oc.
Hiermit ist insbesondere deg(t") = n fiir alle n € Ny.

Auf wie viele Summanden man die Summe in der Darstellung von p(t) erstreckt, ist unwesent-
lich, wenn N ausreichend grof ist. Gilt a,, = 0 fiir m > N, so haben wir auch

M
p(t) = Z ant™
n=0

fir alle M > N.
Da die Basiselemente t", n € Ny, linear unabhéngig sind, sind zwei Polynome

N N
p(t)=> ant" und q(t) =) but"
n=0 n=0

genau dann gleich, wenn
an :bo,a1 Zbl,...,(l]\/ ZbN

gilt, d.h., wenn ihre Koeffizienten gleich sind (Koeffizientenvergleich).
Bemerkung 7.2.2 Man kann jedem formalen Polynom p(t) = ag + a1t + ... + ant™ € K[t] die

Polynomfunktion
pK—K, z—a+az+...+a,z"

zuordnen. Die Abbildung
®: K[tf] = P(K), p—p

ist im allgemeinen aber nicht injektiv, denn verschiedene formale Polynome kénnen die gleiche
Polynomfunktion beschreiben.

Ist zum Beispiel K = Z/2Z der zweielementige Korper, so gilt 22 = z fiir beide Elemente
0,1 € K. Insbesondere ist also ®(t") = ®(¢) fiir alle n > 1. Zum Beispiel stellen die Polynome

pi(t)=t und po(t) = t?

die gleiche Polynomfunktion K — K dar.
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Eine genauere Analyse der Situation zeigt allerdings, dass die Abbildung ® genau dann injektiv
ist, wenn der Korper K unendlich ist, denn jedes Element ¢(¢) € ker ® ist ein Polynom, dessen
zugehdrige Funktion ¢: K — K verschwindet. Wie wir unten sehen werden, hat ein von Null
verschiedenes Polynom vom Grad n maximal n verschiedene Nullstellen, was fiir unendliche Korper
K zeigt, dafs @ injektiv ist. Interessiert man sich also nur fiir unendliche Korper wie Q, R oder C,
so benotigt man das Konzept eines formalen Polynoms in der Linearen Algebra nicht.

Definition 7.2.3 [Arithmetik von Polynomen| In dem Vektorraum K[t] der Polynome in der
Unbestimmten ¢ liefert die Vektorraumstruktur eine Addition

(ap + art + ...+ ant™) + (bo + art + ... + bytY)
= (ap+bo) + (ay + b))t + ... + (an + by )tV
und eine Skalarmultiplikation
)\-(a0+a1t+...+aNtN) = \ag + Nait + ...+ dant?.
Dariiber hinaus definieren wir eine Multiplikation
(ap +art + ...+ ant™) - (bg + art + ... + bpt™)

= aobo —+ (a0b1 —+ albo)t + ...+ ( Z aibj)t” 4+ ...+ aNbMtNJrM.
1+j=n

Satz 7.2.4 Der Raum K[t] der Polynome in einer Unbestimmten t mit Koeffizienten in K ist
eine kommutative K-Algebra, d.h. die Multiplikation ist assoziativ, kommutativ, distributiv, hat
ein neutrales Elemente 1 := t°, und es gilt

Ap-g)=(A-p)-g=p-(Aq)
fir A € K, p,q € K[t].

Beweis.  Der Beweis durch Nachrechnen ist eine leichte Ubung. L]

Lemma 7.2.5 Sind p und q von Null verschiedene Polynome, so gilt

deg(p + ) < max(deg(p), deg(q))
mit Gleichheit, fall deg(p) # deg(q), und
deg(p - ¢) = deg(p) + deg(q)-
Beweis.  Wir schreiben
p(t) =ag+art+ ... +ant™, q(t) =by+bit +... + byt

mit ay # 0 und by # 0.
Ist M < N, so hat p(t) + ¢(t) die Gestalt

p(t) +q(t) = (ap +bo) + (a1 +b1)t + ...+ (an + bn)tY,

also
deg(p(t) + q(t)) < N = max(N, M)

mit Gleichheit fiir M < N. Fir M > N argumentiert man analog, indem man die Rolle von p
und ¢ vertauscht.
Den Grad eines Produktes erkennt man daran, dass p - ¢ die Gestalt

p(t)q(t) = anbartV M 4.
hat, wobei ... fiir einen Term vom Grad < N + M steht. Wegen anbps # 0 ist daher
deg(p-q) =N + M.
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Folgerung 7.2.6 [Nullteilerfreiheit] Sind p,q € K[t] \ {0}, so ist
pg#0 in Kt

Der folgende Satz besagt, dass die Teilbarkeitstheorie der Algebra K[t] sehr stark an die Teil-
barkeit im Ring Z der ganzen Zahlen erinnert.

Satz 7.2.7 [Polynomdivision] Sind p,q € K[t] mit g # 0, so existieren eindeutig bestimmte Poly-
nome s,r € K[t] mit
p=s-q+r, deg(r) < deg(q).

Das Polynom r heifst Rest des Polynoms p nach Division durch q. Das Polynom ¢ heifst Teiler
von p, wenn r = 0 ist. In diesem Fall schreiben wir auch

Beweis. Eindeutigkeit: Haben wir zwei Darstellungen
p=sq+r=sq+7

mit deg(r), deg(¥) < m, so erhalten wir durch Differenzbildung

(s — g)q =r—r.
Ist s # s, so erhalten wir fiir die Grade auf beiden Seiten
deg(s —5) + deg(q) = deg(r —7) < deg(q),

im Widerspruch zu Lemma 7.2.5.
Existenz: Sei

p(t) =ag+art+...+apt™ und q(t) =bo + bit + ...+ byt™

mit a, # 0 # b,,. Wir zeigen die Existenz von s und r {iber Induktion nach dem Grad n von p.
1. Fall: Ist n < m, so setzen wir s := 0 und r := p und erhalten p = sq+7r mit deg(r) = n < m.
2. Fall: Ist n > m, so betrachten wir das Polynom

~ (075 n—m n n— an n—m m
B(t) = p(t) = " "q(t) = (ant +%4t1+“3734 (bnt™ + ...
= (@n-1 = b

also ist deg(p) < n. Geméss der Induktionsannahme existieren eindeutige Polynome § und 7 mit
deg(T) < n und

p=sq+T
Dann ist
~ Qn n—m ~ Qn n—m ~
p(t) = B() + 34" "q(t) = (3() + "7 ) (t) + 7).
und die Behauptung folgt mit
s(t) == 5(6) + 4" (t) = (1)
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Aufgabe 7.2.8 Der obige Beweis liefert ein Verfahren zur Polynomdivision, bei dem der Grad
von p bei jedem Schritt um 1 verkleinert wird, bis er kleiner als der Grad von ¢ ist. Schreiben Sie
dieses Verfahren als Algorithmus auf.

Beispiel 7.2.9 Fiir
pt) =t + 3 4+t2+1 und q(t)=t>—t

erhalten wir sukzessive
pi(t) =p(t) —tq(t) = (" + 3+ 2+ 1) —t(t® —t) =7 + 22 + 1,
pa(t) := p1(t) — q(t) = 26* + 1 + 1.
Durch Riickwirtseinsetzen ergibt sich damit p = sq + r mit
r(t):=2t* +t+1 und s(t):=t+1.

Definition 7.2.10 [Nullstellen von Polynomen] Ist p(t) = ag + ... + axt¥ € K[t], so heifit die
Zahl X € K Nullstelle oder Wurzel von p(t), wenn

p(A) =ag+aA+...+ax\VN =0
in K gilt. Wir ersetzen hierbei in p(¢) die Unbestimmte ¢ durch das Element X € K.

Lemma 7.2.11 Ist p(t) ein Polynom vom Grad d > 1 und A eine Nullstelle von p(t), so existiert
ein eindeutig bestimmtes Polynom c(t) vom Grad d — 1 mit

p(t) = (t = A)e(d).
Beweis.  Polynomdivision mit ¢(¢) := ¢t — X liefert eindeutig bestimmte Polynom c¢(t) und r(t)
mit
p(t) = q(t)e(t) +r(t) = (t = Nq(t) +7r(t)
und deg(r(t)) < deg(q(t)) =1, also r(t) = ro € K. Wegen
0=pA) = (A= XNec(A) +19 =19

ist r(t) = 0, also p(t) = q(t)c(t). [

Definition 7.2.12 Sei p(t) ein Polynom vom Grad d und A € K eine Nullstelle. Wir schreiben

p(t) = (t = ANp1(?)

fiir ein p1(¢) € K[t] vom Grad d — 1. Ist p1(\) # 0, so heilt \ einfache Nullstelle von p(t). Ist
p1(A) = 0, so finden wir ein Polynom ps(t) € K[t] mit

pi(t) = (t = Mpa(2),

also
p(t) = (t = A)?pa(t).

Iteration dieses Prozesses liefert eine Zahl s > 0 und ein Polynom p,(t) € K[¢] mit
p(t) = (t—A)°ps(t) und pg(A) #0.

Wir nennen A dann eine Nullstelle der Vielfachheit s.
D.h. die Zahl s ist maximal mit der Eigenschaft, dass Division von p(¢) durch (¢ — A)® ohne
Restglied moglich ist.
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Folgerung 7.2.13 Ein Polynom p(t) € K[t] vom Grad n besitzt hichstens n verschiedene Null-
stellen.

Beweis.  Sind Aq,..., A\, verschiedene Nullstellen von p(t), so schreiben wir zuerst

p(t) = (t = A1)p1(?)

mit einem Polynom p; (¢) vom Grad n — 1. Fiir 4 > 1 hat dann
0=p(A) = (A = A)pr (M)

zur Folge, dass auch p;();) verschwindet.
Induktiv erhalten wir also Polynome py(t) vom Grad n — k mit

p(t) = (t— A1) (t = Ae)pi(?),

so dass A\g41,...,Ar Nullstellen von py sind. Fiir k = r folgt n — r > 0, also r < n. [

Bemerkung 7.2.14 Es seien Ay,..., A, die verschiedenen Nullstellen des Polynoms p(t) € K[t]
mit den Vielfachheiten ey, ..., e,.
Dann existiert ein Polynome p; (t) mit

p(t) = (t = X)'pa(t).

Die Zahlen Ao, ..., A, sind keine Nullstellen von (¢t — A1), also Nullstellen von p;. Es ist klar, dass
die Vielfachheit ef, der Nullstelle A2 von p; hochstenst ey ist. Wire ey, < eq, so wire

p(t) pi(t)

= (- M)
(t— Ag) (t=x) (t— Ag)

aber Ay wire keine Nullstelle der rechten Seite mehr. Also ist es = ef. Induktiv erhalten wir so
eine Faktorisierung

p(t) = (E=A) - (E = A)q(d),
wobei ¢(t) keine Nullstellen besitzt.

Bemerkung 7.2.15 Der Fundamentalsatz der Algebra besagt nun, daf jedes komplexe Polynom
in C [t] ohne Nullstellen konstant ist. In diesem Fall erhalten wir also

pt) = c(t — M) - (E— A

mit einer Konstanten ¢ € C.
Veranschaulichung des Fundamentalsatzes der Algebra: Sei

p:C —-C, z—agt+arz+...+az"

eine Polynomfunktion vom Grad n. Weiter nehmen wir an, daf p keine Nullstelle besitzt. Wir
betrachten nun das Bild der Kreislinie K, := {z € C: |z| = r} unter p. Fiir kleine p ist p(K,.) eine
geschlossene Kurve, die nahe bei ag liegt, also wie ein Lasso zusammenziehbar ist. Fiir ausreichend
grofse r gilt

n 1 n
p(2) — ana"| < 5lana").

In diesem Fall kann man zeigen, daf die Kurve p(K,) den Nullpunkt 0 € C in einem geeigneten
Sinne n mal umliuft, so wie dies fiir das Polynom z — 2" der Fall ist. Man zeigt nun, daf diese
Umlaufzahl unabhéngig ist von r und folgert daraus n = 0.

Bemerkung 7.2.16 Auch wenn man weifs, dass komplexe, nicht konstante Polynome immer Null-
stellen besitzen, kann das Berechnen von Nullstellen konkreter Polynome sehr schwierig sein. Fiir
Polynome vom Grad 1 ist es trivial, und fiir Polynome vom Grad 2, 3 und 4 gibt es direkte
Losungsformeln, die quadratische, kubische und quartische Wurzeln verwenden.
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7.3 Das charakteristische Polynom einer Matrix

Definition 7.3.1 [Das charakteristische Polynom| Wir betrachten fiir eine nxn-Matrix A die
Determinante det(A — tF) als Element von KJt]:

all — t a12 N A1n,
a1 a29 — t ... A2p,
Pa(t) :=det(A —tE) = | o e K.
an1 An2 cee Qpp — T

Das Polynom Py(t) heifst charakteristisches Polynom der Matrix A.

Beispiel 7.3.2 Fiir A € M»(K) ist

aj; —t a
PA(t): 11 12

= (a11 — t)(ag2 — t) — ajza01
R BT (P

=t — (a11 + a22)t + a11a22 — a12a21
=12 — tr(A)t + det(A)

Allgemein gilt:

Satz 7.3.3 Das charakteristische Polynom Pa(t) von A ist ein Polynom vom Grad n mit Koeffi-
zienten aus K. Weiter gilt

Pa(t) = (—=1)"t" + (=) Htr A)t" 1 + - 4 det(A).
Beweis.  Berechnen wir det(A —¢tF) mittels der Formel von Leibniz nach 6.3.4, so erhalten wir
Ps(t) = (a11 —t)(agz —t)...(any —t) + Produkte mit héchstens n — 2
Faktoren (a;; — t)
(=)™ 4+ (=1)""Yay1 + - - - + @pn)t" " + Terme niedrigeren Grades
= (=1)™"" 4 (=1)""(tr A)t" "' + Terme niedrigeren Grades

Weiter haben wir fiir den konstanten Term P4 (0) = det(A). ]

Bemerkung 7.3.4 Nach 7.1.8 sind die Eigenwerte von A genau die Nullstellen \ des charakteri-
stischen Polynoms P4(t). Da ein Polynom vom Grad n hochstens n verschiedene Nullstellen hat
(7.2.13), erhalten wir damit einen neuen Beweis fiir die Aussage in 7.1.16 (b), dass eine nxn-Matrix
hochstens n verschiedene Eigenwerte besitzt.

Definition 7.3.5 [Algebraische Vielfachheit] Wir nennen fiir einen Eigenwert A von A die Viel-
fachheit ey der Nullstelle A des charakteristischen Polynoms P4(t) die algebraische Vielfachheit
des Eigenwerts .

Aufgabe 7.3.6 Fiir jeden Eigenwert A einer Matrix A ist die geometrische Vielfachheit dy kleiner
oder gleich der algebraischen Vielfachheit ey.

Beispiel 7.3.7 (K = R): Wir betrachten die Matrix A = <(1) ?) Zur Berechnung der Eigen-
werte betrachten wir das charakteristische Polynom

Pa(t) = det(A — tE) — ‘1 —t 2

=(1-1t)>
0 1—t‘ (1=

Also ist 1 der einzige Eigenwert, und er hat die algebraischen Vielfachheit e; = 2.
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Eigenvektoren zum einzigen Eigenwert 1 erhalten wir als Lésungen von:

(A—l-E)v:<8 (2))1;:0 :>UER<(1)>.

Also ist die geometrische Vielfachheit des Figenwertes Ay = 1 gleich d; = 1. In diesem Beispiel ist
d1 < eq; es gibt also keine Basis von Eigenvektoren.

Satz 7.3.8 [Bedingungen fiir Diagonalisierbarkeit von Matrizen] Eine nxn-Matrix A ist genau
dann diagonalisierbar iber K, wenn ihr charakteristisches Polynom Pa(t) in ein Produkt von
Linearfaktoren

Pait)y =M =) ... (N =)

(A1, ..., A € K) zerlegt werden kann und falls fir jeden Eigenwert \; die geometrische Vielfachheit
d; gleich der algebraischen Vielfachheit e; ist.

Beweis.  Seien \q,..., A, die verschiedenen Eigenwerte von A.
Ist A diagonalisierbar und sind dy,...,d, die geometrischen Vielfachheiten von Ay,... A, so
existiert eine invertierbare Matrix S (deren Spalten die Eigenvektoren von A sind), so dass

A1 0
0 A1

A =871A5 =

dr{ 0
0 Ar

gilt. Dann ist
Pu(t) = det(A — tE) = det(SA'S™! — tE)

=det(S(A' —tE)S™") = det(A’ —tE) = Pa/(t) = ﬁ(Aj —t)%.

Insbesondere folgt e; = dj;, die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten stimmen also
iiberein.
Jetzt nehmen wir an, dass das charakteristische Polynom P4 (t) in Linearfaktoren zerfallt:

PA(t) = (Al — t)el R (Ar _ t)e’"

und die geometrische Vielfachheit d; des Eigenwerts A; mit der algebraischen Vielfachheit e;
ibereinstimmt. Dann ist

n=deg(Pa(t))=e1+...+e.=d1+... +d,,

also folgt aus Bemerkung 7.1.15, dass A diagonalisierbar ist. ]

Folgerung 7.3.9 [Spezialfall: K = C| Eine komplexe Matriz A € M, (C) ist genau dann diago-
nalisierbar, wenn fir jeden Eigenwert \; € C die algebraische und die geometrische Vielfachheit
ibereinstimmen.

Beweis.  Fiir eine komplexe Matrix A zerfallt das charakteristische Polynom P4 (t) € C [¢] nach
dem Fundamentalsatz der Algebra in Linearfaktoren. Die Behauptung folgt also aus Satz 7.3.8. m
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Bemerkung 7.3.10 [Spezialfall: K = R] Ist eine reelle nxn-Matrix A diagonalisierbar, so ist sie
natiirlich auch als komplexe Matrix diagonalisierbar, und alle Eigenwerte sind reell.

Ist umgekehrt, A € M, (R) eine Matrix mit reellen Eintrégen, die als komplexe Matrix dia-
gonalisierbar ist (7.3.9) und nur reelle Eigenwerte besitzt, so kann man zeigen, dass A auch als
reelle Matrix diagonalisierbar ist. Hierzu argumentiert man wie folgt. Sei A € R ein Eigenwert
von A. Dann ist A — AE € M,,(R) eine reelle Matrix. Sei d die geometrische Vielfachheit von A
als Eigenwert der komplexen Matrix A € M,,(C) und d¥ die geometrische Vielfachheit von A als
Eigenwert der reellen Matrix. Dann ist

d¥ =n —rank(A — \E) = d5,

denn der Gaufk-Jordan-Algorithmus zeigt, dass der Rang einer reellen Matrix sich nicht &ndert,
wenn man sie als komplexe Matrix betrachtet. Damit erhalten wir

S odi =>"d5, =n,

woraus mit Bemerkung 7.1.15 folgt, dass A reell diagonalisierbar ist.

7.4 Ahnlichkeit von Matrizen

Definition 7.4.1 [Ahnlichkeit von Matrizen] Zwei nxn-Matrizen A und A’ € M, (K) heifen
dhnlich, geschrieben A ~ A’, wenn es eine invertierbare nxn-Matrix S € GL,,(K) gibt mit

A= S7TAS.
Lemma 7.4.2 Ahnlichkeit von Matrizen ist eine Aquivalenzrelation, d.h. fir A, A’, A" € M, (K)
gilt:
(i) A=~ A.
(ii) Am A= A = A.
(iii) Am A A A= A A,
Beweis.
(i) Fiir die Einheitsmatrix S := F, gilt A= E,'AE,, also A ~ A.

(ii) Gilt A ~ A’, so gibt es eine invertierbare Matrix S, so dass A’ = S~1A’S gilt. Durch
Multiplikation mit S von der linken Seite und durch S~! von der rechten Seite erhalten wir
SA’S™1 = A. Wahlen wir T = S~!, so erhalten wir A = T~ A’T und damit A’ ~ A.

(iii) Es gelte A ~ A" und A’ ~ A”. Dann gibt es invertierbare Matrizen S und T, so dass
A= S71AS, A" = T=YA'T gilt. Durch Ersetzung von A’ in der zweiten Gleichung durch den
in der ersten Gleichung gegebenen Wert erhalten wir A” = T-1S71AST = (ST)~*A(ST).
Also gilt A~ A”.

Satz 7.4.3 [Bedeutung der Ahnlichkeit] Zwei Matrizen A und A’ in M, (K) sind genau dann
ahnlich, wenn eine lineare Abbildung ¢ : V — V auf einem n-dimensionalen Vektorraum V und
zwei Basen B und B’ von V ezistieren, so dass A = [¢|p und A" = [¢]p gilt.

Beweis. Sind A = [¢|p und A’ = [p]p Matrizen einer linearen Abbildung ¢ : V' — V bzgl.
zweier Basen B und B’ in V, so gibt es eine invertierbare Matrix S = [id] gl (die Transformations-
matrix) mit A’ = S~1AS (siehe 5.6.3), d.h. A~ A’

Umgekehrt sei A = A’. Sei V := K" und ¢: K* — K" definiert durch ¢(v) := Av. Dann gilt
[¢]B = A bzgl. der Standardbasis B von K™. Nach Annahme gilt A’ = S~ AS fiir eine invertierbare
Matrix S. Die Spalten vy, ...,v, von S bilden eine Basis B’ von K" mit S = [id]5". Die Matrix
von ¢ bzgl. der Basis B’ ist dann A’ = S™1AS = [ g aufgrund der Transformationsformel (siche
5.6.3). Also stellen A und A’ dieselbe lineare Abbildung bzgl. der Basen B und B’ dar. [
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Aufgabe 7.4.4 Man beweise, dass dhnliche Matrizen dieselbe Determinante, dieselbe Spur und
das gleiche charakteristische Polynom haben.

Wir konnen nun das am Beginn dieses Kapitels gestellte Problem umformulieren: Finde fiir
eine gegebene Matrix A eine &hnliche Matrix A’, deren Gestalt mdglichst einfach ist.

Bemerkung 7.4.5 Eine Matrix A € M, (K) ist genau dann diagonalisierbar, wenn es in K"
eine Basis vy, v9,...,v, aus Eigenvektoren zu Eigenwerten Aa, Ag,..., A, von A gibt. Ist S die
Transformationsmatrix mit den Eigenvektoren vy, ..., v, als Spalten, so gilt

A
1 N O
0 .

Folgerung 7.4.6 Eine Matriz A ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie einer Diagonalmatriz
A’ dhnlich ist, d.h. wenn es eine invertierbare Matriz S gibt, so dass

ST1AS =

A" = S71AS eine Diagonalmatriz ist.
Beispiele 7.4.7 [K=R,n = 2]

1 3
Die Matrix A =
a) Die Matrix (3 1

Eigenwerte: Ay = 4, Ay = —2.

Basis von Eigenvektoren: v; = <1> Uy = ( 1 ) .

1 (40 . (1 1
S AS—(O _2> mit S_(l _1>.

1 1
-1 1
also iiber dem Korper der reellen Zahlen nicht diagonalisiert werden. A hat aber komplexe

) € M>(R) aus Beispiel 7.1.10 ist diagonalisierbar:

b) Die Matrix A = ( ) € M5 (C) aus Beispiel 7.1.9 hat keine reellen Eigenwerte. Sie kann

Eigenwerte AM=144, A=1-—7 und

Eigenvektoren v; = (f) , vy = (i) .

Also ist A iiber dem Ko6rper der komplexen Zahlen diagonalisierbar:

e (140 0 . (=i
s AS_(O H) mit S_<1 1).

Dieses Beispiel zeigt, dass Diagonalisierbarkeit vom betrachteten Korper K abhéngen kann.

7.4.8 [Anwendungen der Diagonalisierbarkeit] Wir beachten zunéchst, dass fiir beliebige nxn-
Matrizen A, B und fiir jede invertierbare nxn-Matrix S die folgenden Beziehungen gelten:

S™H(A+B)S=S5"1A5+S57'BS (i)
STHAA)S =\ S71AS (ii)
S~YAB)S = (S71AS) - (ST'BS) (iii)
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Das bedeutet, dass die Abbildung
Vg : M, (K) — M,(K), A ST'AS,
ein Automorphismus der Algebra M, (K) ist, mit der Inversen
Vg 1: M,(K) — M,(K), Ar— SAS™'
Im Spezialfall A = B in (iii) erhalten wir S71A2S = (S~!1AS)?; mittels Induktion folgt:
StA"S = (StAS)™ . (iv)
Setzen wir B = S71AS, so gilt
A" =SB"S~! (v)

1
3

(11 L (-1 -1y _1/1 1
S_<1 —1> und 57 = 2(-1 1)‘2(1 —1)

Nun konnen wir Folgendes berechnen:

Beispiel 7.4.9 Wie in 7.1.10 sei A = ( i’) Dann gilt ST1AS = (3 02> mit

0 -2
I R AT ET O
G )0

1 (4" +(=2)" 4" — (—2)"> _ogn-1 (2” + (-1 2" — (—1)”) _

2 \4" — (=2) 47 4 (—2)"

A" = S(S71AS)MS T = § (4 0 ) 5

7.5 Trigonalisierung

Es gibt auch iiber dem Korper der komplexen Zahlen nichtdiagonalisierbare Matrizen wie z.B.

A= ((1) ?) (siehe 7.3.7, 7.4.7(c))

In diesem Fall ist das charakteristische Polynom gegeben durch Pa(t) = (1—t)2. Es gibt also genau
einen Eigenwert A = 1, dessen algebraische Vielfachheit e; = 2 echt grofier als seine geometrische
Vielfachheit dy =1 ist, denn d; = 2 — rank(A — F) = 1.

Wir stellen uns die Frage, ob jede Matrix einer Matrix &hnlich ist, die eine obere Dreiecksmatriz
ist. Wir werden am Ende dieser Vorlesung sehen, dass iiber dem Korper der komplexen Zahlen
die Jordansche Normalform die bestmogliche Losung ergibt. Im Augenblick halten wir Folgendes
fest:

Lemma 7.5.1 Jede komplex Matriz A € M, (C) hat einen Eigenwert.

Beweis. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat das charakteristische Polynom P4 (t) =
det(A — tE) eine Nullstelle, also A einen Eigenwert. ]
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Satz 7.5.2 [Trigonalisierung von Matrizen| Jede komplexe nxn-Matriz A ist einer oberen Drei-
ecksmatriz dhnlich, d.h. fir jedes A € M, (C) gibt es eine invertierbare Matriz S € GL,(C), so
dass

a1l aiz ... Qin
, 1 0 ano ‘e a2n
A =8AS = ]
0 0 Ann
eine obere Dreiecksmatriz ist.
Beweis.  Der Beweis wird mittels Induktion nach n gefiihrt. Fiir n = 1 ist A schon in Dreiecks-

gestalt und wir kénnen S = E wihlen. Fiir n > 1 sei v ein Eigenvektor von A zu einem Eigenwert
A (Lemma 7.5.1). Wir erweitern v zu einer Basis von C", deren Vektoren wir, v zuerst, als Spalten
in eine Matrix T schreiben. Die Matrix T ist eine invertierbare Matrix mit v als erster Spalte und
T—1AT ist die Matrix von A bzgl. dieser neuen Basis, das heift dass T-*AT die Form

T YAT =

fiir eine Matrix B € M,,_1(C) hat. Anwendung der Induktionsannahme auf B ergibt eine Matrix
V, so dass V!BV obere Dreiecksgestalt hat. Nun sei

Damit ist (V/)"!T~1 ATV’ eine obere Dreiecksmatrix und S := TV ist die gesuchte Transforma-
tionsmatrix. n

Folgerung 7.5.3 [Trigonalisierung von Endomorphismen| Sei ¢ : V. — V' ein Endomorphismus
eines endlichdimensionalen Vektorraumes V diber dem Kérper C der komplexen Zahlen. Dann gibt
es eine Basis v1,va,...,v, in C, so dass die Matrix von ¢ bzgl. dieser Basis obere Dreiecksgestalt
hat.

Beweis. Ist B irgendeine Basis von V und A := [¢]g die Matrix von ¢ bzgl. B, so folgt aus der

Ahnlichkeit von A zu einer oberen Dreiecksmatrix A’ die Existenz einer Basis B’ mit A’ = [p]p:
(Satz 743) ]

7.6 Der Satz von Cayley—Hamilton
Definition 7.6.1 [Anwendung eines Polynoms auf eine Matrix] Sei A € M, (K) eine Matrix und

P=ap+ait+...+ a,t" € K[t]
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ein Polynom in der Unbestimmten ¢. In diesem Abschnitt schreiben wir Elemente von K[t] ohne
die Variable t, da dies hier praktischer ist. Wir definieren eine Matrix

P(A):=apE+a1A+ ... +a,A".

D.h. wir ersetzen die Unbestimmte ¢ durch A.

Ist zum Beispiel P = t2 4 2t + 1, so erhalten wir P(A) = A2 +2A+ E. Ist Q =2 + 4t + 4, so
gilt Q(A) = A% + 4A + 4E.

Man rechnet leicht nacht, daff die Abbildung

ein Homomorphismus von K-Algebren ist, also eine lineare Abbildung, die zusiitzlich mit der
Multiplikation vertraglich ist:

P(A)Q(A) = (PQ)(A)  firalle P,Q € KIt.

Definition 7.6.2 [Anwendung eines Polynoms auf eine lineare Abbildung] Genauso wie Matrizen,
kann man auch lineare Abbildungen in Polynome einsetzen: Sei ¢ : V' — V eine lineare Abbildung
auf einem K-Vektorraum und

P=ag+art+...+a,t" € K[t]
ein Polynom, so definieren wir
P(p) :=apidy a1+ ...+ ape™.

Bemerkung 7.6.3 [Eine Matrix als Nullstelle eines Polynoms| Bei der erneuten Betrachtung von
Matrizen beachten wir, dass fiir eine gegebene Matrix A und ein Polynom P der Fall P(A) = 0

0 1
P(A) = (A — E)?> = 0. Andererseits ist A — E # 0. Fiir das Polynom Q := t — 1 gilt also
Q(A) # 0. Dieses Phanomen tritt nicht auf, wenn wir Nullstellen der Polynome in K betrachten,
denn @ und P haben die gleichen Nullstellen. Wenden wir () und P auf Matrizen an, so haben sie
verschiedene “Nullstellen.”

eintreten kann. Ist z.B. wie zuvor P = t? =2t + 1 = (¢t — 1) und A = ( L1 ), so gilt

Matrizen haben Nullteiler; Polynome nicht!

Gilt P(A) = 0 fiir ein Polynom P € K[t], so sagen wir P annulliert A. Von Nullstellen sprechen
wir nur, wenn wir Zahlen, d.h. Elemente von K, in P einsetzen. Ist A Wurzel eines Polynoms P,
dann annulliert P natiirlich AE, denn es gilt

P(AE) = P(\)E = 0.

Die obigen Beispiele zeigen allerdings, dass das Annullieren nicht immer von so einfacher Natur
ist.

Es ist ein iiberraschendes Ergebnis, dass jede Matrix durch ihr charakteristisches Polynom
annulliert wird.

Satz 7.6.4 [Cayley—Hamilton] Sei A € M, (K) und Pa(t) = det(A — tE) das charakteristisches
Polynom. Die FEinsetzung von A in das charakteristische Polynom P4 (t) ergibt die Nullmatriz,
d.h.

Pa(A) = 0.
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Beweis.  Sei adj(A — tF) die adjungierte Matrix von A — tE. Aus 6.3.6 folgt:
adj(A —tE)T . (A—tE) =det(A—tE)-E = P4s(t)- F (*)
im Sinne von Matrizen deren Eintrége Polynome in ¢ sind, also in M, (K[t]).
Die Eintréage bj; = (—1)"*/ det B;; in adj(A — tE) sind Polynome in ¢ vom Grad < n — 1, da

B;; die (n — 1) x (n —1)-Matrix ist, die man aus (A — ¢E) durch Streichen der i-ten Zeile und der
j-ten Spalte erhilt. Wir erhalten also

adj(A—tE)" =Co+ Cit+ -+ Cpgt"

mit Cy, Ch,...,Ch_1 € M, (K), d.h. die C; enthalten nicht die Variable ¢.
Setzen wir dies in (*) ein, erhalten wir durch Vergleich der Koeffizienten in K[¢]:

C()A = aoE / E
ClA - CO = alE / A
CQA - Cl = agE / A2
Cn1A — Ch_o = an_1FE / At
—Cpy = (-)"E /- A"
0 = Pa(4)

Die letzte Zeile erhdlt man durch Aufsummieren der linken und rechten Seiten nach deren Multi-
plikation mit den auf der rechten Seite angezeigten Faktoren. ]

Aufgabe 7.6.5 Es ist instruktiv, sich zu iberlegen, warum der folgende “einfache” Beweis des
Satzes von Cayley-Hamilton nicht schliissig ist:

pa(A) =det(A—A-E) = det(A — A) = 0.

Beispiele 7.6.6 (fir K=R):

(a) Wie in 7.1.10 sei A = (; :13) Das charakteristische Polynom ist P4(t) = (1 —t)? — 9.

Damit folgt aus dem Satz von Cayley—Hamilton (E — A)? —9E = 0, d.h. es ist A2 —24 —-8E =0
und damit A2 = 24 + 8E. (Probe!)

Als Konsequenz kann man jede Potenz von A als Linearkombination der Matrizen A und E
darstellen. Es gilt z.B.

A? = AA? = A(2A+ 8F) = 2A% + 84 = 2(2A + 8E) + 84 = 12A + 16E.

1 1
-1 1
Pa(t) = (1 —t)? + 1. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton folgt P4(A) = (E — A)? + E = 0 und
daraus A% — 24 + 2E = 0. Damit kénnen wir A% = 2(A — E) folgern. (Probe!)

(b) Wir betrachten wie in 7.1.9 die Matrix A = ( ) Das charakteristische Polynom ist

Satz 7.6.7 Fir jede Matriz A € M, (K) ezistiert genau ein Polynom M, minimalen Grades mit
Leitkoeffizient 1, fir das

Ma(A) =0

gilt.

Das Polynom M 4 heifst Minimalpolynom der Matriz A.
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Beweis.  Nach dem Satz von Cayley—Hamilton gilt P4(A) = 0. Das Polynom (—1)"P4 hat den
Leitkoeffizienten 1 und annulliert A. Also existiert ein Polynom M, mit dem Leitkoeffizienten
1, das A annulliert, und unter allen Polynomen mit dieser Eigenschaft minimalen Grad d besitzt
(Jede nichtleere Teilmenge von Ny hat ein minimales Element). Wegen obiger Uberlegung ist d < n.
Damit ist die Existenz von M4 gezeigt.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, dass @ ein Polynom des gleichen Grades
d mit Leitkoeffizient 1 und Q(A) = 0 ist. Da M4 und @ denselben Leitkoeffizienten haben, ist
R := M4 — @ ein Polynom vom Grad < d — 1 mit R(A) = 0. Ist R # 0 und ¢ der Leitkoeffizient
von R, so ist ¢! R ein Polynom mit Leitkoeffizient 1, das A annulliert. Dies ist ein Widerspruch
zur Minimalitdt von d, also ist R =0, d.h. Q = M4. |

Lemma 7.6.8 Jedes Polynom S mit S(A) = 0 wird von My geteilt.

Beweis.  Polynomdivision ergibt Polynome @, R mit S = QM4 + R, wobei der Grad von R
echt kleiner als der von M4 ist. Da S(A) = 0 und M 4(A) = 0 gelten, ist auch R(A) = 0, was nach
der Minimalitdt von M4 nur R = 0 zuldsst. Damit folgt S = QM 4. ]

Bemerkung 7.6.9 Nicht alle lineare Abbildungen haben annullierende Polynome. Ist z.B. V' =
F(N,R) der unendlich-dimensionale Vektorraum der Folgen von reellen Zahlen, dann wird die
Verschiebungsabbildung ¢ : V' — V mit ¢(ag,a1,as,...) = (0,ap,a1,...) durch kein Polynom
annulliert. Ist e,, € V die Folge, die genau eine 1 an der n-ten Stelle hat und sonst Nullen, so gilt
fir P =ag + a1t + ... + a,t" die Beziehung

P(p)(eo) = apeo + arer + ...+ anen,

so dass aus der linearen Unabhéngigkeit der e; sofort folgt, dass ¢ von keinem Polynom P # 0
annulliert wird. Lineare Abbildungen auf endlichdimensionalen Vektorrdumen annullieren alle das
charakteristische Polynom ihrer Matrix.

Ebenso wie fiir das charakteristische Polynom haben dhnliche Matrizen das gleiche Minimal-
polynom:

Satz 7.6.10 Ahnliche Matrizen haben das gleiche Minimalpolynom.

Beweis.  Seien A, B € M, (K) éhnlich und S € GL,(K) mit A = S~'BS. Damit ergibt sich
Mp(A) = Mp(S7'BS) = S~'Mp(B)S = 0. Also annulliert Mp die Matrix A und ebenso annul-
liert M4 die Matrix B. Hieraus folgt, dass M4 ein Teiler von Mp ist und umgekehrt. Also haben
beide denselben Grad. Aufgrund der Minimalitét folgt nun M4 = Mp. |

7.6.11 [Berechnung des Minimalpolynoms| Wir wissen bereits, dass das Minimalpolynom M4
einer Matrix A jedes andere Polynom teilt, das A annulliert. Nach dem Satz von Cayley—Hamilton
teilt das Minimalpolynom das charakteristische Polynom Pg4.

Im Fall K = C konnen wir das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerlegen:

PA(t) = ()\1 _ t)el .. ()\T _ t)e““’

wobei e; die algebraische Vielfachheit von A; ist. Da M4 das Polynom Py teilt, ist jede Nullstelle
von M4 auch eine von P4 und wir erhalten die Gestalt

Ma(t) = (= \)™ o (L= A

mit k; < e;, da M4 ein Teiler von P4 ist. Um M4 zu berechnen, probiert man nun aus, welche
Polynome der Gestalt
(t =AM (= A

die Matrix A annullieren und hat ki, ..., k, jeweils so zu bestimmen, dass sie minimal sind.

Fir K = R ist die Situation komplizierter, denn hier muf man quadratische Faktoren verwen-
den.

Man hat ein wenig mehr Information, denn der folgende Satz zeigt fiir K = C, dass obige
Exponenten k; alle mindestens 1 sein miissen.
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Satz 7.6.12 Sei A eine Matriz. Dann haben das charakteristische Polynom Pa und das Minimal-
polynom M 4 die gleichen Nullstellen.

Beweis.  Aus dem Satz von Cayley—Hamilton und Lemma 7.6.8 folgt, dass M4 das charakte-
ristische Polynom P4 teilt. Insbesondere ist jede Nullstelle von M4 auch eine von P4, also ein
Eigenwert.

Sei umgekehrt A € K eine Nullstelle von Py, also ein Eigenwert. Weiter sei v € K™ ein Eigen-
vektor zu A. Dann folgt aus AFv = \Fv fiir alle k € N die Beziehung

0= MA(A)U = MA()\) - V.
Also ist Ma(A) =0. [
Beispiel 7.6.13 Sei
1 1 1
A=1 -1 3 1
0 0 2

Man berechnet leicht das charakteristische Polynom von A als Pa(t) = (2 — t)2. Das Minimalpo-
lynom ist M4 (t) = (t —2)2. In der Tat ist

-1 1 1
A-2E=1[-1 1 1
0 0 0
Hieraus folgt schnell (A —2E)? = 0, und wegen A — 2E # 0 ist Ma(t) = (t — 2)%

Aufgabe 7.6.14 Sei A € M, (K) mit A? = 0 fiir ein d € N. Zeige: Die Matrix A ist #hnlich zu
einer strikt oberen Dreiecksmatrix B = (b;;), d.h., b;; = 0 fiir ¢ > j. Hinweis: Man hat eine Basis
geeignet zu withlen. Dazu betrachte man die Unterrdume Vj, := im(A4~*) mit

Vo={0}CViC...CVy=K"

und wéhle eine Basis von K" so, dass man mit einer Basis von V; beginnt, dann zu einer Basis
von V5 ergénzt, etc.

Aufgabe 7.6.15 1. Sei A € M,,(K) mit A? = 0. Dann ist P4(t) = (—1)"t". Hinweis: Der Fall
K = C ist etwas leichter.

2. Sei A€ M,(K) und A € K mit (A — AE)? = 0. Dann ist Pa(t) = (A —t)".
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Kapitel 8

Euklidische und unitare
Vektorraume

In den letzten Kapiteln haben wir Vektorrdume iiber beliebigen Korpern betrachtet. Die einzigen
Strukturen, die wir benutzt haben, waren Addition und skalare Multiplikation. Wir werden nun die
Begriffe der Lénge und der Orthogonalitét und einen verallgemeinerten Winkelbegriff in Vektor-
rdumen kennenlernen, die eine zusétzliche Struktur tragen, die durch ein Skalarprodukt gegeben
ist. Dazu beschrinken wir uns auf Vektorrdume iiber den Kérpern R und C der reellen und der
komplexen Zahlen. Wir betrachten zunichst das Standardskalarprodukt auf R™ und C™. Danach
werden wir eine allgemeinere Definition eines Skalarproduktes auf einem reellen oder komplexen
Vektorraum einfiihren.

8.1 R"” als euklidischer Vektorraum

Definition 8.1.1 [Das Standardskalarprodukt] Das Standardskalarprodukt zweier Vektoren z,y €
R™ wurde definiert als

x1 Y1
x2 Y2

wyy=( .||, |)=awtay ey =2y
:I"7l y7l

Damit ist das Skalarprodukt zweier Vektoren in R™ eine reelle Zahl. Der Vektorraum R ™ ausge-
stattet mit diesem Skalarprodukt heiflt euklidischer Vektorraum R™.

Definition 8.1.2 [Linge und Orthogonalitit] Die Linge eines Vektors x € R™ wurde definiert

als
] 1=m=\/ﬁ+x§+-..+x%.

Jeder Vektor der Lénge 1 heifst Einheitsvektor. Jeder nichtverschwindende Vektor x kann normiert
werden: mx ist ein Einheitsvektor.

Zwei Vektoren z,y € R™ heifen orthogonal, 1.Z. © L y, wenn (z,y) = 0 gilt. Den Winkel
zwischen zwei Vektoren im R™ werden wir spiter definieren.

Aus der Definition des Skalarproduktes kann man direkt das Folgende ableiten:

8.1.3 [Regeln fiir das Skalarprodukt] Das Skalarprodukt ist bilinear (B 2), symmetrisch (S) und
positiv definit (P), d.h. fiir alle « € R und alle z, 2/, y,y' € R™ gilt:

187
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(B1) (z+2',y) (z,y) + (@', y), (az,y) = afz,y).
(B2) (z,y+y) = (z,y)+(2Y), (zoay) = alz,y).
(S) (@,y) = (y,2).

(P) (x,z) > 0, (z,z) =0 <= z=0.

8.2 C" als unitarer Vektorraum

Wir moéchten ein Skalarprodukt auf C™ definieren, das uns dieselben Begriffe von Lange und Or-
thogonalitdt im komplexen Fall zu erkldren erlaubt. Wir kdnnen allerdings nicht dieselbe Definition
wie im reellen Fall benutzen. Die Linge eines Vektors sollte eine nichtnegative reelle Zahl sein. Im
Falle einer komplexen Zahl z = z + iy ist der Betrag nicht durch v/22 wie im reellen Fall gegeben,
sondern durch

2] = & +iy| = Va2 + 32 = /(z + iy) (x — iy) = V7=

Wir fithren daher die folgende Schreibweise ein:

21 21

. Z2 . . Z2
Fiir jeden Vektor z=| . | € C" schreiben wir z =

Z’I’L Z’IL

fiir den komplex konjugierten Vektor.

Definition 8.2.1 [Das Standardskalarprodukt auf C"| Das Standard-(Hermitesche) Skalarpro-
dukt zweier Vektoren z,w € C" wird definiert als

21 w1

z2 w2 . - L T
<Z7U)>:< . ) . >1=Z1w1+22w2+---+znwn:z w.

Zn Wn,

Damit ist das Skalarprodukt zweier Vektoren in C™ eine komplexe Zahl. Der Vektorraum C",
ausgestattet mit diesem Skalarprodukt, heifst unitdrer Vektorraum C ™.

Definition 8.2.2 [Linge und Orthogonalitit] Die Linge oder hermitesche Norm eines Vektors
z € C™ ist definiert durch

2]l == \/W: VazZi + 20z + - + 2020
= VI + 22+ + |z

Jeder Vektor der Lange eins heifit Einheitsvektor. Jeder nichtverschwindende Vektor z kann nor-
miert werden: ﬁz ist ein Einheitsvektor.
Zwei Vektoren z,w € C"™ heifen orthogonal, i.Z. z 1 w, wenn (z,w) = 0 gilt.

Aus der Definition des Skalarproduktes kann man direkt das Folgende ableiten:

8.2.3 [Regeln fiir das Skalarprodukt] Das Standardskalarprodukt auf C™ ist semi-bilinear (Bj,
BY), hermitesch (H) und positiv definit (P), d.h. fiir alle « € C und alle z, 2/, w, w’ € C™ gilt:

(B1) (z4+72,w) = {(z,w)+ (', w), (az, w) = alz, w).
(By) (zyw+w') = (z,w)+ (z,w), (z, aw) = alz,w).
(1) Gw) = (w2

(P) (z,z) > 0, (2,2) =0 <<= z=0.
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Beachte, dass dieses Skalarprodukt wegen der zweiten Gleichung in (B}) nicht bilinear ist;
beschrénken wir uns auf reelle Zahlen «, sind diese Eigenschaften genau die Eigenschaften (B ),
(S), (P) aus 8.1.3.

Die Eigenschaft B} ist redundant. Sie folgt direkt aus B; und H (Nachweis!).

8.3 Euklidische und unitare Vektorraume

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir das Konzept des euklidischen bzw. unitdren Raums von
R™ bzw. C™ auf allgemeinere Vektorrdume.

Definition 8.3.1 [Euklidische und unitére Vektorrdume| Ein euklidischer Vektorraum ist ein re-
eller Vektorraum V' ausgestattet mit einer symmetrischen, positiv definiten Bilinearform, d.h. einer
Abbildung

(v,w) — (vyw) : VXV =R,

die die Eigenschaften (B12), (S) und (P) aus 8.1.3 erfiillt.
Ein unitdrer Vektorraum ist ein komplexer Vektorraum V mit einer hermiteschen, positiv
definiten Sesquilinearform, d.h. einer Abbildung

(v,w) = (vyw) : VxV —=C,
die die Eigenschaften (B;), (B5), (H) und (P) aus 8.2.3 erfiillt.

Beispiel 8.3.2 Das Standardskalarprodukt definiert auf R™ die Struktur eines euklidischen Raums.
Das hermitesche Standardskalarprodukt definiert auf C™ die Struktur eines unitiren Raums.
Im folgenden werden wir, sofern nichts anderes gesagt wird, auf dem R"™ bzw. C™ jeweils nur

das Standardskalarprodukt betrachten.

Bemerkung 8.3.3 Weitere Beispiele von euklidischen und unitéren Vektorrdumen werden wir
spéter betrachten. Im Augenblick halten wir nur fest, dass jeder lineare Teilraum U eines euklidi-
schen bzw. unitdren Raums wieder ein euklidischer oder unitérer Vektorraum ist: Um U zu einem
solchen Raum zu machen, schrinken wir einfach das Standardskalarprodukt auf U ein.

Beachte, dass euklidische und unitidre Vektorrdume unendlichdimensional sein konnen. Derar-
tige Rdume (insbesondere Funktionenrdume) spielen eine bedeutende Rolle in der Analysis und in
vielen anderen Bereichen der Mathematik.

Bemerkung 8.3.4 Ist V ein unitdrer Raum, so ist V' insbesondere ein komplexer Vektorraum.
Wir kénnen V' aber auch als reellen Vektorraum auffassen, fiir den wir dann Vi schreiben. Hierzu
schrinken wir einfach die Skalarmultiplikation

CxV-=V, (\Nv)—

zu einer Abbildung
RxV =V, (Av)—

ein. Weiter ist

(v, ) = Re(v, w) = %((v,w} + (w,v)) = %((v,w) + o))

ein reellwertiges Skalarprodukt mit dem Vg ein euklidischer Raum wird. (Nachweis als Ubung!)

Definition 8.3.5 Fiir Elemente v, w eines beliebigen euklidischen oder unitdren Vektorraumes
definieren wir die Linge (oder die Norm) und Orthogonalitit genau wie in 8.1.2 und 8.2.2:

lv]] := V{v,v) , vlw <= (v,w)=0

Vektoren der Lénge 1 heiflen Finheitsvektoren.
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Im Folgenden sei V' ein euklidischer oder unitdrer Raum. Fiir die Beweise der folgenden Aussa-
gen miissen wir nicht zwischen beiden Féllen unterscheiden. Handelt es sich um einen euklidischen
Raum, so gilt natiirlich auch (v, cw) = @(v, w) fiir alle « € R, da @ = « ist.

Bemerkung 8.3.6 Wir haben oben gesehen, wie man die Linge (Norm) eines Vektors durch
das Skalarprodukt definiert. Es ist bemerkenswert, dass man das Skalarprodukt zweier Vektoren
umgekehrt aus der Normfunktion rekonstruieren kann.

In einem euklidischen Vektorraum haben wir die Polarisierungsidentitdt:

1
(w.y) = 7 (lz +yl” = = = y]”)
und in einem unitdren Vektorraum gilt die etwas kompliziertere Polarisierungsidentitdt:
1 ) . . .
(@y) =7 (lz +yl* = llz = ylI* + ille + iyl* — ille —ayl]*).
Beide Identitéten verifiziert man leicht durch Nachrechnen.

Satz 8.3.7 [Satz von PYTHAGORAS] Aus x L y folgt

[l +yl1? = [l=12 + Iy 1>

Beweis.  Sei x L y. Definitionsgemaf gilt (z,y) = 0. Aus (H) folgt dann auch (y,z) = (z,y) =
0. Unter Anwendung von (B) folgern wir

lz+yl* = (z +y, 2 +y) = (@, 2) + (z,9) + {y,2) + {y,9) = |2 + |yll*

Satz 8.3.8 [Die CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung]| Fiir alle Vektoren x,y € V gilt

[z, )] < Il - [l |
Beweis.  Es geniigt, das Folgende zu zeigen:

[ ) < l2lPlyll® dh. (z,9)(@y) = (& y)y,2) < (2,2){y.9)-

(Wurzelziehen auf beiden Seiten ergibt die gewiinschte Ungleichung.) Im Fall y = 0 verschwinden
beide Seiten und die Ungleichung gilt trivialerweise. Betrachten wir den Fall y # 0. In diesem Fall
gilt (y,y) > 0 nach (P) und damit koénnen wir die komplexe Zahl ~ := gz; definieren. Es folgt

0 < {(z—~y,z—y) nach (P)
(z,2) = (x,7y) — (vy,x) + (yy,vy) nach (B)
= (z,z) —7{(z,y) — v{y,z) + ¥y(y,y) nach (B)
= (z,z) —F{(z,y) — v{y,z) + F{x,y) nach der Definition von -~
(z,2) = {y, )

Daraus folgern wir v(y, z) < (z,z). Ersetzen wir v durch dessen Wert, so folgt Elyi (y,z) < {(z,z).
Daraus folgt direkt (z,y)(y, ) < (z,x)(y, y). ]

Definition 8.3.9 Sei V ein euklidischer oder unitérer Raum. Der Winkel v € [0, 7| zwischen zwei
nichtverschwindenen Vektoren v und w wird durch

Re(v, w)
cos 7y
[[o]] - [Jwl]
definiert. Nach der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung wissen wir, dass —1 < IIFU\|< Hf{jﬁ <1 gilt;

Re(v,w)

es existiert also ein eindeutiges v € [0, 7] mit cosy = Toll Tl -
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Da C™ mit dem Standardskalarprodukt ein unitirer Raum ist (8.2.3), erhalten wir durch
Spezialisieren der allgemeinen Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

Folgerung 8.3.10 Es gilt fiir alle Vektoren z,w € C":

|01 + 203 + - + 2000 | < V]2 222 - F [zl VWP o+ w2+ w2

Folgerung 8.3.11 [Die Dreiecksungleichung] Fir xz,y € V gilt

[l + yll < llll + [ly]l. |

Beweis.

z+yl> = (z+y,z+y)

= (z,z) + (z,y) + (v, ) + (Y, v) nach (B)
<zl + 2/l Iyl + llyl? nach der CAuCHY-ScHWARZschen Ungleichung
= (llzll + lyl)?
Wurzelziehen auf beiden Seiten ergibt die Dreiecksungleichung. |

Aufgabe 8.3.12

a) Zeige, dass in der Dreiecksungleichung Gleichheit genau dann gilt, wenn x = «ay fiir eine
reelle Zahl o > 0 ist.

b) Zeige, dass die CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung genau dann mit Gleichheit erfiillt ist,
wenn x und y linear abhingig sind.

Aufgabe 8.3.13 Jeder euklidische (unitire) Raum V' wird durch
d(z,y) = |lz -y

zu einem metrischen Raum, d.h., fiir z,y, z € V gelten:

(M1) d(z,y) = d(y, z).

(M2) d(z,y) > 0 mit Gleichheit nur fir z = y.

(M3) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Aufgabe 8.3.14 Fiir jedes Paar (p, ¢) von Punkten in einem euklidischen Raum V existiert genau
ein Punkt m = m,, 4, genannt der Mittelpunkt, mit

1
Aufgabe 8.3.15 * Sei V ein euklidischer Raum und ¢: V — V eine Abbildung mit ¢(0) = 0 und

d(p(x), ¢(y)) = d(z,y),

d.h. ¢ ist isometrisch, bzw. erhilt Abstinde. Zeige: ¢ ist linear. Hinweis: Zeige zuerst, dass ¢
Mittelpunkte respektiert:

P(Mp,q) = My(p),p()

dann p(2z) = 2p(z) fir alle z € R, dann die Additivitdt, und schlielich die Linearitét.
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8.4 Orthonormalbasen

Definition 8.4.1 [Orthonormalbasen] Wir nennen ein System vi,vs, ..., v, von Vektoren in
V ein Orthogonalsystem (OS), wenn dessen Vektoren alle von 0 verschieden sind und wenn sie
paarweise orthogonal sind, d.h. wenn gilt:

(vi,vj) =0, falls i # j.

Sind zusétzlich alle v; Einheitsvektoren, sprechen wir von einem Orthonormalsystem (ONS). Ein
Orthonormalsystem wird durch die folgende Bedingung charakterisiert:

1 fallsi=j
(vi,v) = bij = o
0 fallsi#j.
Ein Orthonormalsystem vy, vs, ..., v,, das eine Basis von V ist, heillt Orthonormalbasis (ONB).
Lemma 8.4.2 Jedes Orthogonalsystem vy, va, ..., vy und damit jedes Orthonormalsystem ist

linear unabhdngig.

Beweis.  Zum Nachweis nehmen wir Z;nzl Ajv; = 0 an. Dann folgt fiir jedes i:

0= <Z Ajvj, v;) = Z Aj{vs, vi) = Ai{vi, vi)
=1

j=1
Aus (v, v;) # 0 folgern wir A\; = 0 fiir jedes 3. [
Beispiel 8.4.3 1. Ist dim V' = n, so ist ein Orthonormalsystem aus n Vektoren eine Orthonor-

malbasis. Die Standardbasis in R™ bzw. C™ ist eine Orthonormalbasis bzgl. des Standard-
skalarprodukts.

2. Im R?2 bilden fiir jedes v € R die Vektoren
oy = <C?SW> 7 vy = (— smv)
sin 7y cosy
ebenso eine Orthonormalbasis.

Bemerkung 8.4.4 [Koordinaten bzgl. einer Orthonormalbasis] Sei v1, v, ..., v, eine Orthonor-
malbasis von V. Dann hat ein beliebiger Vektor v € V' eine Darstellung als Linearkombination

m
UV =AU1 + AaUg + -+ Apu, = ZAjUj

Jj=1

Bildung des Skalarproduktes mit v; auf beiden Seiten ergibt

I

<U7’qu> = <Z )\j’Uj,’Ui> = /\j<’Uj,1}i> = Z)\](S” = /\z
Jj=1 j=1

1

J

Also ist die i-te Koordinate von v bzgl. der Orthonormalbasis vy, va, . .., v, gleich A\; = (v,v;) und
die Darstellung wird zu

’v = (v,v1)v1 + (v, v2)v9 + -+ + (v, V)V,
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Beispiel 8.4.5 Im euklidischen R 2 haben die Vektoren

AT () IR
v = < , Uy = < un V3 = = —
3 2 3 -2 3 1

Linge 1 und sind paarweise orthogonal, wie man leicht zeigt. Sie bilden also eine Orthonormalbasis
von R 3. Bzgl. dieser Basis hat der Vektor

—4
v=| 2
2
die Darstellung v = (v1,v)vy + (va, V)vg + (v3, V)vz = %vl — 13—01)2 — 13—01)3.
8.4.6 [Das GRAM-SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren| Wir betrachten mit b1, b, ..., by,

ein System von m linear unabhéngigen Vektoren in einem euklidischen oder unitéren Vektorraum
V. Diese spannen einen m-dimensionalen linearen Teilraum U von V auf. Wie wir unten zeigen
werden, ergibt die folgende Prozedur ein Orthogonalsystem uq, usg, ..., u,;;, und nach Normierung
eine Orthonormalbasis vy, vo, ..., v, von U. Beginnen wir insbesondere mit einer Basis von V,
so erhalten wir eine Orthonormalbasis von V:

Uy

uy = bla e m’
u

ug = by — (b2, v1)v1, v ||U72H7
2
u3

ug i= by — (bg, v1)v1 — (b3, va)va, T Tl
m—1 (22

Uy = bm - Z<bm,vi>vi7 Um = ﬁa

i=1 o

Fiir praktische Zwecke schreibt man das Schema oftmals in der folgenden Weise:

Uy = bl,
ba, u
ug 1= bg — (b, wn) 1,
<u17 ’LL1>
b b
U312b3*<3’U1>U 7<37U2> ’
(1, u1) (u2, u2)
m—1
<bm7 uz>
= b —
Um, m Zz:; <ui7 uz> i
Wir zeigen nun das Folgende:
1. Uy, # 0 (um weiter durch ||u,,|| dividieren zu kénnen und v,, = T 70 erhalten.)
2. span(vy, ..., Um—1,0m) = span(by, ..., bym—1,bm)
3. V1,...,Um_1,Un ist ein Orthonormalsystem.

Beweis.  Wir fiithren den Beweis durch Induktion nach m. Fiir m = 1 sind die Behauptungen
offensichtlich. Wir nehmen nun an, die Behauptungen seien bewiesen fiir m — 1 Vektoren und wir
beweisen sie fiir m:
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1. Ist u,, = 0, so folgt aus der letzten Gleichung

m—1

Z (b, vi)v; € span(vy, ..., Um—1) = span(b,...,byn_1)

i=1
nach der Induktionsannahme. Dies widerspricht der Tatsache, dass die Vektoren by, ...,
bm—1, by linear unabhingig sind.

2. Wir wissen aus der Induktionsannahme, dass span(vy,...,vm—1) = span(by,...,by,—1) ist;
weiter gilt

m—1
U
Upy 1= — e = Z b, vi)v; ) € span(by, ..., by_1,bm)
[[tm |l IIUmII P
espan(bi,...,.bm—1)
und
m—1
b = [t ||V + Z (b, vi)v; € span(vy, ..., Um—1,Um)-
i=1
3. Nach der Induktionsannahme ist vy,...,v,,_1 ein Orthonormalsystem. Aus der Definition
von vy, folgt ||v,|| = 1. Es bleibt zu zeigen, dass v; L v, fiir alle i = 1,...,m — 1 gilt:
u 1 m—1
<"U,L‘,'Um> = <Ui> 7m> = 7<U’L’abm - Z <bmavj>vj>
[amll " fuml =
1 m—1
—Um|(vu m ; Uja ’()1,UJ>>
5 ij
1
= = ({vi, bin) — (vi, b)) = 0.
[t |

|
Bemerkung 8.4.7 Ist by,...,b,, ein Erzeugendensystem eines euklidischen oder unitdren Vek-

torraums V', das nicht linear unabhéingig ist, so kann man eine Variante des Gram-Schmidtschen
Verfahrens benutzen, um eine Orthonormalbasis zu konstruieren. Man hat es allerdings wie folgt
zu modifizieren:

Sind by, ..., by linear unabhéngig, so durchlduft man k Schnritte des Gram-Schmidt Verfahrens
und erhélt ein Orthonormalsystem vy, ..., vg.

Ist nun bgy; linear abhéngig von by, ..., bk, also die Menge {b1,...,bg+1} linear abhéngig, so
ist bg41 eine Linearkombination von vy, ..., v; und daher

brt1 = (brt1,v1)v1 + ... + (by1, Vi)V,

also ug+1 = 0. In diesem Fall diirfen wir by41 getrost weglassen und fahren fort mit dem néchsten
Element byo.

Als Algorithmus ergibt sich somit folgende Modifikation des Gram-Schmidt Verfahrens: Tritt
bei der Durchfiihrung des Verfahrens die Situation u; = 0 auf, so lassen wir b; weg und fahren
fort mit b;y1.

Das so modifizierte Verfahren eliminiert sukzessive alle “linear iiberfliissigen” Elemente des
Erzeugendensystems {by, ..., b}
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Da jeder endlichdimensionale lineare Teilraum U eines Vektorraumes eine Basis hat, kénnen
wir das GRAM-SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren anwenden und erhalten den folgenden
Satz:

Satz 8.4.8 Jeder endlichdimensionale lineare Teilraum eines euklidischen oder unitdren Vektor-
raumes hat eine Orthonormalbasis.

Beispiel 8.4.9 Sei U der lineare Teilraum des euklidischen R4, der durch die homogene lineare
Gleichung
T1+ T +x3+24=0

gegeben ist. Man zeigt leicht, dass die folgenden Vektoren Losungen dieser Gleichung sind und
dass sie linear unabhéingig sind. Sie bilden also eine Basis von U

1 3 3
—1 1 —1
1 1 ) 2 -1 ) 3 -1
-1 -3 -1

Wir benutzen nun das GRAM-ScHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren, um eine orthonormale
Basis von U zu finden:

1
U1 1 -1
Ui 15 H'LL1|| ) U1 ||U1|| ) 1 )
—1
2 1
2 U 1 1
ug = by — (ba,v1)v1 = by —2v; = BYE |uz|| = 4, U2=m=§ REE
-2 -1
ug = bz — (bg, v1)v1 — (b3, v2)v2
1 1
-1 us 1 —1
= b3 — 2v1 — 209 = , usl| = 2, V3 = —— = —
) el fuol ~2 | -1
1 1

Definition 8.4.10 Eine lineare Abbildung ¢: V' — W zwischen euklidischen (unitdren) Rdumen
heifst Isometrie, wenn

(o(x), (y)) = (z,9)
fiir alle z,y € V gilt.

Aufgabe 8.4.11 Zeige: Fiir eine lineare Abbildung ¢: V — W sind dquivalent;:
1. @ ist eine Isometrie, d.h. {o(x), p(y)) = (z,y) fir alle z,y € V.
2. |le(x)]| = ||z|| fur alle z € V.
3. [le(@) — el = [l -yl fir alle z,y € V.

Hinweis: Die Polarisierungsidentitét 8.3.6.

Satz 8.4.12 Sei V ein euklidscher oder unitirer K-Vektorraum der Dimension n. Dann ist V iso-
metrisch isomorph zu K™ mit dem Standardskalarprodukt, d.h. es existiert eine bijektive Isometrie
k:V — K"
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Beweis.  Wir haben oben gesehen, dass V' eine Orthonormalbasis B = {vy, v, ..., v,} besitzt.
Wir berechnen das Skalarprodukt zweier Vektoren v und w, die durch die Koordinaten

n n
v= g 04 ;, w= E Biv;
i=1 j=1

bzgl. der Basis B dargestellt werden:

(w) = aw, Y By =Y i (vi, Yy Byv;)
=1 j=1 1=1 Jj=1

== Z(Jéi . 27@“%) = Z aiﬁjéij = ZOQE
i=1

i=1 j=1 ij=1

Wir stellen fest, dass wir denselben Ausdruck fiir das Standardskalarprodukt auf R™ bzw. C"
erhalten.
Wir betrachten jetzt den Vektorraumisomorphismus

<Uavn>

der jeden Vektor v € V auf seinen Koordinatenvektor bzgl. der Orthonormalbasis B abbildet.
Diese Abbildung erhilt das Skalarprodukt, wie wir oben gesehen haben, d.h. fiir alle v,w € V gilt

(kB (v), kB (w)) = (v, w).

Also ist kp eine Isometrie. [

Satz 8.4.13 |Die Q-R-Zerlegung einer Matrix B| SeiK € {R,C} und B € M, ,,,(K) mitrank(B) =
m, d.h. die Spalten
bi, ba,... by € K"

von B sind linear unabhdangig. Dann hat B eine Zerlegung
B =QR,

wobei Q eine n X m-Matriz ist, deren Spalten v1, vo, ..., vy, ein Orthonormalsystem bilden und
R eine obere m x m-Dreiecksmatriz ist.

Beweis.  Wegen rank(B) = m sind die Spalten b,...,b,, von B linear unabhingig. Zur Be-
rechnung dieser Zerlegung wenden wir das GRAM-SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren auf
b1, ba, ..., by, an. Man erhilt ein Orthonormalsystem v, va, ..., v;,. Sei @@ die Matrix, deren
Spalten die Vektoren vy, ..., v,, bilden.

Mit GRAM-SCHMIDT erhalten wir aus u; = ||u;||v; die Relationen:

b = [Jual] - v1,

by = (ba, v1)v1 + ||uz||ve,

b = (b, V1)V1 + (b, v2)V2 + - - + ||t ||V
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Wir definieren nun die Matrix R = (r;;) durch

udll  (b2,v1) .. (bm,v1)

0 Jual .o (bva)
| _ , .

0 .0 fuml

Um die Identitdt B = () - R einzusehen, beachten wir, dass die k-te Spalte der Matrix QR die
Form

besitzt. Da ¢;; die i-te Komponente der j-ten Spalte v; on @ ist, ist die k-te Spalte von Q)R gegeben
durch

k

m
E TV = E TikVj = g1 + .o + Tk—1,kVk—1 + TkkVk
j=1 j=1

= <bk,111>1}1 + ...+ <bk,’0k_1>’0k_1 + ||Uk'||vk = bg.

Also ist B = QR. m

Beispiel 8.4.14 Wir betrachten die Matrix B, wobei die Spalten by, by, b3 die Vektoren aus
Beispiel 8.4.9 sind:

1 3 3

B— -1 1 -1
1 -1 -1

-1 -3 -1

Wir berechnen nun

(bj,vi) | b1 by b3

V1 2 2 2

Vg 0 4 2

(%] 0 0 2

Aus den Ergebnissen des GRAM-SCHMIDTschen Algorithmus in 8.4.9 erhalten wir

1 3 3 1 1 1
-1 1 -1 _1]-1 1 -1 (2) i ;
1 -1 —1) 211 -1 -1 0 0 o
-1 -3 -1 -1 -1 1

B = Q . R

Definition 8.4.15 [Orthogonale lineare Teilrdume] Sei V' ein euklidischer oder unitirer Vektor-
raum. Fiir jede Teilmenge M C V definieren wir den Orthogonalraum von M durch

M+ :={veV:(Yac M)a,v)=0}.
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Lemma 8.4.16 M* ist ein linearer Teilraum von V.
Beweis. (Ul) 0 € M+, da {a,0) =0 fiir alle a € M.
(U2) Sei v,w € M*. Fiir alle a € V gilt dann (a,v) = 0 und (a,w) = 0. Daraus folgt
(a,v+w) = {a,v)+ {a,w)=0
B2) {a,0) +¢

und damit v+ w € M+,

(U3) Sei v € M+ und A € K. Dann gilt fiir jedes @ € M die Beziehung (a,v) = 0. Also gilt
{a, W) = Ma,v) = 0 und damit \v € M+,
L]

Aufgabe 8.4.17 Die Zuordnung M — M hat folgende Eigenschaften:
1. ACB= B+ CAL
2. AC B+« BC A
3. AC (AH)*
4. At = ((AHhH)~

Bemerkung 8.4.18 [Spezialfall] Withle V' = R™ und ein festes a € R™. Dann ist {a}t =
{veR": (a,v) =0}. Fiir

ai 1
ag €2
a= und r=| .
(e2% Tn

kann die Gleichung (a,v) = 0 geschrieben werden als
a1z + agxe + - + apx, = 0.

Also besteht {a}* aus den Lésungen v dieser homogenen linearen Gleichung. Das ist eine Hyper-
ebene von R™, also ein linearer Unterraum der Dimension n — 1.
Analog dazu besteht fiir a,b,c,--- € R™ der lineare Teilraum {a,b,c,.. .}J‘ aus den Losungen
v des Systems
(a,v) =0, (b,v) =0, {e,v) =0,

von homogenen linearen Gleichungen.

Lemma 8.4.19 Seien aq, as, ..., ay, € V und sei U der lineare Teilraum, der von diesen Vek-
toren aufgespannt wird. Dann gilt {a1,as, ... ,am}l =U".
Beweis.
(i) Offensichtlich ist U+ C {a1,as,...,am}".
(ii) Fiir die umgekehrte Inklusion betrachten wir ein v € {a;,as, ..., am}L. Dann ist {ay,v) = 0,
(az,v) =0, ..., {(am,v) = 0. Sei a ein Element von U. Da der Teilraum U durch ay, as, ...,

a., aufgespannt wird, kann a als Linearkombination
a:/\1a1+)\2a2+~~+)\mam
dargestellt werden. Also folgt

(a,v) = (Ma1 + deaz + -+ + Amam, v)
= )\1<a1,v) + )\2<a27v> + -+ )\m<am,v) =0.

Damit ergibt sich (a,v) = 0 fiir jedes a € U, also v € U+.
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Satz 8.4.20 [Orthogonalprojektion auf einen linearen Teilraum U] Sei U ein endlichdimensio-
naler linearer Teilraum eines euklidischen oder unitdren Vektorraumes V wund vy,...,v,, eine
Orthonormalbasis von U. Definiere w:V — V' durch

| 7v) = X (v,

fir allev e V.
Dann gelten die folgenden Eigenschaften:

1) m ist eine lineare Abbildung.

2) n(v) €U fir allev e V.

3) w(u) =u fir allew e U.

5) im7 = U und kerm = U~L.

6) v —7(v) € UL fiir allev € V.

(1)
(2)
3)
(4) mom =m.
()
(6)
(7)

7) v —7()| < ||lv—wul fir alle w € U und Gleichheit gilt nur fir v = n(v), d.h., 7(v) ist der

eindeutig bestimmte Punkt von U mit kiirzestem Abstand von v. In anderen Worten: m(u)
die beste Approzimation von v durch ein Element aus U.

Die oben definierte Abbildung 7 heift die Orthogonalprojektion von V auf U. Aus (7) folgt
insbesondere, dass die Abbildung 7 nicht von der Wahl der ONB in U abhéngt.

Beweis.
(1) Fiir jedes w € V ist die Abbildung

w VoK v (v,w)

linear. Hieraus schliesst man leicht, dass auch = = """ v¥

i1 U5 - v; linear ist (Nachweis!).

(2) In der Tat ist m(v) eine Linearkombination der Basisvektoren von U.

(3) Ist u= Z A;jv; ein Element von U, so folgt

j=1
m m m m m
71'(’&) = Z<Z )\j’Uj,’Ui>Ui = Z)\J <’Uj,’Ui> v; = )\ﬂ)i =Uu.
i=1 j=1 i=1 j=1 “;ﬁ" i=1
ij

(4) Nach (2) ist 7(v) € U und damit 7(7(v)) = 7(v) wegen (3).
(5) Die Behauptung fiir das Bild folgt aus (2) und (3). Man beachte fiir den Kern:

m(v) =0 <= (v,v;) =0 firallei=1,...,m

= ve{v,...,om}t = U
(8.4.19)

(6) Fiir v € V ergibt sich

und damit v — 7(v) € kerm = U™,
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(7) Fiir jedes u € U gilt m(v) —u € U, da U ein linearer Teilraum ist. AuRerdem gilt v — w(v) € U+
wegen (6). Also sind diese beiden Vektoren orthogonal zueinander. Damit folgt

lo = ul]” = [l(v = 7(v)) + (w(v) — ) Pyih. lo =7 ()" + [l (v) — ull

> |lv = m(v)|*.
Gilt Gleichheit, so zeigt die obige Rechnung, dass 7(v) — u = 0 ist, also u = 7(v). [

Aufgabe 8.4.21 Zeige, dass ' : V' — V definiert durch n’(v) = v — w(v) die orthogonale Projek-
tion auf U~ ist. Beachte, dass n' = idy —n gilt. Vergleiche mit dem Gram-Schmidt-Verfahren.

Proposition 8.4.22 Fiir jeden endlichdimensionalen linearen Teilraum U von V gilt
V=UsU"
Insbesondere gilt fiir endlichdimensionales V :
dim U+ = dimV — dim U.
Beweis. v

(i) UNU* = {0}, da fiir v € U und v € U+ die Bezie- ' (v) .
hung (v,v) = 0 gilt, also v = 0.

(i) U + U+ = V, da fiir jedes v € V die Aussage .
v =n()+ (v—7)) € U+ Ut gilt, wobei 7 die
Orthogonalprojektion auf U ist.

| Ut

Folgerung 8.4.23 Fiir jeden endlichdimensionalen Unterraum U von V gilt
(UhHt =u.

Beweis. Die Inklusion
U g (UJ_)J_

ist trivial. Um die andere Inklusion zu beweisen, erinnern wir uns an die Orthogonalprojektion
7:V — U. Fiir v € (UL)1 ist dann einerseits 7(v) € U C (U4)1, also auch v — w(v) € (UH)+
und andererseits v — m(v) € ker 7 = U™, also

lo = 7()[I* = (v = 7(v),v = 7(v)) = 0.

Also ist v =7 (v) € U.
Zweiter Beweis: Aus der orthogonalen Zerlegung V = U @ U~ folgt daher umgekehrt

(UH*=U+(UH*nUY) =U.

Bemerkung 8.4.24 Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Raum und H C V eine Hyper-
ebene. Dannist dim H " = dim V —dim H = 1, also H" = Rny mit einem Einheitsvektor ng € V,
den wir einen Normalenvektor von H nennen. Damit erhalten wir die Darstellung

H=H")"=Rng)t =ngp ={veV: (v,ng) =0}
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Eine affine Hyperebene der Gestalt p + H lisst sich daher auch beschreiben als
p+H={veV:{v,ng)=(p,nm)}
Also lassen sich alle affinen Hyperebenen A C V' in der Gestalt
A={veV: (vn)=d}

mit d € R und einem Einheitsvektor n darstellen, der senkrecht auf A (genauer auf dem zugeho-
rigen Untervektorraum) steht.

8.4.25 [Ein Hauch von Quantenmechanik] Das Stern-Gerlach Experiment funktioniert wie folgt:
ein horizontaler Strahl von Partikeln (Silberatomen) wird durch ein Paar speziell préparierter
Magnete gesendet. Das fiihrt zu einer Aufteilung des Strahls in zwei Strahlen: einer wird nach
oben abgelenkt (um etwa 30°) und der andere wird nach unten abgelenkt (um etwa —30°). Der
Physiker sagt, die nach oben gehenden Partikel haben Spin 1/2 und die nach unten gehenden
haben Spin —1/2. Das magnetische Feld kann also die Partikel mit Spin 1/2 von den Partikeln
mit Spin —1/2 trennen.

Sendet man den Strahl mit Spin 1/2 durch eine andere Anordnung gleich orientierter Magnete,
so findet keine weitere Trennung mehr statt: der eintretende Strahl wird nach oben abgelenkt (um
etwa 30°). Dasselbe gilt fiir den Strahl mit Spin —1/2.

Senden wir nun den Strahl mit Spin 1/2 durch ein Paar von Magneten, die um 90° gedreht
worden sind, so findet aber wiederum ein Aufspaltung in zwei Strahlen statt: einer wird nach links
(um etwa 30°), der andere nach rechts (um etwa —30°) abgelenkt. Folgendes ist iiberraschend:
wahlen wir denjenigen der vier Strahlen, der durch die ersten Magnete nach oben abgelenkt wurde
und durch das zweite Paar geschickt wurde, und senden ihn durch eine andere Anordnung von
Magneten, die wieder wie die ersten Magneten orientiert sind, so erhalten wir wieder eine Aufspal-
tung in zwei Strahlen, der eine aufwérts abgelenkt, der andere nach unten. Es scheint so, als ob
die dazwischenliegende Ablenkung, oder Polarisierung wie es die Physiker bezeichnen, den Spin
nochmals verschoben hitte.

Wir stellen nun einige Uberlegungen dazu an, wie dieses ungewhnliche Verhalten mit dem
unitiren Vektorraum C 2 modelliert werden kann: Der Zustand eines Partikels soll hierbei einem
eindimensionalen Teilraum von C ? entsprechen, der durch einen Einheitsvektor s € C? dargestellt
werden kann.

Die Ablenkung durch die anfangliche Menge von Magneten kann als sog. Polarisierung bzgl.
der Zerlegung C? = U; @ Uy mit U; = Ce; und Uy = Cey verstanden werden. Das heift, dass
nach der Polarisierung der Zustand eines Partikels entweder durch U; oder U, représentiert sein
wird, was mit Wahrscheinlichkeit ||m;(s)||* geschieht, wobei 7; : C? — U; die Projektion auf Uj ist.
Nach der Polarisierung ist der Zustand des Partikels repréasentiert durch s’ := m;(s)/||m;(s)||, wobei
i die Nummer des Teilraums ist, zu dem die Polarisierung gefiihrt hat. Man erinnere sich, dass
i =1 oder i = 2 i.A. beide mdglich sind; ein Partikel i tritt mit der Wahrscheinlichkeit ||7;(s)||?
auf. Der neue Zustand ist also entweder in U; oder in Us, so dass eine weitere Polarisierung nichts
Neues mehr bringt. Ist niimlich s’ € Uy, so folgt |[m1(s')||? = 1 und ||ma(s")[|> = 0, so dass wir
mit Wahrscheinlichkeit 1 wieder in U; landen werden. Insbesondere ist der neue Zustand nach der
zweiten Polarisierung wieder durch s’ reprasentiert.

Wir bemerken, dass auch bei bekanntem Zustand das Ergebnis der Polarisierung nicht exakt
bestimmt werden kann. Nur dessen Wahrscheinlichkeitsverteilung kann aus dem Ausgangszustand
bestimmt werden. Wir bemerken auch, dass die Polarisierung den Zustand durch Projektion auf
einen Teilraum verandert.

Wie kann die Ablenkung durch die um 90° gedrehten Magnete erklart werden? Diese werden
als eine Polarisierung bzgl. der Zerlegung C2 = V; @ V5 angesehen, wobei Vi = C (e; + e3) und
‘/2 =C (61 — 62) gllt

Betrachten wir, was mit s € U; geschieht, d.h. s = e; bzgl. dieser Polarisierung. Dies entspricht
einer Sendung des nach oben abgelenkten Strahls durch die gedrehte Menge von Magneten, die
wie betrachtet zu einer Aufspaltung in zwei Strahlen fiihrt. Die Projektion von s auf V; ist gleich
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1(e1 + e2), so dass die Wahrscheinlichkeit hierfiir (1/v/2)* = 1/2 betriigt. Analogerweise ist die
Wahrscheinlichkeit, dass s auf Vo projiziert wird, gleich 1/2, was die Aufspaltung in zwei Strahlen
erklart. Nach dieser Polarisierung ist der Zustand entweder repréisentiert durch C (e; + es) oder
C (61 - 62).

Quantenmechanische Experimente kénnen durch unitére Vektorrdume modelliert werden; Zu-
stdnde werden durch eindimensionale Unterrdumen représentiert, die durch Einheitsvektoren dar-
gestellt werden (zwei Einheitsvektoren werden als dquivalent betrachtet, wenn einer aus dem an-
deren durch Multiplikation mit einer Zahl A vom Betrag 1 gewonnen werden kann, d.h., wenn er
den gleichen Unterraum aufspannt.)

Ein Experiment mit [ moglichen Ergebnissen wird durch eine orthogonale Zerlegung V =
Uy & --- @ U, beschrieben. Ist der Ausgangszustand durch den Einheitsvektor s gegeben und

S=81+...+5

die Zerlegung von s in Komponenten s; € U, so folgt aus wiederholtem Anwenden des Satzes von
Pythagoras die Beziehung
2 2 2
L= sl = llsall* 4 + [lsall*

Die Wahrscheinlichkeit, nach dem Experiment den Endzustand i zu messen, ist nun ||s;||?. Fiihrt
man eine Messung durch, ob sich das System im Zustand ¢ befindet, so ist der neue Zustand
reprasentiert durch den Einheitsvektor msi, wenn s; # 0 gilt. Ist s; = 0, so kann sich das
System gar nicht im Zustand ¢ befinden. Es gibt keine Moglichkeit, Information {iber den Zustand
s zu erhalten, ohne s zu modifizieren.

Experimente mit unendlich vielen Ergebnissen, z.B. die Messung von Position oder Impuls
eines Partikels in R3 konnen nicht mit endlichdimensionalen Vektorriumen beschrieben werden.
Eine besondere Art von unendlichdimensionalen Vektorrdumen wird bendtigt: ein Hilbertraum,

d.h., ein unitdrer Raum V', der bzgl. der Metrik d(z,y) := || — y|| vollsténdig ist.
Beispiel 8.4.26 [Der Hilbertraum ¢2] Sei ¢? := ¢?(N,C) die Menge aller Folgen

T = (fi)i:LQ,‘.. = ($1,$27$37 .- ~)
von komplexen Zahlen mit
o0
Z |22 < 0.
i=1

Wir definieren fiir zwei Folgen = = (x;) und y = (y;) in £2

z+y:=(x; +y) und Az = (Ax;) fiir A e C.

K3

Aufgabe 8.4.27 Zeige > |x; +yi|? < +o00, > |Az;|? < oo, und dass > z;7; absolut konvergent
i=1 i=1 =1
ist.

Ist also x,y € £2, so folgt = +y € £2 und Az € 2. So wird ¢? zu einem komplexen Vektorraum.
Wir definieren fiir z,y € £? ein Skalarprodukt durch

o0
(w.y) ==Y x7
i=1

(Da die unendliche Reihe absolut konvergiert, beschreibt die Reihe eine komplexe Zahl.) Man zeigt
leicht, dass die Eigenschaften (B;), (B%), (S) und (H) eines Skalarproduktes erfiillt sind. Damit

oo
Z |z;|2. Die
i=1

wird ¢ zu einem unitéren Vektorraum. Die Norm von z = (x;) € £2 ist ||z|| =

Vektoren

ey = (1,0,0,0,...)
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ez =(0,1,0,0,...)
es = (0,0,1,0,...)

bilden ein unendliches Orthonormalsystem fiir /2.

Beispiel 8.4.28 [Der Vektorraum C([0,1]) := C([0,1],R) der stetigen Funtionen [0,1] — R
mit der L?-Norm| Sei C([0,1]) die Menge aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R. Bzgl. der
gewOhnlichen Addition und der skalaren Multiplikation

(f+9)(@) = f@)+g(x),  AN)):=A-flz), AeR,

wird C([0,1]) zu einem reellen Vektorraum. Wir definieren fiir f, g € C([0,1]) ein Skalarprodukt
1
(f9) = [ f@)g(a) da.
0
Aufgabe 8.4.29 Die Eigenschaften (B 2), (S), (P) eines Skalarproduktes sind erfiillt.

Ausgestattet mit diesem Skalarprodukt wird C([0,1]) ein euklidischer Vektorraum. Die eukli-
dische Norm einer Funktion f ist

[1fll2 =

Wie in jedem euklidischen Vektorraum gilt die CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung 8.3.8:

. 9)] < 1 £lz - gl dh.
1 1 2, 1 12
\ / F(@)g(x)de| < ( / f(m)2d:c> ( / g(m)zdx)

Ebenso gilt die Dreiecksungleichung 8.3.11:

1+ gllz <[ Fll2 + llgll2 d.h.

’ 1/2 1 1/2 ! 1/2
(O/(f(x)+g(x))2dx> s(/ flapds +(/ i)

Beispiele von orthogonalen Funktionen in C([0,1]) erhilt man aus den folgenden Orthogonalitits-
relationen fiir Sinus- und Kosinusfunktion:

1

i

/sin(27rmx) sin(2mnx) dx = {? irn 7 m
0
1

5 firn=m>0,

sin(2rmzx) cos(2rnx) de = 0 fiir alle n,m,

o

flir n #m

1
/cos(27rmx) cos(2mnx) dx = firn=m>0
0

= o= O

firn=m=0.
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Betrachten wir die Funktionen vg, v1,vs, ..., w1, wa,..., die fir z € [0,1] durch
vg(z) 1= cos(2mkx), wg(x) 1= sin(27kx), fir k=0,1,2,...

definiert sind, dann bilden nach den obigen Orthogonalitétsrelationen diese Funktionen ein Ortho-
gonalsystem in C([0,1]). Durch Normierung erhalten wir ein Orthonormalsystem von Funktionen.

Aufgabe 8.4.30 Beweisen Sie die Orthogonalititsrelationen.
Wir betrachten nun endlich viele von diesen Funktionen, z.B.
Vo, V1y .-y Un, WiyeooyWn.

Diese bilden eine Orthogonalbasis eines linearen Teilraums 7,, von C([0,1]). Der Raum 7,
besteht aus allen Linearkombinationen der Form

n
T = aguo + Y _(akvx + Brw), d.h.
k=1

T(x) =ao+ Z ay, cos(2mkx) + B sin(27ka) .
k=1

Solche Funktionen heiften trigonometrische Polynome vom Grad < n.

Wir bezeichnen mit ,, die Orthogonalprojektion von C([0,1]) auf den linearen Teilraum 7.
Fiir jede stetige Funktion f € C([0, 1]) ist die Projektion 7, (f) ein trigonometrisches Polynom vom
Grad < n; nach 8.4.20(7) ist 7, (f) die beste Approximation von f durch ein trigonometrisches
Polynom vom Grad < n bzgl. der L?>-Norm. Nach der allgemeinen Formel 8.4.20 ist 7, (f) gegeben

durch .
— >\ ~ONY ~ O\~ 0\ <fv U0>
T (f) = (£, 00)T0 + Y ((f, )0k + (f, Tk) k) = oolE T
k=1
wobei vg, V1, Vs, - .., Wi, Wa, - .. durch Normierung aus vg, v1, va, ..., w1, Ws, ... hervorgehen. Dies
bedeutet explizit:

+ z ay cos(2mkx) + By sin(2mkx)
k=1

() = 5

mit

1
ap = Z/f(m) cos(2rkx)dr , k=0,1,2,...
0
1

Bk = Q/f(x) sin(2rkx)dx , k=1,2,3,...
0

Die Koeffizienten oy, and [ heiflen Fourier-Koeffizienten von f. Die unendliche Reihe

Qo

5 + Z ay cos(2mkx) + By sin(2rkx)

k=1

heifit Fourierreihe der Funktion f. Leider ist es nicht richtig, dass fiir jede stetige Funktion f die
Fourierreihe von f fiir jedes = gegen f(x) konvergiert. Ist allerdings die Funktion f zweimal stetig
differenzierbar und f(0) = f(1), dann konvergiert die Fourierreihe von f gleichméfig gegen f. Das
Teilgebiet der Mathematik, in welchem derartige Fragen untersucht werden, heiftt harmonische
Analysis.
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8.5 Orthogonale und unitire Abbildungen

In diesem Abschnitt sei V ein euklidischer oder unitirer Vektorraum. Wir werden hier alle Uber-
legungen parallel fiir den reellen (euklidischen) und komplexen (unitiren) Fall anstellen. Natiirlich
werden R™ und C™ mit dem Standardskalarprodukt (siehe die Abschnitte 8.1 und 8.2) die wichtig-
sten Beispiele sein. Wir wollen lineare Abbildungen ¢: V' — V betrachten, die das Skalarprodukt
erhalten, so wie diese Abbildungen darstellende Matrizen.

Definition 8.5.1 [Orthogonale [unitére] Abbildung] Eine lineare Abbildung ¢: V' — V heifst
orthogonal [unitdr], wenn ¢ bijektiv ist und isometrisch, d.h.,

(p(v), p(w)) = (v,w) firalle v,weV

gilt.

Bemerkung 8.5.2 Orthogonale [unitire] Abbildungen ¢ erhalten Linge und Orthogonalitét, d.h.
le@) = 1loll, v Lw=e(v) Lp(w).

In der Tat gilt [|p(v)]| = \/{p(v), p(v)) = /{v,v) = ||v||, also wird die Lénge erhalten. Und aus
(v,w) = 0 folgt (p(v), p(w)) = (v, w) = 0. Damit wird die Orthogonalitit erhalten.

Allgemeiner erhalten orthogonale Abbildungen Winkel, da sich diese durch das Skalarprodukt
ausdriicken lassen.

Beispiele 8.5.3 (orthogonaler Abbildungen)

e im euklidischen R 2: Drehungen um den Ursprung und Spiegelungen an Geraden durch den
Ursprung (wir werden das spéter beweisen);

e im euklidischen R 3: Drehungen um eine Achse durch den Ursprung, Spiegelungen an Ebenen
durch den Ursprung und Spiegelungen an Geraden durch den Ursprung.

Achtung: orthogonale Projektionen sind keine orthogonalen Abbildungen im obigen Sinn, da
sie weder die Lénge von Vektoren noch Orthogonalitét erhalten.

Bemerkung 8.5.4 Fiir endlichdimensionale V' kann man die Definition abschwichen: Bijektivi-
tat ist eine Konsequenz der anderen Eigenschaften. Ist ndmlich ¢: V' — V linear und erhilt das
Skalarprodukt, dann erhélt ¢ die Lange. Also haben nichtverschwindende Vektoren ein nichtver-
schwindendes Bild, d.h. ker(¢) = {0}. Also ist ¢ injektiv. Fiir endlichdimensionale V folgt daraus,
dass ¢ bijektiv ist (vgl. 5.1.5).

Fiir unendlichdimensionale euklidische Vektorrdume gibt es lineare Abbildungen, die das Ska-
larprodukt erhalten und nicht bijektiv sind. Im Raum ¢? (siehe 8.4.26) ist der Shiftoperator
(z1,22,23,...) — (0,21, x2,x3,...) hierfiir ein Beispiel.

Definition 8.5.5 [Die orthogonale und die unitdre Gruppe| Wir bezeichnen mit
O(V) :={p € Aut(V): (Vo,w € V) {p(v), p(w)) = (v, w)}

die Menge aller orthogonalen Abbildungen eines euklidischen Vektorraums, die sogenannte ortho-
gonale Gruppe von V und mit

U(V) :=A{p € Aut(V): (Vo,w € V) (p(v), p(w)) = (v, w)}

die Menge aller unitdren Abbildungen eines unitéren Vektorraums V', die sogenannte unitdire Grup-
pe von V.

Bemerkung 8.5.6 Wir behaupten, dass O(V) und U(V) Gruppen sind. Dazu zeigen wir, dass
diese Mengen Untergruppen der Gruppe Aut(V) = GL(V) aller linearer Automorphismen von
V sind. Das tun wir fiir den euklidischen Fall (die Beweise und Aussagen sind im unitéren Fall
gleich):
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1. idy € O(V), da die identische Abbildung offensichtlich orthogonal ist.
2. p, € O(V) = porp € O(V): Erhalten ¢ und 1 das Skalarprodukt, so folgt fiir alle v, w € V:

(0o 9)(v), (p o) (w)) = (p(P(v)), p(P(w))) = (Y(v), Y (w)) = (v, w).

3. ¢ € O(V) = ¢~! € O(V): Eine orthogonale Abbildung ¢ ist definitionsgemiR bijektiv; sie
hat also eine Inverse ¢! und es gilt v = p(¢ "1 (v)) fiir alle v € V. Also folgt

(v,w) = (p(e71 (1), P~ (w))) = (™ (v), ¥~} (w))
fiir alle v, w. Damit ist ¢ ~! eine orthogonale Abbildung.
Proposition 8.5.7 [Orthogonalitétskriterium] Sei vy,vs,...,v, eine Orthonormalbasis von V.

Dann ist eine lineare Abbildung ¢: V — V genau dann orthogonal [unitir], wenn p(v1) , ¢(vs),
..o, p(vy) ebenfalls eine Orthonormalbasis von V ist.

Beweis. Da vy, vs,...,v, eine Orthonormalbasis ist, gilt (v;,v;) = d;; fir alle ¢, j. Ist ¢ ortho-
gonal [unitdr], so folgt aus der Definition (p(v;), ¢(v;)) = (v;,v;) = §;;. Damit ist @(v1), p(v2),
.., ¢(vy,) ebenfalls eine Orthonormalbasis.
Umgekehrt sei ¢(v1), ¢(v2), ..., ¢(v,) eine Orthonormalbasis. Es folgt in diesem Fall
(i), p(v))) = bij.

Wir zeigen, dass die Abbildung ¢ orthogonal [unitér| ist: Fiir beliebiges v = Y | a;v; und
w = Z;-Zzl Bjv; gilt nach 8.4.4:

(p(v), p(w)) = <<P(Z ;v;), @(Z Bjvj)) = <Z aip(vi), Z Bip(vi))

= Z%‘E‘(‘P(%‘% LP(Uj)) = Z%‘ﬁj‘% = Z%‘E = (v, w).
i,J i,j i=1

Definition 8.5.8 [Orthogonale Matrizen] Wir nennen @ € M,,(R) eine orthogonale Matrix, wenn
QQ"=Q'Q=E,
gilt, d.h. Q ist invertierbar mit Q~' = Q. Wir schreiben
On(R):={Q €GL,(R): QT =Q '}
fiir die Menge der orthogonalen Matrizen.

Fiir eine komplexe Matrix A = (a;;) benutzen wir folgende Schreibweisen:

A= (a;) , A= ZT = AT (die Transponierte von A)

1—.2' 1‘ A= 1—1 —i' '
-1 241 1 241

Beispiel 8.5.9

A(l—,’—i 1.)’ T
1 2—1
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Definition 8.5.10 Wir nennen @ € M,,(C) eine unitidre Matrix, wenn
QR =Q'Q=E,
gilt, d.h. Q ist invertierbar mit Q~' = Q*. Wir schreiben
Un(C) :={Q € GLn(C): Q" = Q7"}

fiir die Menge der unitire Matrizen.
Beachte, dass die orthogonalen Matrizen genau diejenigen unitdren Matrizen sind, bei denen
alle Eintrage reell sind (Nachweis).

Lemma 8.5.11 O,(R) ist eine Untergruppe von GL,(R) und U,(C) ist eine Untergruppe von
GL,(C).

Beweis.  Wir filhren den Nachweis im reellen Fall. Den komplexen Fall behandelt man analog.
Zuerst bachten wir: E,] = E,, = E; 1, also ist die Einheitsmatrix orthogonal. Sind 4, B € O,,(R),
also A=' = AT und B~' = BT, so ist auch

(AB) ' =B 1A' =BTAT =(4AB)7,
und damit AB € O,(R). Weiter folgt aus der Relation A~! = AT durch Transponieren
(AT =ANT=4a=A"""
also A=t € 0, (R). n
Definition 8.5.12 [Die orthogonalen und unitiren Matrixgruppen] Wir haben schon gesehen,
dass O, (R) und U, (C) Untergruppen von GL, (K) sind. Da
SL,,(K) :={g € GL,,(K): detg =1}

fiir jeden Korper eine Untergruppe von GL, (K) ist (Nachweis als Ubung), erhalten wir weitere
Untergruppen

SO,(R):=0,(R)NSL,(R) und SU,(C):=U,(C)NnSL,(C).
Diese Untergruppen heifsen die spezielle orthogonale und die spezielle unitire Gruppe.

Satz 8.5.13 [Charakterisierung von orthogonalen [unitdren] Matrizen] Fir @ € M, (K), K €
{R,C} sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(i) Die lineare Abbildung pg: K" — K",z — Qu ist orthogonal [unitdr] bzgl. des Standardska-
larprodukts, d.h. es gilt:
(Qu, Qw) = (v,w) fiir alle v, w.

(ii) Die Spalten s1,..., s, von @ bilden ein Orthonormalsystem, d.h.

(8i,85) = dij =

1 fallsi=3j
0 fallsi#j
(iii) Q'Q=E, [Q*Q = E,].
(iv) Q ist invertierbar und es gilt Q~' = QT [Q~! = Q*].
(v) Die Zeilen von Q bilden ein Orthonormalsystem.

(vi) QQT = E, [QQ* = E,].
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Beweis. (i) < (ii) Betrachte die Standardbasis ey, es,. .., e, in K", die eine Orthonormalbasis
ist. Wir wissen aus 8.5.7, dass ¢ genau dann orthogonal [unitér] ist, wenn die Vektoren

woler) = Qer, pole2) = Qea, ..., polen) = Qeyp, also die Spalten von @, ebenfalls eine
Orthonormalbasis bilden.

ii) < (iii) Wir betrachten QTQ = (;;) mit:
(i) « (iii) j
7ij = (i — te Zeile von Q") (j — te Spalte von Q)
= (i — te Spalte von Q) - (j — te Spalte von Q)
Es gilt also genau dann Q' Q = E,, = (8;;), wenn
(¢ — te Spalte von Q) - (j — te Spalte von Q)) = d;;
d.h. genau dann, wenn die Spalten von @ ein Orthonormalsystem bilden.

(iii) < (iv) Es ist klar, dass (iii) aus (iv) folgt. Ist K =R und Q'Q = E,, so ist Q nach 5.4.20
invertierbar und Q' = Q T, d.h. Q ist eine orthogonale Matrix. Ist K = C und Q*Q = E,,,
so ist @ invertierbar und Q' = Q*.

(v) & (vi) zeigt man analog zu (ii) < (iii).

(iv) & (vi) zeigt man analog zu (iii) < (iv).

Beispiel 8.5.14 Die Matrix

1 1 -2 2
2 -1 =2

ist orthogonal, da ihre Spalten einen Orthonormalbasis bilden. Die inverse Matrix ist gegeben
durch

L[ 22
QT =QT=3(-2 2 -1
2 1 -2

Folgerung 8.5.15 Ein Endomorphismus ¢ eines endlichdimensionalen euklidischen [unitdren]
Vektorraumes V ist genau dann orthogonal [unitir], wenn seine Matriz Q bzgl. einer beliebigen
Orthonormalbasis vi,va, . .., v, eine orthogonale [unitire] Matriz ist.

Beweis.  Dies folgt aus 8.5.7, der Charakterisierung orthogonaler [unitarer] Matrizen, und aus
der Tatsache, dass die Spalten der Matrix ) von ¢ bzgl. der Basis B = (v1,...,v,) die Koordina-
tenvektoren [¢(v1)]5, ..., [¢(v,)]p sind. L

Satz 8.5.16 [Eigenschaften orthogonaler [unitédrer] Matrizen ()]

(i) |det(Q)| =1 (fiir orthogonale Matrizen bedeutet dies det(Q) = +1).

(ii) Fiir jeden Eigenwert A\; von Q gilt |A;| = 1.
(Die einzig moglichen reellen Eigenwerte sind also \; = £1.)

(iii) Sind vy und vo Eigenvektoren zweier verschiedener Eigenwerte A1 und \a, dann sind v und
vo orthogonal zueinander.

(iv) Ist U ein Q-invarianter linearer Teilraum von R™ [C"], d.h. gilt Q - U C U, so ist U+
ebenfalls Q-invariant.
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Die entsprechenden Eigenschaften sind fiir orthogonale [unitire] Transformationen ¢ eines
euklidischen [unitdren] Vektorraums giiltig.

Beweis. (i) det(Q*) = det(QT) = det(Q) = det(Q). Aus Q*Q = E,, folgt daher
1 =det(E,) = det(Q*Q) = det(Q*) - det(Q) = det(Q) - det(Q) = | det(Q)|?
und damit | det(Q)| = 1.

(ii) Sei A € C ein Eigenwert von @. Dann gibt es einen Eigenvektor 0 # v € C™ zum Eigenwert
A. Da @ unitér ist, erhalten wir

(v,v) = (Qu, Qu) = (Av, \v) = X/\<”U7”U>.

Aus (v,v) # 0 ergibt sich A\ =1, d.h. [A\? =1, [\ = 1.

(iii) Seien A1 # Ay zwei verschiedene Eigenwerte (in C) von @ und seien v, vy zugehorige Eigen-
vektoren. Wir nehmen an, dass (v1,vs) # 0 ist. Dann gilt

(v1,v2) = (Qu1, Quz) = (Arv1, Agva2) = A1 A2 (v1, va).
Wir folgern M Ay = 1, also \; = Tg_l. Aus |\ = 1 folgt Tg_l = Xy und damit ergibt sich
Ao = A1, im Widerspruch zur Annahme.

(iv) Wir miissen zeigen, dass v € UL die Giiltigkeit von Qu € U~ nach sich zieht. Dazu sei v €
U+, d.h. (v,u) = 0 fiir alle u € U. Da @ orthogonal [unitér] ist, schlieRen wir (Qu, Qu) = 0 fiir
alle w € U. Da Q orthogonal [unitér] ist und da U nach Annahme Q-invariant ist, induziert
@ eine orthogonale [unitére] Abbildung von U auf sich selbst. Die Matrix @ induziert also
insbesondere eine bijektive Abbildung von U auf sich. Wir folgern (Qu,w) = 0 fiir alle w € U,
also Qu e U™,

L]

8.5.17 [Orthogonale 2 x 2-Matrizen Q] Es sei @ eine orthogonale 2 x 2-Matrix. Da die erste
Spalte g1 von @ ein Einheitsvektor ist, kénnen wir sie fiir ein 7 € [0, 27[ schreiben als

cos
q1 = < . W) .
sin 7y

Die zweite Spalte ¢, ist ebenfalls ein Einheitsvektor, der senkrecht auf ¢; ist, also von der Gestalt

0 = ( Sln'y) oder ( sin vy ) .
cosy —cos7y
Die beiden Fille unterscheiden sich darin, dass im ersten Fall det Q = cos?~y + sin®y = 1 ist und

im zweiten Fall det Q = — cos®>y — sin®y = —1.

e det @ = 1: Dann beschreibt @ eine Drehung um den Ursprung um den Winkel v (0 < v <

o)
Q= D(y) = <Cosw —sim)

siny  cosvy

e det @ = —1: Dann kann @ als eine Spiegelung R an der x;-Achse mit anschliefender Drehung

aufgefasst werden:
cosy  sinvy 1 0
(sin Yy —cos 'y) ) ™) (O —1>
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Dies ist in der Tat eine Spiegelung an der Geraden g, die den Winkel 3 mit der x;-Achse

einschliefit, denn wir haben

ol ol _ain X in X
) cos 3\ _ [cos3 0 sing) _ [ sing
sin 4 sind )’ cos X —cos1)’
2 2 2 2
wie man leicht mittels der Relationen

cosycosl +sin'ysin1 = cos (7— 1) = cosl
2 2 2 2

und
sin 7y cos T €os 7y sin - sin ('y — 1) =sin 7
2 2 2 2
nachrechnet.
det Q = +1 det@Q = —1
eg €2
Qe Qe Qe
g
2! v o3
el €1

Qe

Damit ist jede orthogonale Abbildung der euklidischen Ebene R ? entweder eine Drehung um

den Ursprung 0 oder eine Spiegelungen an einer Geraden durch 0.

8.5.18 [Orthogonale 3 x 3-Matrizen] Sei ¢ : R?® — R? eine orthogonale Abbildung und Q die
Matrix von ¢ bzgl. der Standardbasis eq, es, e3.

Wir zeigen Folgendes:

1. Ist det Q = +1, dann ist ¢ eine Drehung um eine Achse g
g durch den Ursprung 0. Die Achse g geht durch einen u
Eigenvektor u von @ zum Eigenwert 1.

Fiir den Winkel v der Drehung gilt (siehe 5.8.7) 0 v

cosy = %(tr(Q) —1).

2. Ist det @ = —1, dann ist ¢ eine Spiegelung an einer Ebene U gefolgt von einer Drehung um

die Gerade g, die orthogonal zu U ist.

Die Gerade g wird erzeugt durch einen Eigenvektor v zum Eigenwert A = —1.

Wihlt man eine Orthogonalbasis u, v, w, wie in der Zeichnung angedeutet, so lautet die Matrix

Q' von ¢ bzgl. dieser neuen Basis

1 0 0

1. detQ = +1: Q =0 cosy —siny
0 siny cosvy
-1 0 0

2. detQ = —1: Q=0 cosy —siny

0 siny cosy
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Im zweiten Fall liegt eine Spiegelung vor, wenn v = 0 ist. Es handelt sich um eine Spiegelung
gefolgt von einer Drehung, wenn v # 0 gilt.

Beweis.  Wir bemerken zunéchst, dass entweder det @ = 1 oder —1 nach 8.5.16 (i) ist.
Da @ eine reelle Matrix ist, hat das charakteristische Polynom von @ reelle Koeffizienten. Da

dessen Grad 3 und demnach ungerade ist, besitzt es nach dem Zwischenwertsatz eine reelle Wurzel
A1 (dies ist ein Satz aus der Analysis). Aus 8.5.16(ii) folgt A\ = £1.

1. Fall: det@Q = 1. Wir behaupten: 1 ist Eigenwert von (. Seien A1, Ao, A3 die komplexen Ei-
genwerte von (), wobei A\; der reelle Eigenwert sei. Nach dem oben Gesagten gilt \; = 1
oder A\; = —1. Ist )\ nicht reell, so ist A3 = Ao ebenfalls nicht reell. In diesem Fall gilt
det@ = 1 = M3 = Mi|A2|? = A\q, also A\; = 1. Ist Ay reell, so auch A3 = \o. Wegen
Aj € {£1} und det @ = A\ A3 = 1 mufs einer der Eigenwerte 1 sein.

Wir wihlen nun einen Eigenvektor v zum Eigenwert 1. Wir diirfen sogar annehmen, dass
u normiert ist. Sei U = {u}* der zu u orthogonale lineare Teilraum. Nach 8.5.16(iv) ist U
invariant unter .

2. Fall: det@Q = —1.

Mittels einer dhnlichen Argumentation wie im vorigen Fall zeigt man, dass —1 ein Eigenwert
ist. Wir wihlen dann einen normierten Eigenvektor v zum Eigenwert —1. Wieder ist U :=
{u}* invariant unter ¢.

Wir wissen aus 8.5.17, dass auf dem zweidimensionalen Raum U die Abbildung ¢ eine Drehung
oder eine Spiegelung induziert. Im ersten Fall ist ¢ eine Drehung um ¢ (dann ist det @ = +1) und
im zweiten Fall eine Spiegelung an g (dann ist det Q = —1). [

Aufgabe 8.5.19 Sei V ein euklidischer Vektorraum. Zeige: Ist v € V' ein Einheitsvektor, so wird
durch

$5: V=V, we—w—2(w,v)v

eine orthogonale Abbildung definiert. Diese Abbildung heifst orthogonale Spiegelung an der Hy-
perebene orthogonal zu v. Warum? Welche Punkte werden durch s, fest gelassen?

Aufgabe 8.5.20 * Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum. Zeige: Jede orthogo-
nale Abbildung ist ein Produkt von Spiegelungen, d.h., zu jedem ¢ € O(V) existieren vy, ...,v, €
V mit ¢ = Sy, S0, - - - Su,,- Hinweis: Induktion nach dim V: Hat ¢ einen Eigenvektor v zum Eigen-
wert 1 (Fixvektor), so betrachte man |y .. Ist dies nicht der Fall, so wihle man 0 # v € V und
suche eine Spiegelung s,, mit s,, (¢(v)) = v; dann hat die neue Abbildung s,, o ¢ einen Fixvektor

£0.

8.5.21 [Die QR-Zerlegung einer invertierbaren Matrix B] Sei B eine invertierbare n x n-Matrix
mit reellen [komplexen| Koeffizienten. Dann sind die n Spalten von B linear unabhéngig und wir
konnen die QR-Zerlegung von B wie in 8.4.13 konstruieren und erhalten

B=QR

Dabei ist @ eine orthogonale [unitire] Matrix und R eine obere Dreicksmatrix mit positiven reellen
Eintrigen auf der Diagonalen.

Aufgabe 8.5.22 Zeige, dass die Zerlegung einer invertierbaren Matrix B in ein Produkt aus
einer orthogonalen [unitéren| Matrix @ und einer oberen Dreiecksmatrix R mit positiven reellen
Eintrégen eindeutig ist.



212 KAPITEL 8. EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME

Bemerkung 8.5.23 Anwendung auf das Losen linearer Gleichungssysteme
Bx=1b

im Falle, dass B eine invertierbare n x n-Matrix mit reellen [komplexen| Eintrigen ist: Ersetzt
man die Matrix B durch ihre QR -Zerlegung, so erhélt man

QRzr =0
und wegen Q7' = QT [Q~! = Q*] kdnnen wir das System in der Form
Rx=Q"b [Rx = Q"D

schreiben. Das letzte Gleichungssystem kann leicht gelost werden, da R obere Dreiecksgestalt
besitzt.



Kapitel 9

Diagonalisierung normaler Matrizen

In diesem Kapitel werden wir die komplexen Matrizen A beschreiben, die mittels einer unitiren
Matrix @ diagonalisiert werden kénnen. Wir wollen also die komplexen Matrizen A charakterisie-
ren, fiir die eine unitdre Matrix @ existiert, so dass

A" :=Q 'AQ eine Diagonalmatrix ist,

d.h., es existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.
In diesem Kapitel seien A, B, ... immer n X n-Matrizen mit komplexen oder reellen Eintrégen
und R™ und C" seien immer mit dem Standardskalarprodukt versehen.

9.1 Normale Matrizen

Wir definieren fiir Matrizen A mit komplexen Eintrdgen den Begriff der adjungierten Matrix A*,
die fiir Matrizen mit reellen Eintréigen gleich der Transponierten A" ist und dhnliche Eigenschaf-
ten besitzt. Man beachte aber, dass dieser Begriff einer Adjungierten nichts mit dem Begriff der
Adjungierten gemein hat, wie er in Kapitel 6 fiir die Cramersche Regel definiert wurde.

Definition 9.1.1 [Die Adjungierte] Man erinnere sich an die folgenden Schreibweisen: Fiir A =
(ai;) € My (C) schreiben wir

A= (@)
Ar=AT = AT
und nennen A* die Adjungierte von A. Fiir die Adjungierte gelten folgende Regeln:

(A+ B)" = A* + B, (M) =2A*  (fir A€ C),
(AB)* = B* A", A = A

Die beiden ersten und die vierte Regel sind offensichtlich; wir berechnen zum Nachweis der dritten:
(AB)*=AB' =(AB)' =B'AT =B*A".

Sind alle Eintréige a;; von A reell, so gilt A=A und A* = AT.

Bemerkung 9.1.2 [Spezialfille] Fiir eine komplexe n x n-Matrix A gilt:

Ast reell <= A=A,
A ist rein imaginir <= A = —A.

213
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Wir definieren weiterhin:

A ist symmetrisch : <= A= A"
A ist schiefsymmetrisch : <= A= —AT
A ist hermitesch : < A = A*

A ist schiefhermitesch : < A = —A*
Hermitesche Matrizen heiffen auch selbstadjungiert.

Bemerkung 9.1.3 Man beachte, dass die rellen (schief-)hermiteschen Matrizen genau die
(schief-) symmetrischen sind. Einige Beispiele fiir obige Klassen:

symmetrisch  schiefsymmetrisch hermitesch schiefhermitesch
1 2 3 1 -2 1 —i  1—i i i 1—1i
2 1 2 -1 0 -3 i 2 244 i 2i 241
3 2 2 3 0 144 2—1 =2 —1—i =247 =2

Man beachte weiterhin, dass jede Matrix A dargestellt werden kann als

a) Summe einer reellen und einer rein imaginéren Matrix:
1 — 1 —
A=-(A+A)+-(A—-A).
2 2
b) Summe einer symmetrischen und einer schiefsymmetrischen Matrix:
1 o1 -
A= §(A+A )+§(A—A ).
¢) Summe einer hermiteschen und einer schiefthermiteschen Matrix:

1 1
A= S(A+A) + S (A- A7),

Lemma 9.1.4 Fir Ac M,(C) gilt ’ (Av,w) = (v, A*w) ‘fiir alle v,w € C™.

Beweis. (Av,w) = (Av)"w=v"ATw = v A*w = (v, A*w). L]

Bemerkung 9.1.5 1. Wegen A** = A folgt aus dem oben Gesagten (v, Aw) = (v, A**w) =
(A*v, w).
2. Ist A eine reelle Matrix, so gilt A* = AT und damit:
(Av,w) = (v, ATw), (ATv,w) = (v, Aw) fiir alle v,w € R™.
Wir kommen nun zum zentralen Begriff dieses Kapitels:

Definition 9.1.6 [Normale Matrizen| Eine Matrix A € M,,(C) heift normal, wenn sie mit ihrer
Adjungierten vertauscht, d.h. AA* — A*A.

Beispiele 9.1.7 a) A= (; 1) ist nicht normal, da A*A = (g 3) #* <§ g) = AA* gilt.

b) Diagonalmatrizen sind normal: Ist A diagonal, so auch A* und Diagonalmatrizen vertau-
schen miteinander.
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¢) Unitédre und reelle orthogonale Matrizen ) sind normal: Ist @ unitér, so folgt Q*Q = E,, =
QQ* aus der Definition.

d) Komplexe hermitesche und schiefhermitesche Matrizen sind normal:
Ist A* =cAmit e € {1}, s0ist A*A=cAA=ecA2=A.(cA) = AA*.
e) Reelle symmetrische und reelle schiefsymmetrische Matrizen sind normal:
Das folgt sofort aus (d).
Diese Beispiele zeigen, dass es viele Typen normaler Matrizen gibt.
Lemma 9.1.8 Ist A normal, so gilt:
(a) A — \E ist normal fir jedes A € C,
(b) Q*AQ ist normal fir jede unitire Matriz Q.
Beweis. (a) folgt aus folgender Rechnung:
(A= AE)(A—AE)* = (A= AE)(A* = \E) = AA* — A\A* — XNA + \\E,
(A= AE)*(A—)\E) = (A* = AE)(A— \E) = A*A — A — \A* + \\E.

Beide Ausdriicke sind gleich, da AA* = A* A gilt (A ist normal).
(b) folgt aus

(QTAQ)(QAQ)" = (QTAQ)(Q" A"Q™) = Q"AA™Q,

E
(QTAQ)"(Q"AQ) = (Q"A"Q™)(Q"AQ) = Q*A*Q@:AQ = Q*A*AQ.
E
Wegen AA* = A* A sind die Matrizen Q*AA*Q und Q* A* AQ gleich. |

Lemma 9.1.9 Sei A eine normale Matriz. Ist A € C ein Eigenwert von A und v € C" ein
Eigenvektor von A bzgl. \, dann ist A\ ein Figenwert von A* und v ist ein FEigenvektor von A*

bzgl. \.
Beweis. Da A normal ist, gilt:
| Av — \v||> =((A — AE)v, (A — AE)v) o4 ((A—=AE)* (A — AE)v,v)

T (A= AE)(A = AE)v,v) = (A= AE)"v, (A~ AE)"v) = [|A" — Jw||*.

Der Vektor v ist genau dann ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\, wenn
Av=X v <= (A= AE)Jv=0 <= ((A—AE)v,(A—AE)v) = |(A - AE)v|* = 0.
Ebenso ist v genau dann ein Eigenvektor von A* zum Eigenwert \, wenn
A= v <= (A* = XE)v =0 <= ((A—\E)*v,(A - \E)*v) = ||[(A = AE)*v||* = 0.

Da nach der ersten Rechnung die beiden Ausdriicke fiir normale Matrizen A gleich sind, erhalten
wir das gewiinschte Ergebnis. L]
Satz 9.1.10 Ist A eine normale Matriz, so sind die Figenvektoren von A zu verschiedenen Fi-
genwerten orthogonal.

Beweis.  Wir nehmen an, v und w seien Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A und g,
d.h. es gilt Av = A\v und Aw = pw. Dann folgt

Ao = Qo) = (o) = @A) = () = (o)

Aus p # X ergibt sich, dass (v, w) verschwindet. Also sind v und w orthogonal. L]
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Lemma 9.1.11 Ist A eine normale Matrix und v € C" ein Figenvektor von A, dann ist der
(n — 1)-dimensionale lineare Teilraum v* invariant unter A.

Beweis. Sei A € C der Eigenwert, fiir den v ein Eigenvektor ist. Sei w € v+, d.h. (v,w) = 0.
Wir wollen (v, Aw) = 0, d.h. Aw € vt zeigen:

(v, Aw) 0T (A% v, w) 0T (Av, w) (13:’1) A (v, w) =0.

9.2 Diagonalisierungssatze
Nun kénnen wir unsere wichtigsten Sitze angeben.

Satz 9.2.1 [Hauptsatz iiber normale Matrizen| Fir A € M,,(C) sind die folgenden Eigenschaften
aquivalent:

(i) A ist normal.
(ii) Es gibt in C™ eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A.
(iil) Es gibt eine unitire Matriz Q, so dass
A =QTAQ
eine Diagonalmatriz ist.

Beweis. (i) = (ii): Wir konstruieren induktiv eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von
A. Wegem dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt das charakteristische Polynom P4 (t) eine
Nullstelle, also A einen Eigenwert \;. Sei v; ein zugehoriger Eigenvektor. Wir normieren vy, so
dass |lv1]] = 1. Ist n = 1, so sind wir fertig. Ist dies nicht der Fall, so nehmen wir an, wir hétten
bereits ein Orthonormalsystem (vy,...,v;) von Eigenvektoren von A konstruiert. Nach 9.1.11 ist
der (n — k)-dimensionale Unterraum

Vii={v1,...,0} T =vi N nog
invariant unter A. Ist k = n, so sind wir fertig. Ist £ < n, so hat die lineare Abbildung
Vk - Vk, v Av

einen normierten Eigenvektor viii. Dann bilden (v1,...,vk4+1) ein Orthonormalsystem. Dieses
Verfahren bricht ab, wenn wir k = n erreicht haben. Wir erhalten also schlieflich ein Orthonor-
malsystem vq,...,v, von Eigenvektoren von A.

(ii) = (iii). Sei B’ = (v1,v2,...,v,) eine Orthonormalbasis von C™ aus Eigenvektoren von A.
Sei Q die Matrix, deren Spalten die Vektoren vy, ..., v, sind. Dann ist @ unitér (Satz 8.5.13) und

A'=Q'AQ

ist eine Diagonalmatrix. Die Eintrige auf der Diagonalen von A’ sind die zugehorigen Eigenwerte,
siehe Bemerkung 7.4.6.

(iii) = (i). Die Diagonalmatrix A’ ist normal. Gilt A’ = Q1 AQ fiir eine unitire Matrix Q, so
folgt QA'Q* = QQtAQQ~! = A. Wir folgern aus 9.1.8(b), dass A ebenfalls normal ist. [

Wir wenden nun diesen Satz auf die speziellen Klassen normaler Matrizen an, die in den Beispie-
len von 9.1.6 betrachtet wurden. Wir beginnen mit hermiteschen (selbstadjungierten) Matrizen:
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Lemma 9.2.2 Alle Figenwerte einer hermiteschen Matrix sind reell. Insbesondere sind alle kom-
plexen Eigenwerte einer reellen symmetrischen Matriz reell.

Beweis. Sei A = A" und v € C" ein Eigenvektor zum Eigenwert A € C von A. Dann ist
Av = lv. Aus 9.1.9 folgt A*v = Av und aus A* = A folgern wir Av = Av und damit A\v = v, was
A = A impliziert. Dies fithrt auf A € R. [

Satz 9.2.3 [Hauptsatz iiber hermitesche Matrizen| Fir A € M, (C) sind die folgenden Figen-
schaften dquivalent:

(i) A ist hermitesch.
(ii) A ist normal und alle Eigenwerte sind reell.
(iii) Es gibt eine unitire Matriz Q, so dass
A=Q 7 AQ
eine reelle Diagonalmatriz ist.

Beweis. (i) = (ii): Es ist klar, dass jede hermitesche Matrix normal ist, denn es gilt A*A =
A% = AA*. Aus Lemma 9.2.2 wissen wir, dass alle Eigenwerte von A reell sind.
(i) = (iii) Aus dem Hauptsatz iiber normale Matrizen folgt die Existenz einer unitdren Matrix

Q, so dass A= Q*AQ

eine Diagonalmatrix ist. Die Eintrige A; auf der Diagonalen von A’ sind die Eigenwerte von A,
also reell.

(iii) = (i): Die reelle Diagonalmatrix A’ ist trivialerweise hermitesch. Aus A" = Q*AQ folgt
nun A = QA’Q* und damit

A* — (QA/Q*)* — Q**AI*Q* — QA/Q* — A7
d.h. A ist hermitesch. |

Satz 9.2.4 [Hauptsatz iiber reelle symmetrische Matrizen| Fir eine n x n-Matriz A mit reellen
Eintrigen sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(i) A ist symmetrisch.
(ii) Es gibt in R™ eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A.
(iii) Es gibt eine orthogonale Matriz @), so dass
A =QrAQ
eine (reelle) Diagonalmatriz ist.

Beweis. (i) = (ii). Da A insbesondere eine normale komplexe Matrix ist, existiert eine Or-
thonormalbasis von C™ aus Eigenvektoren von A. Insbesondere ist A als komplexe Matrix diago-
nalisierbar. Da A hermitesch ist, sind nach Lemma 9.2.2 alle Eigenwerte von A reell, so dass die
Diagonalisierbarkeit von A iiber R aus Bemerkung 7.3.10 folgt.

Wihlen wir zu jedem Eigenwert eine Orthonormalbasis des zugehdrigen Eigenraums, so folgt
aus der Orthogonalitét der Eigenrdume (Satz 9.1.10) die Existenz einer Orthonormalbasis von R ™,
die aus Eigenvektoren von A besteht.

(ii) = (iii): Genau wie in 9.2.1 fiir normale Matrizen.

(iii) = (i): Angenommen, @ ist eine orthogonale Matrix und A’ = Q" AQ ist eine Diagonal-
matrix, dann gilt A = QA’QT und damit AT = (QA'QT)T =QTTATQT =QA QT = A, dh. A
ist symmetrisch. [ ]



218 KAPITEL 9. DIAGONALISIERUNG NORMALER MATRIZEN

Bemerkung 9.2.5 Reelle symmetrische Matrizen sind normal, aber eine komplexe symmetrische
Matrix muss nicht normal sein:

() () () )
1 0 1 0 -1 1 v 1

Ist eine komplexe symmetrische Matrix normal, so miissen deren Eigenwerte nicht reell sein. Be-
trachte z.B. die Matrix A = <
)\1:iund /\220

2

0 O), welche normal und symmetrisch ist. Thre Eigenwerte sind

Beispiel 9.2.6 Die Matrix

1 2 2 10
A=-12 11 -8
10 -8 5

ist reell und symmetrisch. Also hat diese Matrix im R? eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren vy, vs,vs. Wir wollen eine solche Orthonormalbasis aus Eigenvektoren explizit berechnen:
Charakteristische Gleichung:

2y 2 10
9 9 9 .
det(A—AE)=| 2 L\ 8 1=-XN4224x-2=-A-1A-2)(A+1).

10 _8 5y
9 9 9

FEigenwerte: Ay = 1,3 =2, A3 = —1.
2 1 -2

Eigenvektoren: wy = [ 2|, wa=|—-2] undws = | 1
1 2 2

Da es drei verschiedene Eigenwerte gibt, stehen die zugehorigen Eigenvektoren paarweise or-
thogonal aufeinander (nach 9.1.10). Also ergibt Normieren der wy, wy, w3 eine Orthonormalbasis
des R3:

T ) D Y
U1 =3 Y2 = o | — yUs = 3
3 1 3 2 3 2
Fiir die orthogonale Matrix
1 2 1 =2
Q= 3 2 -2 1
1 2 2
1 0 O
ist dann Q7'AQ = [0 2 0 |.D.h. wir kénnen A mittels einer orthogonalen Matrix Q diago-
0 0 -1

nalisieren.

Satz 9.2.7 [Hauptsatz iiber unitdre Matrizen| Fir A € M, (C) sind die folgenden Eigenschaften
aquivalent:

(i) A ist unitar.
(ii) A ist normal und alle Eigenwerte \ haben Betrag 1.
(iil) Es gibt eine unitire Matriz Q, so dass
A =Q71AQ

eine Diagonalmatriz ist, deren Fintrdge alle Betrag 1 haben.
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Beweis. (i) = (ii): Aus A*A = A7'A = E = AA~! = AA* folgt, dass jede unitire Matrix
normal ist. Aus Satz 8.5.16 wissen wir, dass alle Eigenwerte von A reell sind.
(ii) = (iii) Aus dem Hauptsatz iiber normale Matrizen folgt die Existenz einer unitdren Matrix

Q, so dass A = Q*AQ

eine Diagonalmatrix ist. Die Eintrige \; auf der Diagonalen von A’ sind die Eigenwerte von A,
haben also Betrag 1.
(iii) = (i): Die Diagonalmatrix A’ ist unitér, da fiir komplexe Zahlen A vom Betrag 1 die
Relation
A=At

gilt. Aus A’ = Q*AQ folgt nun A = QA’Q* und damit
A* _ (QA/Q*)* — Q**AI*Q* — Q(A/)—lQ—l — 14—17

d.h. A ist unitér. ]

Ist A eine unitére Matrix, so gilt |A;| =1 fiir alle Eigenwerte. Also ist A; eine komplexe Zahl
der Form '
Aj =€ = cosy; +isiny;.

el O
ei’Y2
O eirn

9.2.8 [Normalform fiir orthogonale Matrizen] Nun sei A eine (reelle) orthogonale n x n-Matrix.
Wir behaupten, es gibt eine orthogonale Matrix () mit

Deshalb gilt

QlAQ=A' =

p q 2r

0

QlAQ =4 =

wobei gilt:
e p ist die Vielfachheit des Eigenwertes +1 von A;
e ¢ ist die Vielfachheit des Eigenwertes —1 von A;

e 7 ist die Anzahl von Paaren komplex konjugierter Eigenwerte e, =% von A, wobei v; €
10, 7[.

Jedes D; ist eine Matrix der Form

D, — (€87 — sin y;
’ siny;  cosv;
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Zum Nachweis dieser Behauptung argumentieren wir wie folgt:
Eine orthogonale Matrix ist ein Spezialfall einer unitdren Matrix. Wir gehen deshalb zunéchst
vor wie fiir unitire Matrizen in 9.2.7:

e Bestimme die komplexen Eigenwerte von A:

Sei p die Vielfachheit des Eigenwertes 1 und sei g die Vielfachheit des Eigenwertes —1. (Ist
+1 oder —1 kein Eigenwert von A, sei p = 0 oder entsprechend ¢ = 0.)

Die anderen Eigenwerte haben die Form e?” = cos~y +isiny mit 0 < v < 7. Da A eine reelle
Matrix ist, hat das charakteristische Polynom P4 (t) reelle Koeffizienten. Ist A = a + ib eine
komplexe Wurzel von P4 (t), dann ist A = a — ib ebenso eine Wurzel von Pa(t) (vgl. H11) .
Also ist fiir jeden Eigenwert von A mit der Form

e = cosy; + siny;
die komplex konjugierte Zahl _
e " = cosy; —isinvy;
ebenfalls ein Eigenwert von A. Wir ordnen diese Eigenwerte nach Paaren komplex konju-
gierter Zahlen. Die Eigenwerte ordnen wir wie folgt:

yeeyl =l et e L et e T
p q 2r

7_17'

nach ihrer Vielfachheit.

e Da A insbesondere unitér ist, existiert in C” eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren zu
diesen Eigenwerten:

U1y oy Upy Uptly ooy Uptgy, W1, W1y - oy Wy Wy

Man beachte, dass die Eigenvektoren vy, ..., vp, Vp41, - .-, Uptq Zu den reellen Eigenwerten
=+1 reell gewdhlt werden kénnen, denn wenn man den Gauuf-Jordan Algorithmus auf reelle
Matrizen anwendet, liefert er eine reelle Basis des Losungsraums. Man kann sogar fiir die
komplex konjugierten Eigenwerte die Eigenvektoren komplex konjugiert wéhlen: Aus Aw =
Aw folgt Aw = Aw, da aber die Matrix A reell ist, folgern wir Aw = A\w.
In dem zweidimensionalen komplexen Vektorraum, der von w; und w; aufgespannt wird,
bilden wir die Vektoren
1 .y { __
uj = —=(w; + ;) , uj = —=(w; —w;)

V2 V2
Natiirlich sind u; und u; reelle Vektoren, sie haben die Linge 1 und sind orthogonal:

— _ o
(g uj) = 5 ((wy, wy) + (W5, wy) — (wy, w5) — (W5,70;)) = 0.
—— —— ——
1 0 0 1

Bzgl. uj, u; gehort zur Wirkung von A die Matrix (vgl. 8.5.17)

D — cosy; —sinvy;
I siny; cosvy; )’

denn 1
AUj = ﬁ()\jwj + )\j’uT]) = (Re )\j)uj + (Im )\j)u;
und

Auj = —=(Ajw; = Aw5) = (= ImAj)uj + (Re Aj)uj.

S
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9.3 Die Adjungierte eines Endomorphismus

Jede Operation auf Matrizen korrespondiert zu einer Operation auf linearen Abbildungen. Wir
kennen bereits die Adjungierte A* einer Matrix A. Was ist die Adjungierte einer linearen Abbil-
dung?

Im Folgenden sei V ein euklidischer [unitérer] Vektorraum und ¢ : V' — V ein Endomorphis-
mus.

9.3.1 [Die Adjungierte eines Endomorphismus] Eine Abbildung ¢* : V' — V heilst adjungiert zu
», wenn
(™ (v),w) = (v, p(w)) fiir alle v,w €V

gilt. Wie wir in 9.1.4 gesehen haben, ist die Adjungierte einer linearen Abbildung ¢ : C™ — C",
die durch eine Matrix A gegeben ist, diejenige lineare Abbildung, die durch die adjungierte Matrix
A* gegeben ist.

Esist i.A. nicht offensichtlich, dass eine gegebene lineare Abbildung ¢ : V' — V eine Adjungierte
besitzt. Besitzt sie eine Adjungierte, so ist nicht offensichtlich, ob die Adjungierte linear und
eindeutig ist:

Satz 9.3.2 [Eindeutigkeit und Linearitit der Adjungierten] Hat ein Endomorphismus ¢ : V — V
eine Adjungierte ¢*, dann ist diese Adjungierte ©* linear und durch ¢ eindeutig bestimmdt.

Beweis.
(i) PEindeutigkeit: Angenommen, ¢* und ¢’ sind zwei Adjungierte von ¢, d.h. es gilt
(" (v),w) = (v, 0(w))  und (' (v),w) = (v, p(w))
fiir alle v,w € V. Dann folgern wir (¢*(v), w) — (¢'(v), w) = 0, d.h.
(" () — ¢/ (), w) = 0.
Da dies fiir alle w € V gilt, konnen wir w = ¢*(v) — ¢’ (v) wahlen und erhalten
(" (v) = @' (v),9"(v) = ¢ (v)) = 0
Es folgt ¢*(v) — ¢'(v) = 0, d.h. p*(v) = ¢'(v) fiir alle v € V. Damit gilt ¢’ = ¢*.
(ii) Linearitdt: Wir miissen ¢*(u + v) = ¢*(u) + ¢*(v) und ¢*(Av) = Ap*(v) zeigen.
Es gilt fiir alle u,v,w € V

(" (u+v),w) = (u+v,0(w)) = (u, p(w)) + (v, p(w))

Da dies fiir alle w € V gilt, folgern wir ¢*(u + v) = ¢*(u) + ¢*(v). Analog zeigt man
@*(Av) = Ap*(v). m

Auf unendlichdimensionalen Vektorrdumen V hat nicht jeder Endomorphismus eine Adjun-
gierte. Auf endlichdimensionalen Rdumen existiert die Adjungierte immer:

Satz 9.3.3 |Existenz der Adjungierten| Sei V' ein endlich dimensionaler euklidischer [unitdrer]
Vektorraum. Dann hat jeder Endomorphismus @ von V eine Adjungierte ¢*.

Ist B = (v1,...,vy) eine Orthonormalbasis von V und A = [p]p die Matriz von ¢ bzgl. B, so
ist A* die Matriz [¢*]p von ©* bzgl. B.
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Beweis.  Sei [v]p € K™ der Koordinatenvektor von v bzgl. der Basis B und A die Matrix von
@ bzgl. B.

Wir definieren ¢* als die lineare Abbildung, deren Matrix die Adjungierte A* (bzgl. der Basis B)
ist. Dann gilt

= (v, p(w)) fir alle v,w € V.

Damit ist ¢* adjungiert zu . ]

Definition 9.3.4 [Normale Endomorphismen| Ein Endomorphismus ¢ von V heifit normal, wenn
ein ¢* € End(V) existiert mit ¢ o ™ = p* 0 .

Satz 9.3.5 Fir einen Endomorphismus ¢ eines endlichdimensionalen unitdren Vektorraumes
sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(i) ¢ ist normal
(ii) Es gibt in V eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren fir ¢

(iii) Die Matriz von ¢ ist diagonal bzgl. einer Orthonormalbasis B.

Beweis.  Ist V endlichdimensional, so ist ¢ nach 9.3.3 genau dann normal, wenn dessen Matrix
A bzgl. einer Orthonormalbasis B normal ist. Die Behauptung folgt damit aus 9.2.1. |

9.3.6 [Selbstadjungierte Endomorphismen| Ein Endomorphismus ¢ eines euklidischen [unitéren]
endlichdimensionalen Vektorraums heifit selbstadjungiert, falls ¢ = @*.

Nach 9.3.3 ist ¢ genau dann selbstadjungiert, wenn die Matrix A von ¢ bzgl. irgendeiner
Orthonormalbasis symmetrisch [hermitesch] ist.

Aus 9.2.2 folgt, dass alle Eigenwerte eines selbstadjungierten Endomorphismus reell sind.

Wir folgern aus 9.2.4, dass ein selbstadjungierter Endomorphismus eines endlichdimensionalen
euklidischen Vektorraumes eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren hat und durch eine (reelle)
Diagonalmatrix (bzgl. dieser Basis) dargestellt werden kann.



Kapitel 10

Bilinearformen, Quadratische
Formen und Quadriken

In diesem Kapitel werden wir die Diagonalisierungssétze aus den vorigen Kapiteln auf quadratische
Formen anwenden. Zuerst diskutieren wir Bilinearformen V' x V' — K und werden sehen, dass Bili-
nearformen sich, &hnlich wie lineare Abbildung, auch durch Matrizen darstellen lassen. Allerdings
haben diese Matrizen hierbei eine vollkommen andere Interpretation. Symmetrische Bilinearfor-
men fithren uns dann auf die quadratischen Formen und damit zusammenhingende geometrische
Fragen.

10.1 Bilinearformen

Sei V' ein Vektorraum {iber einem beliebigen Korper K.

10.1.1 [Bilinearformen]| Eine Bilinearform auf V ist eine Abbildung
F:VxV—-K

die bilinear ist, d.h. fiir alle v,v’,w,w’ € V und alle A € K gilt:

Flv+v,w)=F(v,w)+ F@,w), Fv,w)=\F(v,w). (B1)
Flu,w+w') = F(v,w) + F(v,w'), F(v,\w) = \F(v,w). (B2)

Beispiele 10.1.2

a) Das Standardskalarprodukt auf R™, allgemeiner das Skalarprodukt auf einem euklidischen
Vektorraum ist nach Definition eine Bilinearform.

Das (hermitesche) Standardskalarprodukt auf C™ ist hingegen keine Bilinearform.
Fiir jeden Korper K erhalten wir auf K™ durch

eine Bilinearform.
b) Definiere fiir z = <m1> LY = <y1> in R?
T

F(:@y) = T1Y1 — T1Y2 + 2T2Y1 — T2Y2

223
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1
2

Flag) =2 dy= (oo (5 1) (4):

(Rechnen Sie nach, dass F' in der Tat eine Bilinearform auf R? ist!)

Unter Benutzung der Matrix A = ( 1) kénnen wir dies in folgender Form schreiben:

T
c) Sei allgemeiner A = (a;;) eine n x n-Matrix mit Eintrégen a;; € K. Fiir alle x = [ : |,
Ty
Y1
y=| : | in K" sei
Yn

n
Flz,y)=a"Ay = Y aiziy;.
ij=1

Dann ist F' eine Bilinearform auf K”. Dies erkliart auch den Namen Bilinearform: Der F
definierende Ausdruck ist linear in den x;’s und analog in den y;’s.

Wir werden sehen, dass jede Bilinearform auf K" durch eine Matrix A in folgender Weise
dargestellt werden kann:

Definition 10.1.3 [Matrix einer Bilinearform| Sei F(z,y) eine Bilinearform auf einem endlichdi-
mensionalen Vektorraum V', und sei B = (v1,...,v,) eine Basis von V. Sei

a;; = F(v;,v;) fir 4,j=1,...,n
Die Matrix A := [F|p = (a;;) = (F(v;,v;)) heillt Matriz der Bilinearform F bzgl. der Basis B.

Bemerkung 10.1.4 Die Bilinearform F' ist durch ihre Matrix A bestimmt:
Sind x = 37" | w;v; und y = 377, y;v; beliebige Vektoren in V, so gilt

= F(Z TV, Zyj’()j) (]3:1) szF(vz s Z yj’l}j)
% 7 4 7
Bz) sz Zyg (vi,v5) = Z TilYj - G5 = Z Qi TiY;

i,j=1 i,5=1
Also ist F(x,y) = [JJ]BT [FlB [yl

Satz 10.1.5 [Basiswechsel] Sei F eine Bilinearform auf V. Wir betrachten zwei Basen B =
(v1,...,0,) und B" = (v{,...,v),) von V. Sei A = (F(v;,v;)) die Matriz von F bzgl. B und

sei A" = (F(v},v})) die Matriz von F bzgl. B'. Dann gilt

wobei S = (s;5) die Transformationsmatriz wie in 5.6.1 ist, d.h. die j-te Spalte von S ist der
Koordinatenvektor [v}]p.

z?]

Beweis.

n n n n

!

aj; = F(v;,v}) E Skzvk,i 51501) E § skisy Fog,v) = E SkiQRIS1j-
=1 v

k=1 I=1 k=1
[¢2°7]
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Alternativer Beweis. Aus 10.1.3 folgt

Da [z]p = S [z]p' und [y]p = S [y]|p’ nach 5.6.1 gilt, ergibt die letzte Gleichung

F(z,y) =[2]g" [Flz [yls = (S [2]p) "[F]s(S lylp) =[]z ST[F]&S [yls

Vergleicht man diese Beziehung mit (1), folgt direkt [F]p = ST [F]pS. "

Bemerkung 10.1.6 Man beachte, dass die Transformationsformel fiir die Matrix einer Biline-
arform verschieden ist von der Transformationsformel fiir die Matrix einer linearen Abbildung.
Nur wenn S~! = ST gilt, sind die beiden Transformationsformeln gleich. Der letzte Fall liegt fiir
orthogonale Matrizen S vor, d.h. fiir Koordinatentransformationen zwischen Orthonormalbasen B
und B’. Wir werden spéater sehen, wie sich dieser Sachverhalt bei der Hauptachsentransformation
anwenden 18§t.

Beispiel 10.1.7 Sei V =R?2, B = (e1, e2) die Standardbasis und

F(x,y) = 2192 + 221 fir x = <x1> Y= <y1) eR?
T2 Y2
=2 Ay mit A = 0 2 .
1 0

. . . . 1 -1 . . . . .
Weiter sei B’ die Basis vf = ( ) , vy = ( 1 ) Dann ist die zugehorige Transformationsmatrix

1
1 -1
S = .
(G 7)
/ /
Sind (x1>’ (y,l) die Koordinaten von z und y bzgl. der neuen Basis, so ist F gegeben durch

!
Lo Yo

/
F(z,y) = () 25)STAS (y}> und
Y2

STAS — 1 1\ /0 2 1 -1 _ 1 2 1 -1 _ 3 1 .
-1 1 1 0 1 1 1 -2 1 1 -1 -3
Damit ist F(z,y) = 3z}y} + 2iyh — 2hyi — 3zhy) bzgl. der neuen Basis.

Definition 10.1.8 [Symmetrische Bilinearformen| Eine Bilinearform F(x,y) auf einem Vektor-
raum V heiflt symmetrisch, wenn

F(z,y) = F(y,z) furalle z,yeV
gilt.

Bemerkung 10.1.9 Eine Bilinearform F' auf einem endlichdimensionalren Vektorraum V ist ge-
nau dann symmetrisch, wenn ihre Matrix A bzgl. einer beliebigen Basis B symmetrisch ist.
Ist ' symmetrisch, so folgt

Q5 = F(vi,vj) = F(’Uj,’l)i) = Qjj-
Ist umgekehrt A symmetrisch, so gilt

F(y,z)=[ylp" Alelz = (yls Alelp)" =lals’ AT [ylp = [e]z" Ayl = F(x,y).
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10.2 Quadratische Formen

Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Wir nehmen an, dass 2 := 1+ 1 # 0 in dem Kd&rper
K gilt (wir lassen also z.B. den zweielementigen Korper Z/2Z nicht zu).

In diesem Abschnitt werden wir quadratische Formen als Mittel zum Studium symmetrischer
Bilinearformen kennenlernen. Auch wenn die Definition einer quadratischen Form zun&chst etwas
abstrakt anmutet, werden wir doch gleich sehen, was sich konkret dahinter verbirgt.

Definition 10.2.1 [Quadratische Formen] Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
Q:V-K

heifst quadratische Form, wenn
Q) = \*Q(v)
fiir alle A € K und v € V gilt sowie die Abbildung

L@+ - Q) - Q)

F:VxV->K, ($7y)»—>2(

bilinear ist. Man beachte, dass F' definitionsgeméfs symmetrisch ist, und dass sich @ durch

Fla,z) = 5(Q(2x) ~ 20()) = 5(4Q(x) — 2Q(x)) = Q)

aus F zuriickgewinnen lafst.
Frage: Wo haben wir die Annahme 1 + 1 # 0 benutzt?

Bemerkung 10.2.2 Sei F' eine symmetrische Bilinearform auf V. Die Abbildung
Q:V-K Qx)=F(z,z), z€V
erfiillt trivialerweise
Q(\z) = F(\x, \x) = M\F (2, \z) = N2 F(z,7) = \2Q(x).

Weiter gilt

3(Qz +y) — Qx) — Qy))
=3(F(z+y,x+y) — F(z,2) - F(y,y))
=5(F(z,2) + F(z,y) + F(y,x) + F(y,y) — F(z,2) — F(y,y))
=5(F(z,y) + F(y,2)) = F(x,y).
——

=F(z,y)

Also ist @ eine quadratische Form und F' die zugehorige Bilinearform. Wir nennen @) die zu F'
assoziierte quadratische Form. Wir erhalten so einen bijektive Korrespondenz zwischen quadra-
tischen Formen und symmetrischen Bilinearformen. Beides sind verschiedene Sichtweisen auf die
gleiche mathematische Struktur.

Beispiel 10.2.3 Die zu dem Standardskalarprodukt assoziierte Form auf R™ ist
Qz) = (z,z) = ||z[]* = 2 + a3 + - +a}.

Sei A die Matrix einer symmetrischen Bilinearform auf K" (bzgl. der Standardbasis). Man
erinnere sich, dass A eine symmetrische Matrix ist. Wegen

F(z,y) =2 Ay =Y aijzy;

ij=1
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ist die assoziierte quadratische Form @) gegeben durch

Q(z) = F(z,z) = ! Az = Z Qi Txj = Zaiixf + Z2aijxixj.
i=1

ij=1 i<j

Wir haben hier die Audriicke a;jz;z; + ajiz;z; zu 2a,;x;2; flir alle ¢ < j zusammengefasst. Das
kénnen wir tun, da a;; = a;; aufgrund der Symmetrie von A gilt.
Umgekehrt sei @ : K® — K eine Funktion folgender Art

n
Q(x) = Zazxf + Z bijxia:j,
i=1 i<J

Dann ist () eine quadratische Form. Die assoziierte symmetrische Bilinearform hat die Matrix

1 1
ay §b12 N §b1n
1
A= 5512 a2
1
§b1n e PN Qp,

oder in anderen Worten Q(x) = " Az.

Beispiel 10.2.4 Fiir Q(z) = 227 4 4129 — 23 ist die Matrix A = <§ 21)'

10.3 Hauptachsentransformation

In diesem Abschnitt betrachten wir nur den euklidischen Vektorraum V = R™ mit dem Stan-
dardskalarprodukt.

Satz 10.3.1 Sei I’ eine symmetrische Bilinearform auf R™ und @ die assoziierte quadratische
Form Q(z) = F(x,x). Dann gibt es eine Orthonormalbasis

B' = (v},...,v])

rrn

von R™, so dass die Matriz A" von F bzgl. der Basis B’ eine Diagonalmatriz ist:

A
1 N O
0

d.h. firz=2\v]+---+xl v, y=yl +--- +y,vl, gilt

A =

Qz) = Mzl 2 + - 4+ Nzl 2

Die eindimensionalen linearen Teilrdume, die von den neuen Basisvektoren Vi, .., vl aufge-
spannt werden, heiffen Hauptachsen von F bzw. Q. Der Ubergang von der Basis B zur Basis B’
heifit Hauptachsentransformation.

Beweis.  Sei A die Matrix von F bzgl. der Basis B. Da F' symmetrisch ist, ist die Matrix A
eine reelle symmetrische Matrix (vgl. 10.1.8). Aufgrund des Hauptsatzes fiir reelle symmetrische
Matrizen (Satz 9.2.4) gibt es eine Orthonormalbasis B’ = (vf,...,v},) aus Eigenvektoren von A.
Die Transformationsmatrix @ ist orthogonal. Weiterhin ist A’ := Q7'AQ = Q" AQ eine Diago-
nalmatrix (die Diagonaleintrige sind die Eigenwerte \; von A). Nach 10.1.5 ist A’ := QT AQ die

Matrix von F' bzgl. der Basis B’'. [
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Definition 10.3.2 [Quadratische Hyperflichen| Fiir eine quadratische Form @ auf R™ heifst
{z eR": Q(z) =1}

quadratische Hyperfliche (auch einfach Quadrik). Ist A = (a;;) die Matrix von @ bzgl. der Basis
B, so kann die Gleichung (1) in der Form

n
Zaiiac? + 2 Zaijxixj =1 (2)
i=1

i<j
geschrieben werden, wobei die z; die Koordinaten von z € R"™ bzgl. B sind. Ersetzt man die 1 auf
der rechten Seite durch irgendein a > 0, so &ndert sich nichts Wesentliches.

Nach 10.3.1 gibt es eine Orthonormalbasis B’ = (v}, ..., v}), so dass die Gleichung (2) auf die
Form

Mz 4 Al =1 (3)

gebracht werden kann, wobei die 2/ die Koordinaten von 2 € R"™ bzgl. der neuen Basis B’ sind. Die
1-dimensionalen linearen Teilrdume, die von den Vektoren v}, ..., v, aufgespannt werden, heiffen
Hauptachsen der Quadrik. Die Transformation der Gleichung von der Form (2) in die Form (3)
heifst Hauptachsentransformation.

10.3.3 [Hauptachsentransformation] Wir nehmen an, eine Quadrik im R"™ sei durch eine Glei-

chung der Form
i=1

1<i<j<n
gegeben, wobei die x; die Koordinaten von x € R"™ bzgl. der Standardbasis sind. Wir wollen die-
selbe Quadrik bzgl. einer neuen Basis beschreiben, die aus den Hauptachsen der Quadrik besteht.

(1) Bilde die Matrix

1 1
ay §b12 §b1n
1
A= 5512 a2
1
§b1n . . (7Y

Diese Matrix ist symmetrisch und reell.
(2) Gleichung (@) kann nun in folgender Form geschrieben werden:
rl Az = 1. (Q1)

(3) Berechne die Eigenwerte A1, ..., A, von A, jeden mit seiner algebraischen Vielfachheit. (Aus
Lemma 9.2.2 wissen wir, dass alle Eigenwerte von A reell sind.)

(4) Bestimme eine Orthonormalbasis B’ = (vf,...,v],) von Eigenvektoren von A in R™. Die
Existenz einer solchen Basis folgt aus dem Hauptsatz {iber symmetrische Matrizen (Satz
9.2.4).

(5) Sei S = (vi,...,v;,) die Matrix, bei der die Spalten die Vektoren v} der Orthonormalbasis
B’ sind. Dann ist S eine Orthogonalmatrix. Mit S=' = ST wird die Matrix A auf die Matrix

A
1 N O
0 .

A =871A8 =

transformiert und zwar bzgl. der Basis B'.
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Wir behaupten, dass diese neue Matrix die Suadrik bzgl. der neuen Koordinaten beschreibt:

Seien 2, ..., die Koordinaten von z € R™ bzgl. der neuen Basis B’. Dann gilt
T Xy
=5
Tn xl

Einsetzen in Gleichung (Q1) ergibt
4 x'l
eTAr = (2} ... 2)STAS | | = (@) ...a))A
T, T,
Bzgl. der neuen Basis B’ wird die Quadrik durch die folgende Gleichung beschrieben:
M) 4 Aozl + 4 Azt =1 Q)
10.3.1 Klassifikation der quadratischen Formen

Wir geben nun eine Klassifikation der quadratischen Formen in den Dimensionen 2 und 3. Dabei
héngt die Gestalt einer Quadrik nur von den Vorzeichen der Eigenwerte \; ab. Insbsondere ist der
Typ einer Quadrik durch die Eigenwerte der Matrix A vollstédndig bestimmt.

Wir haben gesehen, dass bzgl. einer geeignet gewédhlten Orthonormalbasis jede quadratische
Form im R™ wie folgt geschrieben werden kann:

Qz) = Mz + - 4 N2,

Fiir eine Klassifikation geniigt es, quadratische Formen dieses Typs zu betrachten. Ist einer oder
mehrere der Koeffizienten A\; = 0, dann heifit die quadratische Form degeneriert order entartet. Ist
i # 0 fiir alle 4, dann heifst sie nichtdegeneriert oder nicht entartet. Zur Klassifikation betrachten
wir die Quadriken mit der Gleichung

10.3.4 [Fall : Quadratische Kurven]

Nach Hauptachsentransformation erhélt die quadratische Gleichung die Form:
)\11‘% + /\Ql‘g =1 (Q)
Wir miissen folgende Fille betrachten:

(a) A1 >0 und Ay > 0:

b= ﬁ Dann wird Gleichung (Q) zu

S
Selafm,

Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen a,b.

(b) A1 >0, Ay < O

Sei a := \/%, b:= \/717& Gleichung (@) wird zu

W
|
at:v‘t\? W
Il
—_
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Dies ist die Gleichung einer Hyperbel mit den Asymptoten xo = igxl.

Die Asymptoten werden auf folgende Art erhalten: Die Gleichung der Hyperbel kann in der

Form ) )
Ty T)
5 = b72+1

geschrieben werden. Sind z; und z grof (im Betrag), kann der Wert 1 vernachléssigt
werden, denn wir erhalten zum Beispiel fiir den positiven Zweig die Funktionsgleichung

2
x1 = ay/ 3% + 1 und somit

I T I 1 " 1 a
m —= lim ay/5+—5=-.
T2—00 Lo ZTo—00 b2 m% b

Die Gerade mit der Gleichung z; = %xz ist also eine Asymptote der quadratischen Kurve.
Analog erhélt man fiir den negativen Zweig die Gerade z; = —fr2 als Asymptote. Das
asymptotische Geradenpaar der Hyperbel ist also durch die quadratische Gleichung

i 73
a? b2

gegeben.
(c) A1 <0, A2 < 0: Die Gleichung (Q) hat keine reelle Losung.
(d) A1 >0, A =0:

Hier vereinfacht sich (Q) zu \;2? = 1, also gilt

1‘1::|: L

Vvl

In diesem degenerierten Fall besteht die quadratische Kurve aus zwei parallelen Geraden (in
der Zeichnung punktiert gezeichnet).

Beispiel 10.3.5 Wir betrachten zunichst die quadratische Gleichung:

’x%+6x1x2+x% = 1.‘ Q)

Zugehérige Matriz der quadratischen Form: A = (; i’) .

’1—>\ 3

Charakteristische Gleichung: det(A — A\E) = 3 1

’:u-xﬁ-g:o

Eigenwerte: A\ =4, Ay = —2.
FEigenvektoren (normiert):

- 50) w50

s M s
cosT —sin% S
4 4) (dies ist eine Drehung um 7.)

s

V2
Transformationsmatriz: S = —= L
vzl 1) \sinZ  cos%

Fiir die Koordinaten bzgl. der neuen Basis v], v} ergibt sich die Gleichung der quadratischen Kurve
7u:

4 — 2257 =1 (@)

72
2 = 1. Das bedeutet, es liegt eine Hyperbel mit den Asymptoten

’2
oder gleichwertig dazu 5 —
EIE e

rhy = ++/22) vor.
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Die Koordinatentransformation zwischen den Koordinatensystemen wird beschrieben durch

()=o) G- ()
3;‘2 .7/'2 1'2 3;‘2

Das bedeutet

1 / / /! 1
T = —(—=(T] — Ty), T = —F—= (21 + 22),
1= 51 —3) 1= ot
T2 ! ( gl + $/2), 37/2 = 71 (.1?1 — .IQ)
V2 2
Beispiel 10.3.6 Wir betrachten nun die quadratische Gleichung
722 + 6137129 + 1323 = 16. (Q)
, . : 7 3V3
Zugehd Matriz d dratischen Form: A =
ugehdrige Matriz der quadratischen Form <3\/§ 13 )

Charakteristisches Polynom:

det(A — tE) = ‘;\_/g lz‘/_gt —(T—1)(13 — ) — 27 = £2 — 20t + 64.

Figenwerte: Ay /5 = 10 & /100 — 64 = 10 & 6, also A\; = 4 und Ay = 16.
Eigenvektoren (normiert) zu diesen Eigenwerten:

=50 w1

: . -1 £ —sing S
Transformationsmatriz: S = <\/§ ) = (Cosg s1nﬂ6> (dies ist eine Drehung um F).

1 V3 sin 5 cos

Bzgl. der neuen Koordinaten hat die quadratische Kurve die Gleichung 496’12 + 169L"22 = 16 oder

Oy’ =1 (@)

Dies ist eine Ellipse, die um § um die Halbachse a = 2, b =1 gedreht wurde.

Wir schreiben wieder die Hauptachsentransformation explizit aus:

71\ _g x} x} _gT(m
9 xh )’ xh x9)’

oder
1 1
1‘1:5(\/533/1—1‘/2), '56/125(\/g Z1 +Z‘2),
1 1
w2 = (v} + V3 2b), vl = 5 (=1 + V3 m2).

10.3.7 [Fall : Quadratische Flichen| (nichtentartete Fille)
Wir betrachten die quadratische Gleichung

)\11‘% + )\21‘3 + )\31‘% =1. (Q)
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(a) )\1>0,)\2>0,)\3>01

Sei a := \/%, b:= \/1)\*2, c:= ﬁ Dann wird Gleichung (Q) zu

2 2 2
Ty T3 T3 __
drtg+E=1

Dies ist die Gleichung eines Ellipsoids mit den Halbachsen a, b, c.

(b) A1 >0, A2 >0, A3 <0:

Nun sei a := \/%, b:= 7o ¢ = e Dann wird (Q) zu

1

Dies ist die Gleichung eines einschaligen Hyperboloids.

Analog behandelt man die anderen Fille, bei denen zwei der A1, A2, A3 positiv und der dritte
Wert negativ ist.

Unter den Fillen, bei denen zwei der Aj, A, A3 negativ und der dritte Wert nicht negativ
ist, wéihlen wir den folgenden Fall aus:

(C) A1 <0, A3 <0, A3 >0:

Sei a := _1/\1, bi=—A_ c:= . (Q) wird dann zu

Dies ist ein zweischaliges Hyperboloid.

(d) A\ <0, X\ <0, A3 < 0: Die Gleichung (@) hat keine reelle Losung.

Aufgabe 10.3.8 Untersuchen Sie die degenerierten Fille, bei denen ein oder zwei der Koeffizien-
ten \; gleich O sind.

Bemerkung 10.3.9 Die beiden Hyperboloide in (b) und (c) haben einen gemeinsamen asymp-
totischen Kegel: Fiir grofe x1,x2,r3 kann man die rechte Seite 1 vernachlissigen und in beiden
Féllen erhélt man asymptotisch die Gleichung

2 2 2
T

a2 b2 2
Dies ist die Gleichung einer Kegelfléche.

Bemerkung 10.3.10 Im Fall a = b ergeben sich Féchen, die durch Drehung einer Kurve in der
1 — r3-Ebene um die x3-Achse entstehen. Die Kurve, die gedreht wird, ist in Abhéngigkeit von
den Vorzeichen des Eigenwertes eine Ellipse oder eine Hyperbel. Die Schnittmengen der Fliche
mit horizontalen Ebenen (parallel zur x; — zo-Ebene) sind Kreise.

Bemerkung 10.3.11 [Quadriken mit linearen Termen| Wir betrachten nun allgemeiner eine Glei-

chung der Form
n n
Z aiix? + Z Qi T;T5 + Z b;x; = c, (].0.].)
=1 1

1<i<j<n i=

die sich in Matrixschreibweise liest als

Az +bTz=c (10.2)
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mit einer symmetrischen Matrix A und einem Vektor b.
Fiir den Fall n = 1 erhalten wir durch quadratische Erginzung

b2 b

2

br = —) =

ar” + ox a(x—|—2a) 1a

Dies kénnen wir auf den allgemeinen Fall iibertragen sofern A invertierbar ist: Fiir v := %Ailb

erhalten wir
(z4v) T A(z+v) = 2" Azto " Az+a T AvdoT Av = 2T Ax+22 T Avto T Av = 2T Az+aTb+o ' Av.

Also ergibt sich
Az +b'z = (z+v) Az +v) —v' Av,

so dass (10.2) mit 2’ := = + v dquivalent ist zu
a r_ . T
r Ar'=c¢ :=c+v Av.

Die Flache ist also eine der vorigen Fléchen, allerdings um —v verschoben.
Achtung: Das obige Verfahren funktioniert nur, wenn A invertierbar ist. Im Allgemeinen kann
man die linearen Terme nicht wegtransformieren. Ein Beispiel ist die Parabel mit der Gleichung

3 — 1z =0.

Beispiel 10.3.12 Wir betrachten die quadratische Gleichung

T1To + Tr1x3 — X2y = 1. (Q)
0 3 3
Zugehérende Matriz der quadratischen Form: A= |1 0 -1
b0
Charakteristisches Polynom:
_+ 1 1
2 2 1 1 ¢t t t
det(A—tB)=|L ¢+ —L=— - -4 - 442
et( I 8 8 1171
2 2
3 1 1 1\2
=P e s = () (Pt o) = —(t+ 1 <t—7> .
+ o= (- ) =+ Dt 5
(dabei haben wir die Wurzel —1 geraten, um ¢ + 1 ausklammern zu konnen).
Eigenwerte: Ay = —1, Ao = A3 = %
Eigenvektoren zu den Eigenwerten:
e )\; = —1: Gaufs-Jordan-Elimination ergibt
L5 3 L5 L5 5
1 1 3 3 3 3
AU A B B
5 3 1 0 —3 g 0 0 0
-1 -1
Alsoist | 1 | ein Eigenvektor, und durch normieren erhalten wir vj = % 1
1 1

e Ay = A3 = 3: Wir verwenden wieder Gauf-Jordan-Elimination

O O NI
O O NI

NN =N =

SIS
NN N =
oS o=
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Damit konnen wir
1

1
b2 =10 und b3 = 1
1 0

als Fundamentalsystem von Losungen wihlen. Wir wenden Gram-Schmidt an, um ein Or-
thonormalsystem von Losungen zu erhalten:

1

N =

/
Vg = ——
» V3

6

S
-
|
L

Zur Berechnung von v verwenden wir

1

bz — (b3, v))vs 1 L1 (1) i
3 — \U3,VUq)Uy = - T == =

o) V2VZ\4 -1

Damit ergibt sich die neue Orthogonalbasis zu v], v}, v5. Wir erhalten die Transformationsmatrix

1 1 1

Y3 vz vE

Q= x5 Y &%
1 1 1

V3 V2 V6

Die Gleichung unserer quadratischen Fliche bzgl. der neuen Basis v}, v}, v} ist

2 2 2
—" 4 b + gyt =1 Q"

Da die beiden Eigenwerte Ay und A3 gleich sind, ist die Hyperflache, die durch @ in den z’'-
Koordinaten beschrieben wird, invariant unter Rotation um die z}-Achse. Thr Schnitt mit der
(2, 24)-Ebene ist die Hyperbel mit der Gleichung —a/}> + %x{f = 1. Durch Drehung um die -
Achse erhalten wir also ein einschaliges Hyperboloid, denn jeder der beiden Zweige der Hyperbel
geht durch Rotation um den Winkel 7 um die 2 -Achse (Spiegelung an der 2/-Achse in der (2}, z%)-
Ebene) in den jeweils anderen Zweig tiber.

Bemerkung 10.3.13 Wir brauchen nur die Eigenwerte A1, Ao, A3 von A, um die obige Gleichung
zu erhalten, die uns etwas iiber die Form der quadratischen Fliche sagt. Die Eigenvektoren v, v}, v
werden nur gebraucht, wenn wir wissen wollen, wie die Fliche im R? plaziert ist.

Beispiel 10.3.14 Wir betrachten nun die Gleichung

—T2% — 2% — 2% + 87139 + 8x123 + 162273 = 9. (Q)

-7 4 4

Zugehorige Matriz der quadratischen Form: A= 4 -1 8
4 § -1

Charakteristisches Polynom:

—7—t 4 4
det(A—AE)=| 4 —1—t 8 |=(-7T—-(-1-t)(-1—-0¢)+
4 8 -1t

+ 128 + 128 + 16(1 + ) + 16(1 +t) + 64(7 + 1)
= —(T+t)(1+1)* + 96t + 736 = —t> — 9t* + 81t + 729
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=—(t—=9)(t+9)?

Eigenwerte: Ay =9, Ao = A3 = —9.
Nach Koordinatentransformation lautet die Gleichung 92> — 924> — 924 = 9 oder

2 2 2
@ —wy —ay =L (@)

Dies ist ein zweischaliges Hyperboloid: Es entsteht durch Rotation der Hyperbel mit der Gleichung
2} — 24® = 1 in der (2, 2%)-Ebene um die 2-Achse. Da beide Zweige der Hyperbel durch
Spiegelung an der z}-Achse in sich iibergehen, erhalten wir ein zweischaliges Hyperboloid. Die
beiden Schalen entstehen durch Rotation der beiden Hyperbeldste um die z}-Achse.

Wollen wir das neue Koordinatensystem und die Transformationsmatrix berechnen, miissen

wir eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A bestimmen. (Ubung.)

Beispiel 10.3.15 Wir betrachten abschliefsend

72?3 4 623 + 5x3 — w120 — dwows = 3. ‘ Q)
7T -2 0
Zugehorige Matriz der Bilinearform: A= -2 6 -2
0 -2 5

Charakteristisches Polynom:

det(A—tE)=| -2 6-t —2|=T—-)6-1)(5—1)—4(T—1t)—4(5—1)
0 -2 5-t
=(T=1)6—-1)(6-1)=8(6—1t) = (6-)((T—1)(5—-1) —8)
=(6—1)(t* — 12t + 27) = (6 — t)(t — 3)(t — 9).

Eigenwerte: Ay =3, Ao =6, A3 = 9.
Die Gleichung nach Hauptachsentransformation ist 3:5'12 + 6:17’22 + 9x§2 = 3 oder

o) + 2247 + 3a4” = 1. (%)

Dies ist die Gleichung eines Ellipsoids mit den Hauptachsen
a=1, b= — c=

Die Hauptachsen erhélt man durch die Berechnung (normierter) Eigenvektoren zu den Eigenwerten
)\17 )\27 A3:

/ 1 ; / 1 ? / 1 22
Ul = = 3 /1)2 = = 5 U3 - = —
3 2 3 -2 3 1
1 2 2
Die Transformationsmatrix ist () = % 2 1 =2
2 -2 1

10.4 Definitheit von Formen und von Matrizen

Sei V ein reeller Vektorraum, F': VxV — R eine symmetrische Bilinearform auf V und Q: V — R
die zugehorige quadratische Form, also Q(v) = F (v, v). Insbesondere ist dann Q(0) = F(0,0) = 0.
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Definition 10.4.1 Die quadratische Form ) und entsprechend die Bilinearform F' heifst
e positiv definit, wenn Q(x) > 0 fiir alle x # 0;

e negativ definit, wenn Q(x) < 0 fiir alle 2 # 0;

positiv semidefinit, wenn Q(x) > 0 fiir alle x;

negativ semidefinit, wenn Q(x) < 0 fiir alle x;

indefinit, wenn @) keine der obigen Eigenschaften hat, d.h. wenn @ positive und negative
Werte hat.

Nun sei A eine symmetrische n x n-Matrix mit reellen Eintrédgen. Diese definiert eine symme-
trische Bilinearform auf R™ durch

F(z,y) :=a" Ay fiir alle 2,y € R"
und die zugehorige quadratische Form:
Q(z) ==z " Az fiir alle z € R™.

Wir nennen eine Matrix A positiv [negativ] (semi-)definit oder indefinit, wenn die zugehdorige
quadratische Form diese Eigenschaften hat.

Bemerkung 10.4.2 In Kapitel 8 haben wir einen euklidischen Vektorraum definiert als einen
reellen Vektorraum V' mit einer bilinearen, symmetrischen, positiv definiten Form. Ist also eine
symmetrische Matrix A positiv definit, so definiert
(Standardskalarprodukt)
—

F(z,y) = T Ay = (x, Ay) fiir alle z,y € R™
ein Skalarprodukt auf R™, das vom Standardskalarprodukt verschieden ist, falls A # E ist. Um-

gekehrt ist jedes Skalarprodukt auf R™ auf diese Weise durch eine positiv definite symmetrische
Matrix definiert.

Aufgabe 10.4.3 Sei B eine n x n-Matrix mit reellen Eintrigen. Zeige, dass die Matrix A :== B™ B
symmetrisch und positiv semidefinit ist. Ist B invertierbar, so ist A sogar positiv definit.
Beispiele 10.4.4 Sei V =R? und Q(z) = A\12? + \az3.

(a) A1 >0, A2 > 0: Q ist positiv definit.
Die durch die Gleichung
r3 = Q(z)

gegebene Fiche nennt man ein elliptisches Paraboloid, denn die Schnitte mit den Ebenen,
die die x3-Achse enthalten, sind jeweils Parabeln und die Schnitte mit den Ebenen parallel
zur x3-Achse sind Ellipsen.

(b) A1 <0, Xy < 0: Q ist negativ definit.
Die durch die Gleichung
z3 = Q(x)

gegebene Fliche ist wieder ein elliptisches Paraboloid (nach unten geéffnet).

(¢) A1 >0, Xy < 0: Q ist indefinit.

In der Tat ist Q ((1)) — A >0,Q (?) — \s < 0. Die durch die Gleichung

r3 = Q()
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gegebene Fliche ist ein hyperbolisches Paraboloid, denn die Schnitte mit den Ebenen, die die
x3-Achse enthalten, sind Parabeln, wobei wir uns den Fall einer Geraden (fiir welche Ebene
tritt er auf?) als entartete Parabel denken. Dagegen sind die Schnitte mit den Ebenen parallel
zur x3-Ebene Hyperbeln.

A1 > 0, Ay = 0: Q ist positiv semidefinit.
Die durch die Gleichung
z3 = Qx) = Mz}

gegebene Fliche ist ein parabolischer Zylinder; man erhilt ihn durch Ziehen der Parabel
r3 = M\a? in der (21, 73)-Ebene entlang der xo-Achse. In diesem Fall erhalten wir wieder
Parabeln als Schnitte mit den Ebenen, die die z3-Achse enthalten, und fiir die Ebenen parallel
zur x3-Ebene ergeben sich parallele Geradenpaare, die zu einer Geraden entarten kdnnen,
oder auch zur leeren Menge.

A1 <0, Ay = 0: Q ist negativ semidefinit.

Der parabolische Zylinder ist nun nach unten offen.

10.4.5 |Quadratische Formen auf R 2| Wir betrachten auf R? eine beliebige quadratische Form

(bzgl. der Standardbasis). Die zugehorige Matrix ist A = (

’Q(a:) = azx? + 2bx1 79 + cX3 ‘ (Q)

a b

b ) Mittels der Hauptachsentrans-
c

formation finden wir eine Orthonormalbasis v}, v5, so dass (Q) bzgl. der neuen Basis die Gestalt

Qx') = )\196'12 + /\23:’22

erhiilt, wobei A\; und As die Eigenwerte der Matrix A sind.
In 10.4.4 haben wir die quadratischen Formen dieses Typs klassifiziert. Man erkennt, dass die
Definitheitseigenschaften von ) und A nur vom Vorzeichen der Eigenwerte von A abhingen:

Q ist positiv semidefinit

die Eigenwerte von A sind beide > 0;

Q ist positiv definit = die Eigenwerte A1, Ao von A sind beide > 0;
Q ist negativ definit <= die Eigenwerte A1, Ay von A sind beide < 0;
Q ist indefinit <= einer der Eigenwerte ist > 0, der andere < 0.
Q ist definit — A1 A2 >0
und @ ist indefinit <— A1 A2 <0

=

—

Q ist negativ semidefinit

die Eigenwerte von A sind beide < 0.

Da wir A mit Hilfe einer orthogonalen Ubergangsmatrix S diagonalisieren kénnen, wissen wir,

dass

A 0
TA — 1
STAS <O N

gilt und damit det A = det(ST AS) = Ay - )y ist.
Wir folgern:

e Ist det A <0, so gilt A\; - Ay < 0, d.h. @ ist indefinit.

e Ist det A > 0, so gilt A\; - Ay > 0, d.h. @ ist definit.

Um zu erkennen, ob positive oder negative Definitheit vorliegt, betrachten wir den Spezialfall
x1 =1, zo = 0. Es folgt
Q(z) = ax? + 2bxyxy +cr2 =a
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und damit Q(z) > 0 fiir alle  genau dann, wenn a > 0 ist; ebenso gilt Q(x) < 0 fiir alle z
genau dann, wenn a < 0 ist.

Also ist @ im ersten Fall positiv definit und negativ definit im zweiten Fall. Beachte, dass
a = 0 in diesem Fall nicht auftreten kann, da a = 0 schon det A = —b? < 0 impliziert.

Insgesamt haben wir bewiesen:

Satz 10.4.6 Die quadratische Form Q(x) = ax? + 2bx1wo + cx3 ist
e positiv definit <= detA=ac—b>>0 unda>0;
o negativ definit —= detA=ac—5b>>0 unda <0;
o indefinit <= detA=ac—b%<0.

Im Folgenden verallgemeinern wir diese Betrachtungen von n = 2 auf beliebiges n; die Be-
deutung des Kriteriums besteht darin, dass wir damit die Definitheitseigenschaften einer Matrix
bestimmen kdnnen, ohne die Eigenwerte berechnen zu miissen:

Satz 10.4.7 [Kriterium fiir positive Definitheit] Sei A = (a;;) eine symmetrische relle n x n-
Matriz. Dann sind die folgenden FEigenschaften dquivalent

(a) A ist positiv definit;
(b) A; > 0 fiir jeden Figenwert \; von A;
(c) det(A,) >0 firr=1,2,...,n, wobei die Matrizen
a1 ... Q1
A, =
Ar1l e Gy
die Hauptminoren von A sind.
Analog sind die folgenden FEigenschaften dquivalent:
(a’) A (und Q) sind negativ definit;
(b”) A; <0 fiir alle Eigenwerte \; von A;
() (=1)"det(A,) >0 firr=1,2,...,n .

Wir koénnen die Hauptminoren schematisch wie folgt darstellen:

Beweis. Die Aquivalenz von (a’), (b’) und (c’) folgt aus der Aquivalenz von (a), (b) und (c)
durch Ersetzung von A mit —A, denn A ist genau dann negativ definit, wenn — A positiv definit
ist.

Wir zeigen nun, dass (a) <= (b), (a) = (¢) und (c¢) = (b) gilt. Dies impliziert alle obigen
Aquivalenzen.
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(a) <= (b) Die Matrix A ist symmetrisch und damit diagonalisierbar. Mittels der Hauptachsen-
transformation konnen wir eine Orthonormalbasis von R™ finden, so dass bzgl. der Koordi-
naten z in dieser neuen Basis gilt:

Q(x) =" Ax = \a}” + -+ Azl ”

Dabei sind die A1, Ao, ... A, die Eigenwerte von A. In dieser Form erkennt man direkt, dass
Q(z) genau dann positiv [negativ] definit ist, wenn alle A; positiv [negativ] sind.

(a) = (c) Ist A symmetrisch und positiv definit, so sind auch alle Matrizen A, symmetrisch und
positiv definit. Die Werte von y" Ay, y € R, erhiilt man durch Auswertung von Q(z) auf
Vektoren x € R"™, deren letzte n — r Komponenten verschwinden.

Damit ist jede Matrix A, orthogonal diagonalisierbar zu

1 0
Al=QT4,Q=Q "AQ= )
0 Hor

wobei die Werte auf der Diagonalen die Eigenwerte von p, sind. Mittels obiger Begriindung
ergibt sich, dass alle u; positiv sind, da A, positiv definit ist.

Die Determinante ist invariant unter Basiswechsel:

det A, = det(QA.Q™") =det@Q - det A" - det Q! = det A,
:,ul-ug...-ur>0.

Damit gilt det A, > 0 fiir alle Hauptminoren.

(¢) = (b) Wir beweisen mittels Induktion nach n, dass eine n x n-Matrix A mit der Eigenschaft,
dass die Determinanten ihrer Hauptminoren echt positiv sind, positiv definit ist. Fiir n = 1
ist die Matrix A eine einfache Zahl, die mit ihrer Determinante iibereinstimmt. Wir nehmen
n > 0 an und dass die Implikation fiir Matrizen der Grofe r < n gilt. Die Hauptminoren
der Matrix A,,_1 sind unter den Hauptminoren von A, so dass nach der Induktionsannahme
A, _1 positiv definit ist. Das heiflt aber, dass A eingeschrankt auf den Unterraum

T
v={|:|er"o.=0}

Ln

positiv definit ist.

Es sei nun W die (direkte) Summe der Eigenrdume zu den nichtpositiven (< 0) Eigenwerten.
Eingeschrankt auf W ist die durch A definierte Form negativ semidefinit. Dies folgt aus der
Implikation b)=-a), da die Einschrinkung von A auf W nur nichtpositive Eigenwerte hat.
Ist t € UNW und x # 0, so folgt 2" Az > 0 und " Az < 0, was nicht méglich ist, also ist
UnWw ={0}.

Da U und W Unterrdume von R" sind, gilt dim(U + W) < n. Es gilt andererseits wegen
UNnW = {0} die Bezichung dim(U + W) = dim(U) + dim(W) = n — 1 + s, wobei s die
Zahl der nichtpositiven Eigenwerte mit deren algebraischer (= geometrischer) Vielfachheit
ist. Also ist s = 0 oder s = 1. Die Determinante von A ist das Produkt der Eigenwerte (mit
deren algebraischer Vielfachheit). Wegen det(A) = det(A,) > 0 gilt s = 0, also sind alle
Eigenwerte von A strikt positiv. n
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Beispiel 10.4.8 (fiir n = 4.) Betrachte
Q(x) = 327 + 223 + 223 + 627 + 4z 179 — 27173 — 22374,

Die zugehorige Matrix ist

3 2 -1 0

A— 2 2 0 0

-1 0 2 -1

0 0 -1 6

und die Hauptminoren sind
3 9 3 2 -1
det Ay =3, detA; = =2, detd3=]2 2 0|=2, detAs=detA=10.

22 -1 0 2

Also ist det A, > 0 fiir r = 1,2, 3, 4. Nach obigem Kriterium ist Q(z) positiv definit.

Satz 10.4.9 [Die Choleskyzerlegung| Fiir jede positiv definite, reellwertige, symmetrische Matrix
A gibt es eine obere reelle Dreiecksmatriz R mit

A=R'R
und positiven Diagonaleintrigen r;; > 0.
Beweis. Da A reell und symmetrisch ist, gibt es eine orthogonale Matrix S mit
A1 0
STAS = ;
0 An
wobei Aq, ..., A, die Eigenwerte von A sind.
Da A positiv definit ist, gilt A; > 0 fiir alle ¢ nach 10.4.7. Wir kénnen die Matrix
VA1 0 A1 0
D= bilden mit D - D = .
0 VA, 0 An

Also gilt STAS = D-D und damit A = S-D-D-ST. Die Matrix B := DS ist invertierbar, d.h.
die Spalten sind linear unabhingig. IThre Q-R-Zerlegung ist B = @) - R, wobei () eine orthogonale
Matrix ist und R obere Dreiecksgestalt hat, wobei die Diagonaleintrige positiv sind. Weiter gilt
BT =(DST)T =STTDT = SD. Also folgt

A= (SD)(DST)=B"B=(QR)"QR=R"Q"QR=R'R,
——
E
was die gewiinschte Zerlegung von A liefert. L]

Beispiel 10.4.10 Fiir praktische Zwecke berechnet man die Choleskyzerlegung nicht wie im Be-
weis. Wir zeigen das Vorgehen an einem Beispiel:

-2 2 -3 -3
4 -3 6 2
2 -3 2 13
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Zeige, dass A in der Tat positiv definit ist (gehe wie in 10.4.8 vor). Nach 10.4.9 gibt es eine obere
Dreiecksmatrix R mit

11 Ti2 Ti3 Ti4
0 7a2 7T23 T24
0 0 33 T34
0 0 0 Ta4

0
A—RT.Rp—|m2 T2 0 0
T3 13 T3z O

T4 T24 T34 Ta4

Wir berechnen nun dieses Produkt Zeile fiir Zeile und bestimmen schrittweise r;; unter Benutzung
der bereits berechneten Werte:
e Erste Zeile: ri1ri1r = 4, r11712 = 72, 11713 = 4, 11714 = 2.
Alsogilt ri1 = V4 =2,r10=-2/2=—1,r3=4/2=2,714,=2/2=1.

o Zweite Zeile: 73, + 13y = 2, 112713 + ToaT93 = —3, 712714 + ToaToy = —3.
Also gllt T2 = 2 — (—1)2 = 1, T23 = (—3 — (—1)2)/1 = —1 und
To4 = (—3 — (—1)-1)/1 = —2.

e Dritte Zeile: riy + 135 + 735 = 6, 713714 + 723724 + 733734 = 2.
Also gﬂt 733 = 6— 22 — (—1)2 = 1, T34 = (2 —21- (—1)-(—2))/1 = -2.

e Vierte Zeile: r7, + 13, + 13, + 13, = 13.
Es folgt 744 = /13 — 12 — (—2)2 — (—2)? = 2.

2 -1 2 1
. 0 1 -1 -2 R
Wir erhalten R = 0 0 1 NE (Rechnen Sie R' R = A nach.)
0 O 0 2

10.4.11 [Anwendung auf Losen linearer Gleichungssysteme] Wir betrachten ein System linearer
Gleichungen

Ar =) (L)

Unter der Annahme, A sei positiv definit und symmetrisch, konnen wir eine obere Dreiecksma-
trix R finden, so dass A = R R ist. Anstatt (L) direkt zu 16sen, konnen wir die beiden Systeme

R'y=>0 (1)
Rr=y (2)

nacheinander 16sen. Es ist leicht, solche Systeme zu 16sen, da beide Matrizen R und R Dreiecks-
matrizen sind.

-2
Beispiel 10.4.12 Sei A wie in 10.4.10 und b = ;l
-5
Um (L) Az = b zu 16sen, losen wir nacheinander
R'y=b,dh 2 = —2 yp = —1 (1)
Y1ty =4 Y2 =3
21 —y2 +ys =2 ys =17
Y1—2y2 — 2ys + 2ys = =5 ys =38
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Ys —2ys =7 y3 = 15
Y2 — Y3 —2ys =3 Yo = 26
21 —y2 +2ys tya = —1 y1=—9/2

Dieses Verfahren funktioniert nur, wenn die Koeffizientenmatrix A symmetrisch und positiv
definit ist. Zur allgemeineren Verwendbarkeit benutzen wir folgenden Trick:

Angenommen, A sei invertierbar. Nach der Ubung in 10.4.1 wissen wir, dass B := AT A positiv
definit und symmetrisch ist. Um

Az =b (L)
zu 16sen, sei B = AT A und ¢ = ATb und man betrachte das dquivalente System
AT Az =ATb oder Bz =c, (L)

welches dieselbe Losung hat. Auf dieses System wenden wir obige Prozedur an.

Natiirlich kann (L) mit dem Gauft-Jordan-Algorithmus gelost werden. Sie werden in der Vor-
lesung Numerische Mathematik Fille kennenlernen, bei denen der Gauf-Jordan-Algorithmus auf-
grund grofser Rundungsfehler nicht praktikabel ist. In solchen Fillen ist die Choleskyzerlegung oft
wesentlich besser.



Kapitel 11

Die Jordansche Normalform

In diesem Kapitel befassen wir uns mit folgender Frage: wie kénnen wir entscheiden, ob zwei n x n-
Matrizen A und B dhnlich sind, d.h. ob es eine invertierbare Matrix S gibt, so dass S~*AS = B
ist. Wir wissen bereits, dass wenn A und B beide diagonalisierbar sind, es geniigt zu priifen, dass
beide Matrizen dieselben Eigenwerte mit den gleichen Vielfachheiten haben. Wie wir aber gesehen
haben, sind nicht alle Matrizen diagonalisierbar. Wir werden zeigen, dass jede komplexe Matrix
einer Matrix in sogenannter Jordanscher Normalform' #hnlich ist, also einer Matrix mit nur
wenigen Eintrigen aukerhalb der Diagonalen und fiir die Ahnlichkeit genauso schnell festgestellt
werden kann wie fiir Diagonalmatrizen.

Unabhingig von Ahnlichkeitstests kénnen Jordansche Normalformen auch zur Berechnung von
Matrixpotenzen sinnvoll sein und damit auch zur Losung von linearen Rekursionen und Differen-
tialgleichungen.

11.1 Jordankastchen

In diesem Abschnitt ist K ein beliebiger Kérper.

Definition 11.1.1 Ein Jordanblock oder eine elementare Jordanmatriz ist eine m x m-Matrix
der Form
Al O

T = B € M, (K)
o
0 A

Einige Spezialfille von Jordanbldcken:

A1 A1 0
Jiy = ()\)7 Jay = (0 /\> s Jsa=10 X 1],
0 0 A
0 1 0
Ja0 = (8 é) ; Js0=10 0 1
0 0 O

LCamille Jordan (1838-1922), frz. Mathematiker in Paris. Er schrieb in den 1870er Jahren das erste Lehrbuch,
das die Galoissche Theorie der Polynomgleichungen behandelte. Hierdurch machte er die Galoisschen Ideen der
mathematischen Fachwelt zugdnglich, was der noch jungen Gruppentheorie wichtige Impulse gab. Unter anderem
regte es Sophus Lie an, iiber eine Galoissche Theorie der Differentialgleichungen nachzudenken, auf der die moderne
Theorie der Symmetrien von Differentialgleichungen beruht.

243
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Lemma 11.1.2 FEin Jordanblock J, x mit m > 1 ist nicht diagonalisierbar. Sein Figenraum zum
Eigenwert \ ist eindimensional.

Beweis.  Das charakteristische Polynom Pj(t) von J := J, y ist det(J —tE) = (A —t)™, da J
eine obere Dreiecksmatrix ist. Also ist A der einzige Eigenwert; er hat die algebraische Vielfachheit
e\ = M.

Die Eigenvektoren z zum Eigenwert ) erfiillen die Gleichung

0=(J —\E)x = (z9,73,...,2,,0) ",

das bedeutet o = 0,23 = 0,...,2,, = 0 und z; € K ist beliebig. Also ist die geometrische
Vielfachheit dy des Eigenwertes A gleich 1. Der zugehorige Eigenraum Ke; ist eindimensional.
Es gibt also keine Basis von Eigenvektoren fiir J, d.h. J ist nicht diagonalisierbar fiir n > 2. =

Lemma 11.1.3 Das Minimalpolynom eines Jordanblocks Jy, x ist My(t) = (t — \)™.

Beweis.  Sei J := J,, ). Wir haben oben schon gesehen, dass das charakteristische Polynom
P;(t) = (A —t)™ ist. Da das Minimalpolynom ein Teiler von Pj ist, hat es die Gestalt (t — \)* fiir
ein k€ {1,...,m}.

Fiir die Standardbasis eq, .. ., e, von K™ gilt

(J = AE) e, = em_r.
Fiir k < m ergibt sich insbesondere (J — AE)* # 0 und weiter (J — AE)™ = 0 folgt. Folglich ist
das Minimalpolynom M;(t) = (t — A\)™. [

Definition 11.1.4 Wir sagen, eine Matrix A besitzt Jordansche Normalform, wenn sie folgende
Blockgestalt besitzt:

Ji
[ 2]
A =
J
wobei jedes der Jy, Ja, ..., J; ein Jordanblock ist.

Satz 11.1.5 [Hauptsatz iiber die Jordansche Normalform| Sei V' ein n-dimensionaler komplezer
Vektorraum und ¢ € End(V'). Dann emistiert eine Basis B = (v1,v2,...,v,) von V, so dass die
Matriz [p]p von ¢ bzgl. B Jordansche Normalform besitzt.

Solch eine Basis B heifst Jordanbasis fiir .

Folgerung 11.1.6 Sei A € M,,(C). Dann ist A dhnlich zu einer Matriz A" in Jordanscher Nor-
malform. Sind A’ und A" dhnlich und in Jordanscher Normalform, so unterscheiden sie sich nur
durch eine Permutation der Jordanblocke. In diesem Sinn ist A’ eindeutig bis auf eine Permutation
der Jordanblicke.

Bemerkung 11.1.7 Im Lichte der Folgerung 11.1.6 erhalten wir den folgenden Test fiir die Ahn-
lichkeit von Matrizen: um zu entscheiden, ob es ein S gibt, so dass S™'AS = B ist, berechne
die Jordansche Normalform von A und B und priife, ob sie bis auf eine Permutation der Blocke
iibereinstimmen.

Wie bereits bemerkt, haben wir damit auch die Moglichkeit, einige der Anwendungen der
Diagonalisierbarkeit auf nichtdiagonalisierbare Matrizen auszudehnen: es gibt z.B. relativ leichte

Formeln fiir A und exp(4) = >_7, Ak—];, falls A in Jordanscher Normalform vorliegt.



11.2. DER BEWEIS DES HAUPTSATZES 245

Beispiel 11.1.8 Jede Diagonalmatrix ist in Jordanscher Normalform mit ¢ = n. Die Jordanblocke
enthalten lediglich den Eintrag A;.
A1 0

0 ’ An

Weitere Beispiele von Matrizen in Jordanscher Normalform:

10 0 o 11 0 2 1.0/ 0 2 1 0
0o l2/0 o 01 02 1]0 0 2

o olalo | o 1| oo 2lo | 2
0 0 0|3 0 0 2 00 0|2 0 2

Die folgenden Matrizen sind nicht in Jordanscher Normalform:

110 1 10 1 10 0 0 1
02 1,0 1 0,0 2 0,0 0 O
0 0 2 0 11 0 0 1 0 0 O

Bemerkung 11.1.9 Ist A in Jordanscher Normalform, so sind die Eintrége A; in der Diagonalen
die Eigenwerte von A, jeder mit der Anzahl seiner algebraischen Vielfachheit e; := ey,. Verschiede-
ne Jordanblocke konnen zu demselben Eigenwert A; gehoren: Die Zahl der Jordanbldcke zum
Eigenwert )\; ist die geometrische Vielfachheit d; := d,, des Eigenwertes ;.

Bemerkung 11.1.10 Aus Lemma 11.1.3 erhalten wir leicht, dass das Minimalpolynom einer
Matrix A in Jordanscher Normalform, die aus Blécken .J,,, » besteht, gegeben ist durch
(t—XP mit p:=max{my,...,m}.

Ein Polynom @ € KJ[t] annulliert ndmlich genau dann die Matrix A, wenn es alle Jordanblocke
Jm;,» annulliert, was nach Lemma 11.1.3 heifst, dass es von (t — A\)P geteilt wird.

Besteht A aus Jordanbldcken zu verschiedenen Eigenwerten Aq, ..., A, und ist p; die maximale
Grofe eines Jordanblocks zu dem Eigenwert )\;, so sieht man mit der gleichen Argumentation wie
im Beweis von Lemma 11.1.3, dass das Minimalpolynom von A gegeben ist durch

s

Ma(t) =]t - 2P

i=1

11.2 Der Beweis des Hauptsatzes

11.2.1 [Einleitende Betrachtungen] Angenommen, B = (v1, ..., Um, Um+1, - - - s Up) ist eine Basis
des Vektorraums V, so dass die Matrix A = [¢]g von ¢ € End(V) bzgl. B Jordansche Normalform
besitzt, wobei die ersten m Basisvektoren vy, ..., v,, zum ersten Jordanblock

Ji = Jma
gehoren. Dann ergibt sich
p(v1) = A Avy = Ay
@(v2) = v1 + Avg Avy = vy + \vg

O(Vm) = Up—1 + AUy, Ay = V1 + AUy,
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oder anders geschrieben

(p—Aid)vy =0 (A= AE)v1 =0
(o — Nid)ve = vy (A= AE)vy = vy
(*)
(p — Aid)vy, = vpm—1 (A= AE)vm = 1.
Definition 11.2.2 [Jordanketten] Eine Folge vy, va, ..., v, von Vektoren in V heifit Jordankette
fiir ¢ € End(V), wenn (x) mit v; # 0 erfiillt ist. In diesem Fall ist v; ein Eigenvektor zum
Eigenwert A\. Weiterhin gilt fir j =0, 1, ..., m—1

(o — Nid) v, = Um—j und (¢ —Aid)™v,, = 0.

Eine Folge v1, va, ..., vy von Vektoren in K™ heifst Jordankette der Matrix A € M, (K) zum
Eigenwert A, wenn (%) mit v, # 0 efiillt ist.

Lemma 11.2.3 Bilden die Vektoren vy,...,v,, eine Jordankette fiir ¢ und den Eigenwert A, so
sind sie linear unabhdngig.

Beweis. Zum Erreichen eines Widerspruchs nehmen wir 2111 a;v; = 0 an, wobei nicht alle
a; = 0 seien. Sei k = max{i: o; # 0}. Beachte, dass k > 2 gelten muss. Dann ist

(o — Aid)kilvk = v,

ebenso
(p — Md)*lv; =0

fiir j < k, also
0= (¢— /\id)kfl(z Q,V;) = g1,

i=1

woraus oy, = 0 folgt. Dieser Widerspruch zeigt die lineare Unabhingigkeit der v;. |

Definition 11.2.4 [Verallgemeinerte Eigenvektoren| Sei ¢ € End(V'). Ein Vektor 0 # v € V heifst
verallgemeinerter Eigenvektor (oder auch Hauptvektor) von ¢ zum Eigenwert A von ¢, falls es eine

natiirliche Zahl m gibt mit
(p — Aid)™v = 0.

Das kleinste m mit dieser Eigenschaft heifst die Stufe des verallgemeinerten Eigenvektors v. Man
beachte, dass Eigenvektoren verallgemeinerte Eigenvektoren der Stufe 1 sind.

Die Stufe m ist kleiner oder gleich dim V': Ist ndmlich v ein verallgemeinerter Eigenvektor der
Stufe m, so ist

vy = (p — Aid)™ Lo, e Um—1:= (¢ — Aid)v, U := 0

eine Jordankette, also linear unabhingig und damit m < dim V. (Man kann insbesondere zeigen,
dass m < ey gilt, wobei ey die algebraische Vielfachheit von A ist.)
Wir schreiben
V) = U ker(p — Aid)™
meN

fiir die Menge der verallgemeinerten Eigenvektoren von ¢ zum Eigenwert A. Der Raum V*(y)
heifst verallgemeinerter Eigenraum von ¢ zum Eigenwert \.

Analog definiert man fiir eine Matrix A € M,,(K) verallgemeinerte Eigenvektoren als verallge-
meinerte Eigenvektoren der linearen Abbildung ¢ 4: K® — K", x — Az und iibertrigt die Begriffe
entsprechend.
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Lemma 11.2.5 Vertauschen ¢ und ¢ € End(V') miteinander, so sind die verallgemeinerten Fi-
genriume V() invariant unter ¥, d.h. aus v € V*(p) folgt ¥(v) € V(). Insbesondere ist
V() invariant unter .

Beweis.  Sei v € V*(). Dann existiert ein m € N mit (¢ —Aid)™v = 0. Da ¢ mit ¢ vertauscht,
vertauscht es auch mit ¢ — Aid und somit auch mit der Potenz (¢ — Aid)™. Damit erhalten wir

(o = Aid)™ (¢ (v)) = o (¢ — Aid)™(v) = 0,
also ¥ (v) € V(). L]
Wir werden nun den Hauptsatz beweisen, indem wir zuerst zeigen, dass fiir ¢ € End(V), K = C

und dimV < oo der Raum V' die direkte Summe der verallgemeinerten Eigenrédume ist. Zuerst
bendtigen wir noch ein paar Fakten {iber formale Polynome.

Definition 11.2.6 Eine Teilmenge I C KJt] heifit Ideal, wenn I ein Untervektorraum ist, und
zusitzlich
IK[(|]CI wund I+I1CI

gilt, d.h. fiir f,g € I und h € K[t] sind f + g, fh € I.
Beispiel 11.2.7 1. Ist A € M, (K), so ist
Ia:={p € K[t]: p(A) = 0}
ein Ideal. Es ist klar, dass I4 ein Untervektorraum ist. Um einzusehen, dass I4 ein Ideal ist,
sei f € I4 und g € K[¢]. Dann ist
(F9)(A) = F(A)g(A) = 0-g(A) =0,
also fg € I4.

Das Ideal I4 enthélt das charakteristische Polynom Pg4, und fiir das Minimalpolynom M 4
gilt
Iy =My -K[t],

denn wir haben in Lemma 7.6.8 gesehen, dass M4 jedes Polynom in I, teilt.

2. Ist ¢ € End(V), so ist
Iy := {p € K[t]: p(¢) = 0}

ein Ideal. Das sieht man genauso, wie in 1) fiir Matrizen.
Lemma 11.2.8 Ist I C K[t] ein Ideal, so existiert ein Polynom f € I mit
I=f Kt

Wir schreiben auch I = (f) := f - K[¢] fiir das von f erzeugte Ideal von KJt]. Ideale, die von
einem Element erzeugt werden, heifen Hauptideale. Das Lemma besagt also, dass jedes Ideal von
K[¢t] ein Hauptideal ist. Man nennt K[t] daher auch einen Hauptidealring.

Beweis.  Ist I = {0}, so nehmen wir f:= 0 und I = f - K[¢] gilt trivialerweise.
Ist T # {0}, so ist
{n € No: (3f € I\ {0}) deg(f) = n}
nicht leer, enthélt also ein minimales Element d. Sei f € I mit deg(f) = d. Ist g € I, so erhalten
wir mittels Polynomdivision Polynome ¢, r € K[t] mit

g=1f-q+r deg(r) <deg(f)=d.

Wegen f,g € I ist auch f-q € I und daher r = g — fq € I. Aus deg(r) < d folgt daher r = 0, also
g= fq€ f-K[t]. Da I ein Ideal ist, gilt f - K[t] C I trivialerweise. Also ist I = f - K]t]. L]
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Lemma 11.2.9 Sei V' ein Vektorraum und E1, ..., E, € End(V) Elemente mit
Dann ist V die direkte Summe der Unterrdume V; := im(E;).

Beweis.  Zunichst erhalten wir fiir jedes v € V' die Relation

v=idy(v) =Y Ei(v) €Vi+...4 Vy,

=1

also
V=Vi+...+V,.

Wegen E,;E; = 0 fir j # ¢ ist V; C ker E; und fiir v € V; existiert ein w € V mit v = E;(w),
was E;(v) = E?(w) = E;(w) = v zur Folge hat.
Seien nun v; € V; mit ) v; = 0. Dann gilt also

0=E;(0) = B> v;) = Ei(v) + Y_ Ei(v;) = Ei(v;) = vi.
J i
Folglich ist die Summe V =V; + ... 4+ V,, direkt. [ ]
Satz 11.2.10 (Zerlegung in verallgemeinerte Eigenrdume) Sei V' ein endlichdimensionaler kom-
plezer Vektorraum und ¢ € End(V) mit den paarweise verschiedenen Eigenwerten A1, ..., Am.

Dann ist
V=V(p)o-- oV (),

d.h. V ist direkte Summe der verallgemeinerten Figenrdume von .
Beweis.  Sei zunichst f € C [t] das Minimalpolynom von ¢, sowie
F= (=AM = Xa)P o (= )

die Zerlegung in Linearfaktoren, die nach dem Fundamentalsatz der Algebra existiert. Sei f; :=
f/(t — X\)*. Wir betrachten das Ideal

I=(fi)+...+ (fm) SCI1):

Dieses Ideal wird von einem Element g erzeugt (Lemma 11.2.8), das gemeinsamer Teiler aller
Polynome f; ist. Also hat g keine Nullstelle und ist somit konstant. Also ist I = g - C[t] = C[¢].
Wir finden daher Polynome rq,...,r,, € C[t] mit

(*) l=rfi+...+7rmfm.

Sei E; := (r;fi)(¢) € End(V). Wenden wir die Relation (*) auf den Endomorphismus ¢ an, so
erhalten wir
Ei+...+E,=idy.

Die Abbildungen FE; vertauschen mit allen linearen Abbildungen, die mit ¢ vertauschen, denn sie
sind Polynome in ¢. Fiir i # j ist f ein Teiler von r; fir; f;. Wegen f(¢) = 0 ist daher

EE; = 0.

Daraus folgt Ef = Ei(zgﬁzl Ej) = F;-idy = E;. Lemma 11.2.9 zeigt nun, dass V direkte Summe
der Unterrdume V; := im(E;) = E;(V) ist:

V=Vieg...eV,.
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Wir zeigen nun, dass V; der verallgemeinerte Eigenraum zum Eigenwert ); ist. Da ¢ mit E;
vertauscht, 1a8t ¢ die Unterrdume V; invariant. Damit 1a8t auch f;(¢) den Unterraum V; invariant.

Wegen
() fi(@)lv,
ist die Einschrankung von f;(¢) auf V; sogar invertierbar. Mit f(¢) = 0 folgt daher

(p = Xid) (V) = (@ = Mid)* (fi(0) (Vi) = f(9)(Vi) = {0},

idy, =

d.h. V; C V().
Wir zeigen jetzt noch, dass V; D V?i(yp) ist. Sei also v € V?i(p), (¢ — \;id)¥(v) = 0 sowie
v =37, vj mit v; € V;. Dann ist

m

0=(p—X\id)*w) = Z(gp — X id)* (v;).

j=1

Aus der Invarianz aller Unterriume V; unter ¢ folgt (¢ — A;id)*(v;) € V;, und aus der Direktheit
der Zerlegung erhalten wir damit (¢ — A;1d)*(v;) = 0, insbesondere v; € Vi ().
Ist v; # 0, so existiert ein Eigenvektor v € Vi () NV;. Hierzu setze man

= (¢ — Niid)'(v)),

wobei [ maximal ist mit der Eigenschaft, dass dieser Vektor nicht verschwindet. Nun existiert ein
d € N mit
(p = A id)?(v)) = (A — X)) =0,

also \; = \;, d.h. j = i. Hieraus folgt v = v; € V; und damit V>*i(p) = V;. n
Lemma 11.2.11 SeiC = (v1,... ,vlll,fug, . ,vlzz, RPN UL SR vfﬁ) eine Familie von s Jordanketten
zum Eigenwert X von ¢, d.h

(p— )\id)v;-+1 = v;- fir 1<j<l; und (¢—\id}v]=0.
Sind die Eigenvektoren vi,...v{ linear unabhingig, so sind alle Vektoren in C linear unabhdingig.

Beweis. Sei Z i aljv] = 0. Wir miissen zeigen, dass alle a;; verschwinden. Nehmen wir also
an, dies sei nicht der Fall. Sei k¥ das Maximum der Stufen j, fiir die ein o;; # 0 ist. Wenden wir
(¢ — Aid)*~! an, so erhalten wir eine lineare Relation zwischen den Eigenvektoren

0:Zaik(cp—)\1dk 1 ’ Zamvl

Hieraus folgt a;, = 0 fiir alle 4, im Widerspruch zur Wahl von k. ]

Lemma 11.2.12 Sei C = (v],...,v},v3,...,07,...,0f,... ,v.) eine linear abhéngige Familie
von Jordanketten. Dann gibt es eine Familie von Jordanketten ¢, so dass span(C’) = span(C) ist
und C' einen Vektor weniger als C enthdlt.

Beweis. Nach dem vorigen Lemma sind die Eigenvektoren v¢ linear abhiingig, z.B. mit

s
g a;v; = 0.
i=1

Wir wihlen aus den Jordanketten v¢, ... ,vlii, fiir die «; # 0 ist, eine von minimaler Linge aus und
zeigen, dass diese Jordankette durch eine von kiirzerer Léinge ersetzt werden kann. Wir nehmen
0.B.d.A. an, dass vi,.. vll die erste Jordankette mit dieser Eigenschaft ist, d.h. a3 # 0 und
ll < li, falls (673 7é 0.
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Fiir /; = 1 konnen wir die Kette vl einfach entfernen, da ihr alleiniges Element eine Linear-
kombination anderer Vektoren ist.

Fir [; > 2 definieren wir

GETEDY %”ﬁl
a; #0

fir j=1,...,11 — 1, wobei die Summe iiber die 7 1duft, fiir die o; # 0 ist. Man beachte, dass wegen
der Minimalitdtsannahme v} 41 in diesem Fall existiert.

Die Vektoren 77, . .. 717511—1 bilden nun eine Jordankette der Lange [; — 1, da vy = 0 ist, und eine
Ersetzung der Kette vj,..., v}, durch o} _,,..., 0} verdndert nicht den aufgespannten Unterraum.
Man erhilt also eine kiirzere Kette C’, d.h. eine Kette, die weniger Vektoren enthlt. |

Satz 11.2.13 Fiir jeden Eigenwert A von ¢ besitzt der verallgemeinerte Eigenraum V() eine
Jordanbasis.

Beweis.  Sei uy,...,uq eine Basis von V*(¢). Fiir jedes der u; bilden wir die zugehérige Jor-
dankette u;, (¢ — Aid)u, ..., (o — Aid)¥~1u,;, wobei k die Stufe des verallgemeinerten Eigenvektors
u; ist.

Sei C die Vereinigung aller Jordanketten, die bei den u; begonnen haben. Beachte, dass obwohl
u1,...,uq eine Basis von Eigenvektoren ist, C i.a. linear abhéngig ist, da es mehr als d Elemente
enthélt. Mehrfaches Anwenden von Lemma, 11.2.12 fiihrt auf die gesuchte Jordanbasis. ]

Beweis des Hauptsatzes iiber die Jordansche Normalform: Wir haben damit die Exi-
stenz einer Jordanbasis fiir jedes V*¢ gezeigt. Da wir nach Satz 11.2.10 eine direkte Zerlegung
V =V*@...-@V>* haben, erhalten wir eine Jordanbasis fiir V, indem wir einfach Jordanbasen
fiir die verallgemeinerten Eigenrdume kombinieren. Ist B eine Jordanbasis von V, so die Matrix
[¢]s von ¢ bzgl. B in Jordanscher Normalform. Das folgt aus der Art, wie ¢ auf Basisvektoren
wirkt. |

Fassen wir die entscheidenden Schritte, die auf eine Jordanbasis fiithren, zusammen.
1. Bestimme die Eigenwerte A\; von A mit ihren algebraischen Vielfachheiten e; := ey,.

2. Bestimme fiir jeden Eigenwert ); eine Basis des verallgemeinerten Eigenraums Vi

Dies tut man praktisch durch Lésen des homogenen Systems linearer Gleichungen
(¢ — Aid)kv =0

und zwar schrittweise fiir £ = 1,..., bis man e; linear unabhéngige verallgemeinerte Eigen-
vektoren gefunden hat.

3. Fiir jeden Eigenwert A bilde die Jordanketten zu den verallgemeinerten Eigenvektoren bzgl.
der Basis von V*, um ein (i.a. linear abhingiges) System von Jordanketten C zu erzeugen.
Verringere die Grofe dieses Systems durch Subtraktion von Linearkombinationen von lan-
geren Ketten von kiirzeren Ketten analog zum Beweis von Lemma 11.2.12; bis eine Basis
erhalten wird.

4. Bilde die Ubergangsmatrix, indem als Spalten die verallgemeinerten Eigenvektoren in der
resultierenden Jordanbasis genommen werden. Diese Spalten miissen kettenweise und in
aufsteigender Ordnung der Stufe gebildet werden, d.h. jede beginnt mit dem Eigenvektor.

5. Bilde die Jordansche Normalform, indem fiir jede Jordankette der Linge [ und Eigenwert A
ein Jordanblock J; » genommen wird. Achte darauf, dass die Ordung der Jordanblécke zur
entsprechenden Ordnung der Jordanketten passt.
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Beispiel 11.2.14 Sei

1 1 0 00
0 1 0 00
A=]10 -1 1 1 0
0 0 10

0
0 -1 0 0 1
Das charakteristische Polynom von A ist Pa(t) = (t — 1)°, also ist A = 1 der einzige Eigenwert
mit algebraischer Vielfachheit e = 5.

In diesem Fall gilt C® = V*(A), also bildet z.B.

1 1 0 0 0
1 -1 0 0 0
v = 0 , Vg = 0 , V3 = 0 , V4 = 0 , U = 1
0 0 1 1 0
0 0 1 -1 0

eine Basis von V*(A4). Wir hétten natiirlich auch ey, ez, e3, ey, €5 wihlen kénnen.
Esist (A — E)v; = w und (A — E)vy = —w mit

1

(A—E)vg=(A— E)vy =vs =eg und (A — E)vs = 0.
Die von v; und vy beginnenden Jordanketten sind also linear abhéngig und wir konnen v, w
durch

51:’1)14—*’()2:

o O O O N

ersetzen, was einen Eigenvektor liefert.
Weiterhin ist (A — E)vs = (A — E)vy = vs, was ein Eigenvektor ist. Die Jordanketten, die von
vs und v4 beginnen, sind also linear abhingig und wir kénnen vs durch

~ 1
”U3:"03711)4:

N OO O O O
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ersetzen, was ein Eigenvektor ist.

Wir haben folgendes System von Jordanketten erhalten: vy, vy — —w, V3, v4 — vs.

Die vier Eigenvektoren sind linear abhingig: —w — vs — %53 + %51 = 0, wir entfernen v, um
ein linear unabhéingiges System von Jordanketten: —w, va, vs, v4, U3 zu erhalten, d.h. die Transfor-
mationsmatrix

-1 1 0 0 O
0 -10 0 O
S = 1 0 1 1 0
0o 0 0 1 O

1 0 0 -1 2

Beachte, dass die Jordanketten in S eingesetzt werden, indem mit dem Eigenvektor begonnen
wird!
Jetzt gilt tatsdchlich

1 1000
01000
StAS=|0 0110
00010
00001

Bemerkung 11.2.15 Alternativ kann mach auch, um eine Jordanbasis zu erhalten, riickwérts
von den Eigenvektoren fiir einen Eigenwert \ arbeiten. D.h. man startet mit einer Basis v{, ..., v!
des Eigenraums V) (A) zum Eigenwert A, die man wie folgt konstruiert:

Sei (A — AE)* =0 aber (A — AE)*~! # 0. Dann definieren wir

F,:=im(A - AE)* "™ NVy(4), m=0,...,k

Dann ist

Fo={0}CF =im(A-AE)* CF, C...C F, = V),(A).
Zuerst bestimmt man nun eine Basis v{, ... ,vfl von Fp, dann ergénzt man diese zu einer Basis
v‘flﬂ, e vfz von F, usw., und erhilt schlieflich eine Basis v{, ... ,vfk des Eigenraums V) (A).

Fiir d,,—1 < j < dp, zeigt die Konstruktion der Basis, die Existenz von Vektoren v{c 11—y it
(A= XE)f=mu) = v]. Definieren wir nun

v = (A= AB)MImlyl L 1< I<k+1-m,

so erhalten wir Jordanketten
J J
Vil -+ V1
der Lange k+1—m, m = 1,...,k. Da die Vektoren v{ linear unabhéngig sind, gilt dies nach
Lemma 11.2.11 auch fiir das System aller so konstruierten Vektoren v]. In der Tat bildet dieses
System sogar automatisch eine Jordanbasis von C™.

In Beispiel 11.2.14 ist die geometrische Vielfachheit 3 und damit gleich der Anzahl der Jordan-
blocke. Die Vektoren

Uy =

SO = O

1
0
1 , U3 =
0
1

coc oo R
<
[\
|



11.2. DER BEWEIS DES HAUPTSATZES 253

sind drei linear unabhéngige Eigenvektoren von A, wobei keiner von ihnen im Bild von A — \F
ist, d.h. das Ende einer Jordankette der Lange > 1. Allgemeiner treten solche Beispiele wie folgt
auf: ist v ein Eigenvektor, so dass (A — AE)x = v keine Losungen hat und v; ein Eigenvektor,
der eine Jordankette der Lange > 1 terminiert, d.h. v1 = (A — AE)vs, dann ist v; + v ein anderer
Eigenvektor, so dass (A — AE)z = (v; + v) keine Losung hat.

11.2.16 [Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform| Es bleibt zu zeigen, dass die Jordansche
Normalform eindeutig bis auf Permutation der Jordanblocke ist. Das ist gleichwertig zu der Aus-
sage, dass sich zwei &hnliche Jordansche Normalformen nur durch eine Permutation ihrer Blocke
unterscheiden.

Dazu bilden wir fiir jeden Eigenwert A die (aufsteigende) Folge von ganzen Zahlen

dim(ker(A — \E))

dim(ker(A — AE)?)
dim(ker(A — \E)3)

Es ist offensichtlich, dass dhnliche Matrizen dieselbe Folge erzeugen, andererseits bestimmt diese
Folge die Grofse und Zahl der Jordanblocke, was man am leichtesten durch ein Beispiel sieht: Es
sei fir eine Matrix A

dim(ker(A — AE)) =5 = dj,
dim(ker(A — AE)?) =9,
dim(ker(A — AE)3) = 11,

dim(ker(A — AE)*) =12 = e,

Ersetzen wir A durch eine zu A dhnliche Matrix, insbesondere durch eine Jordansche Normalform
von A, so erhalten wir dieselbe Sequenz von Zahlen und daraus ersehen wir, dass wir in unserer
Jordanbasis 5 Eigenvektoren, 4 = 9 — 5 verallgemeinerte Eigenvektoren der Stufe zwei, 2 =11 —9
verallgemeinerte Eigenvektoren der Stufe drei und 1 = 12 —11 verallgemeinerte Eigenvektoren der
hochsten Stufe vier haben. Der einzige Weg um das zu erreichen, besteht aus einer Jordankette
der Lange 4, einer der Linge 3, zwei der Linge 2 und einem einzelnen Eigenvektor.

Allgemeiner ist die Zahl der Jordanketten der Lange k gleich

dim(ker(A — AE)*) — dim(ker(A — AE)*1).

11.2.17 [Matrixpotenzen| Ist J eine Jordansche Normalform, dann kénnen wir J = D + N
schreiben, wobei D eine Diagonalmatrix und NV eine Matrix mit verschwindender Diagonale und
einigen Einsen oberhalb der Diagonale ist. Ist J ein Jordanblock, dann gilt D = AE und natiir-
lich DN = ND. Ist J eine Jordansche Normalform aus mehreren Blocken, die moglicherweise zu
verschiedenen Eigenwerten gehort, dann gilt ebenfalls DN = N D, wie man anhand von Block-
multiplikation sehen kann.

Es gilt also

l

l o

J'=D+N)}'=>" <,>D“Nl =D'4+ID'"IN + ...
i—o \!

Nur die ersten Terme dieser Summe sind von Null verschieden, genauer diejenigen, bei denen i

kleiner als die Grofse des groften Jordanblocks in J ist. Die Summe kann also mit vertretbarem

Aufwand berechnet werden. Ist z.B. J die Jordansche Normalform aus Beispiel 11.2.14, so gilt

171000
01000
Jb=100 110
00010
00001
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Natiirlich folgt wie gewdhnlich aus S~'AS = J auch Al = §J'S—1.
Beispiel 11.2.18 Man erinnere sich, dass sich die Losung einer linearen Rekursion erster Ordnung
f(0) =g, f(k+1) = Af(k)

mit f: N—-C" ge C" A€ M,(C) zu f(n) = A™g ergibt. Ist A nicht diagonalisierbar, dann
koénnen wir die Jordansche Normalform benutzen, um A™ zu berechnen. Betrachte z.B. das folgende
System einer linearen Rekursionen erster Ordnung:

ak11 = 3ap + b

bry1 = 3by

Ck+1 = —bg + 3¢k + di
diy1 = 3dyg

€k+1 = —by + 3ex

aOZbOZCOZd():(:’O:l
Schreiben wir f(k) = (ax by cr di ex) T und g = (1111 1)7, so folgt
flk+1) = (A+2E)f(K), f(0) =g

wobei A die Matrix aus Beispiel 11.2.14 ist. Wegen S™1AS = J gilt auch S~} (A+2E)S = J +2E,
woraus wir die Jordansche Normalform von A 4 2F ohne weitere Berechnung erhalten.
Aus dem Obigen erkennen wir

3k k31 0 0 0

0o 3 o0 0 0
(J+2E)f=| 0 o 3 k31 0o [,

0o 0 0 3 0

o o0 o0 o 3

woraus wir folgende Lésung in geschlossener Form erhalten:
f(k)y=S(J+2E)kS™ g
oder

a(k)
b(k)

e(k) = 351 + 3%
c(k) = d(k) = 3%

Damit kénnen wir Matrixpotenzen benutzen, um eine geschlossene Form fiir e? = 3277 ) 45 zu

erhalten und damit Systeme linearer Differenzialgleichungen 16sen. Sie werden dariiber mehr in
spateren Vorlesungen erfahren.



