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Gruppeniibung

Aufgabe G1

(a) Berechnen Sie das Volumen des Rotationskorpers, der durch Drehung des Graphen von f(x) = %, x € [1,10] um
die x-Achse entsteht.

(b) Berechnen Sie die Mantelfliiche des Rotationskérpers, der durch Drehung der Parabel y = x2, x € [—1,1] um die
y-Achse entsteht.

Losung:

(a) Die Formel fiir das Volumen lautet

10 5 0 dx 1\ " 1 9
V=rn| f(x)dx=mn —=n|-= =n|l-—|=—.
1 ;X x ) |4 10 10

(b) Die entstehende Flache (Rotationsparaboloid) kann man auch durch die Drehung des Graphen von f(x) = /x,
x €[0,1], um die x-Achse erhalten.

Die Formel fiir die Mantelflache lautet

1
F=27IJ FOV1+ f/(x)?*dx
0

In unserem Fall gilt f'(x) = ﬁ, folglich

f(x>v1+f’(x)2=ﬁ-\/1+4ix= \/x+1

4

Nun berechnen wir das Integral, indem wir mit t = x + 1/4 substituieren

Y i 2
F = 27 x+-dx = 27 Vidt = 2n - —t/t
0 4 % 3

Aufgabe G2
Bestimmen Sie die Taylor-Reihe von tan x mit Zentrum O bis zur 4. Potenz

i_4n(5¢§ 11)_5«/3—1
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(a) mit Hilfe der Taylor-Formel;

(b) durch Division der Taylor-Reihen von sin x und cos x.
Losung:

(a) Die Taylor-Reihe der Funktion f (x) hat die Form

£ 2+ f7100) 4

()= f(0)+ f'(0x + —; 31




(b)

tan x ist eine ungerade Funktion, deswegen ist seine Ableitung eine gerade Funktion, die zweite Ableitung wieder
ungerade, usw. Eine ungerade Funktion verschwindet bei x = 0, daher gilt f®?(0) = 0, und die Taylor-Reihe
von tanx enthilt nur ungerade Potenzen. Wir miissen deswegen nur (tanx)’ und (tanx)” an der Stelle x = 0
auswerten.

Berechnen wir die Ableitungen von f(x) = tanx:
2sinx 1+ 2sin?x

(tanx)” =2

tanx) = tanx)” =
c

0s2 x cos3 x cos* x

Es folgt (tan x)’ =1 und (tanx)"” = 2. Also
x=0

x=0
1
tanx =x+ -x"+....
3
Es gilt tan x = sin x/ cos x. Wir benutzen die Reihendarstellung von sin und cos und erhalten:
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x . X 2 3 4 X
1—?+2—4—... (a0+a1x+a2x +azx” +azx +...)=x—€+...
~——

=sinx

=COoSs X

Man sieht direkt, dass die Koeffizienten der geraden Potenzen gleich Null sind, bzw. folgt dies aus den Uberlegungen
im ersten Teil der Aufgabe. Durch Auflésen der Klammern und Vergleich der Koeffizienten bei x und bei x* erhalten
wir die Gleichungen

a; =1
a; 1
as— —=——
> 2 6
Folglich az = ; und tanx = x + 3x° +....
Aufgabe G3
Mit Hilfe der Taylor-Reihen berechnen Sie die Grenzwerte
(@)
. 1—cos2x
lim ————
x—0 xsinx
(b)
. Inx
lim
x=14/x—1
Losung:
(a) Die Taylor-Reihen von sin und cos ergeben
(2x)*  (2x)* )
cos2x =1-— o + a —...=1-2x"+...
x3
sinx=x——++...
6
Folglich
o l-cos2x . 1—-(1—-2x%24+..) _ 2x®+... _ x*(2+..)
lim ——— =Ilim 3 = lim 3 =lim ————— =2
x—0 xsinx 0 x(x—E4.0) =0 x4, x=0x*(14...)




(b) Die Taylor-Reihen des natiirlichen Logarithmus bzw. der Quadratwurzel lauten:

In(1+t)=t t2+t33 t4+ b V14t 1+t 't2+t3
n =t— — - — . = - - — —_— = ...
2 4 o 2 816

Mit Substitution x = 1 + t wird die Aufgabe auf einen Grenzwert bei t — 0 zuriickgefiihrt:

. Inx o In(1+41¢)
lim =lim
=ly/x—1  =204/14t-1

Es stellt sich heraus, dass von den Reihenentwicklungen von In(1 + t) und +'1 + t nur die Glieder erster Ordnung
gebraucht werden:

In(1+¢) t+... T
= =lim

m-———=11m-———_— =2
=0 yTH+E—1 =0(1+5+..)=1 0o+,

Aufgabe G4 (Zusatzaufgabe)
Man zerschneidet die Einheitssphire mit Zentrum im Nullpunkt mit den Ebenen {(x,y,2) € R®: x = —0,8}, {(x,y,2) €
R3: x =—0,6}, {(x,y,2) €R®: x = —0,4}, ..., {(x,y,2) €R3: x = 0,8} in 10 Teile. Zeigen Sie, dass alle diese Teile den
gleichen Flacheninhalt haben.
Losung:

Berechnen wir den Flacheninhalt des Teiles der Sphire zwischen zwei Ebenen x = a und x = b unter Verwendung der
Formel fiir die Mantelfldche eines Rotationskorpers

b
F=2nf FOIVI+f(x)?dx

Wir haben f(x) = 4/ 1 — x2. Es ergibt sich f'(x) = — \/1"_2 und daraus
—X

1
VIt f(x)P=——
1 — x2
Also

b b
1
F=27tf \/1—x2-—dx=27'cj dx
a \/1—)(2 a

Das heif3t, der Flacheninhalt hdngt nur von der Lange b — a, und nicht von der Lage des Integrationsintervalls. Daraus
folgt die Behauptung.




Aufgabe G5 (Zusatzaufgabe)
Sei (a,,) die Fibonacci-Folge:

Ap = a1 = 1: Apy1 = ap + an—1
Betrachten wir die entsprechende Potenzreihe

ay+ay;x+ax®+...=1+x+2x>+3x>+5x* +8x°+...

Diese Reihe hat Konvergenzradius —2=, denn lim . = 1+—ﬁ, also definiert sie eine Funktion
1++/5 n—oo dn 2

f ( 2 2 ) R

: T =T = — N,
14++/5 1++/5
f)=ay+ax+ax®*+...=14+x+2x>+3x>+5x* +8x°+....

(a) Zeigen Sie: f(x)+xf(x) = ’% und leiten Sie daraus die Formel
F0)= ——

xX)=———

1—x—x2

her.

L -1++5 -1-+5 _ _ )
(b) Benutzen Sie die Nullstellen ¢; = ———— und ¢, = EECE der quadratischen Gleichung x* +x —1 =0, um

eine Partialbruchzerlegung der Funktion f herzuleiten.

(c) Beweisen Sie mit der geometrischen Reihe die Formel von Moivre-Binet fiir die Fibonacci-Zahlen:

n+1 n+1
(et oep) _(5F) - (57)
a, = \/g = \/g .

Losung:

(a) Wir setzen f(x)=a,+ a;x +a,x? +... ein und formen um:
FO)+xf(x)=(ag+a;x+a,x*+..)+ (apx +a;x* +ax>+...)=ay+ (ag+a;)x +(a; +a)x*+...
Daa,,; =a,+a,_; und ay = a; gilt, erhalten wir:

_f@-a_f)-1

X X

FO)+xf(x)=a; +a,x+azx>+...

1
1-x—x

Eine Umstellung nach f (x) liefert f(x) =

7.

(b) Der Ansatz der Partialbruchzerlegung ist:

(x) = 1 _ 1 _ A + B
fx_l—x—xz_ 24+x—-1  \x—¢; x—¢,)°

Durch Auflésen des daraus resultierenden Gleichungssystems ergibt sich A= 1/+/5 und B = —1/+/5. Also erhalten

wir
O E— :
x) = - .
V5(x —¢y)  V5(x — 1)
(c) Um die geometrische Reihe zu benutzen, erweitern wir die Briiche mit ¢; bzw. ¢,, da ¢,¢, = —1 gilt, erhalten
wir:
f(x)zi( b e )zﬂ L e 1
VE\1+pix 1+ pox V51+pix 51+ pyx’
Mitt; = —p;x gilt|[t| < 1,dax € (— 1+2 7 ﬁ@) Damit folgt aus der Formel der Summe der geometrischen Reihe:
! =L=1+t-+t.2+ =1+ (—¢;x)+ (—p;x)* + (—¢;x)* +
THox 1-10 T T ; ; ;




und somit

_(pl 1 (2 1
fl)=—= -2
V514+@x /514 p,x

= % (1 —p1x+ (912)* — (p1x)° + ) — % (1 — P + (P2x)? — (9px)° +)

1
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=a0+a1x+a2x2+....
Durch Koeffizientenvergleich und entsprechende Umformungen ergibt sich:

n+1 n+1
(e () - (57)
a, = ﬁ = ‘/g ]




