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Ubung Nr.3

Ubung 1 [Vollstiindigkeit und Kompaktheit]

Zum Aufwirmen: Beweisen Sie den Kompaktheitssatz fiir FO aus dem Godelschen Voll-
standigkeitssatz. Bemerkung: Es gibt auch rein algebraisch-modelltheoretische Beweise der
Kompaktheitseigenschaft fir FO (Modellkonstruktion iiber Ultraprodukte).

Ubung 2 [FO Formalisierungen]
Geben Sie FO-Formeln an, die die folgenden Eigenschaften erfassen.

(a) Die 2-stellige Relation < ist eine dichte offene lineare Ordnung, die einstellige Relation
P eine dichte offene Teilmenge bzgl. dieser Ordnung.

(b) Uber der um ein zusétzliches 1-stelliges Funktionssymbol f erweiterten Standard-Struktur
R:=(R,+,-,<,0,1): f ist eine monotone Funktion und
(i) f wachst fiir  — oo unbeschrankt; bzw.
(ii) f hat fiir  — oo den Grenzwert v/2.
(c) Fiir die Signatur der Booleschen Algebren, ¢ = {+,-,’,0,1}, die Eigenschaft eines
Elements in einer o-Struktur, ein Atom in einer Booleschen Algebra zu sein.

Ubung 3 [CGrenzen der Ausdrucksstiirke von FOJ
Zeigen sie durch Anwendung des Kompaktheitssatzes dass die folgenden Strukturklassen
nicht durch FO-Satzmengen axiomatisierbar (nicht A-elementar) bzw. nicht durch endliche
FO-Satzmengen oder einen einzelnen Satz axiomatisierbar (nicht elementar) sind.
(i) Die Klasse der zusammenhiingenden Graphen 2 = (A, E®) zur Symbolmenge o = {E}
mit einem 2-stelligen Relationssymbol E fiir die Kantenrelation.
(Ein Graph heisst zusammenhéngend wenn je zwei verschiedene Knoten durch einen
Kantenzug verbunden sind. Hinweis: es gibt FO(E)-Formeln ¢, (z,y), die zum Aus-
druck bringen, dass die Distanz zwischen 2 und y mindestens n ist.)
(ii) Die Klasse der Wohlordnungen 24 = (A, <*) zur Symbolmenge ¢ = {<} mit einem
2-stelligen Relationssymbol < fiir die Ordnungsrelation.
(Eine lineare Ordnung ist eine Wohlordnung wenn es keine unendlichen absteigenden
Folgen gibt; dquivalent: jede nicht-leere Teilmenge hat ein minimales Element.)
Auch ohne Kompaktheitssatz kann man z.B. zeigen, dass in der arithmetischen Struktur der
komplexen Zahlen € = (C, +,+,0,1) die durch die obere Halbebene gebildete Teilmenge, oder
die Zahl ¢ € C nicht definierbar sind. Prézisieren und begriinden Sie diese Behauptungen.

Ubung 4 [Nichtstandardmodelle]
Wir betrachten ein Nichtstandardmodell der Arithmetik von

m: (N7+7'7<a071)

in der iiblichen Signatur ¢ der Arithmetik.

(a) Zur Existenz: Weisen Sie mit dem Kompaktheitssatz nach, dass die folgende Formel-
menge & (mit freier Variable ) erfiillbar ist:

®:={peFOu(0): MEp}U{l+ - +1<z:neN}

(b) Zeigen Sie, dass jedes Modell 91*, A = ® einen Anfangsabschnitt beziiglich der Ordnung
<M besitzt, der zu 9 isomorph ist.

(c) (Extra) Wie sieht in einem Modell M, \ |= ® beziiglich der Ordnung < die Nach-
barschaft von ‘Elementen endlicher Distanz’ zu A aus? Beschreiben Sie die Ordnung von
91* indem Sie ‘Elemente von endlicher Distanz’ zu Aquivalenzklassen zusammenfassen.

(d) (Extra) Diskutieren Sie, inwiefern in einem Modell 9t*, A = ® das Induktionsaxiom
verletzt ist, und inwiefern das nicht von der FO-Theorie von 9t kontrolliert wird.
Betrachten und beweisen Sie die Behauptung, dass auch in 91" gilt: jede nicht-leere
FO(0)-definierbare Teilmenge besitzt ein kleinstes Element bzgl <™.



