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Ubung Nr.1

Ubung 1 [Lewis Carroll, aus: Symbolic Logic and the Game of Logic, 1896]

(a) Wieviele kombinatorisch mégliche Partitionen (Einteilungen in Wandergriippchen) gibt
es in der Aufgabe von Lewis Carroll? Dazu kann man etwa eine Rekursionsgleichung
fiir die Anzahl S(n,m) der Moglichkeiten, eine n-elementige Menge in m nicht-leere
Teilmengen zu zerlegen, aufstellen.

(b) Losen Sie die Aufgabe durch geschicktes logisches Schliefien.

Axiome fiir boolesche Algebren (B,-,+, /,0,1)

BA1: + und - assoziativ und kommutativ:

Fir alle z, y: (x+y)+z = 2+ y+2) und T+y = y+z
(z-y)z = z-(y-2) Ty = y-x
BA2: + und - distributiv (zweifach):
Fir alle z,y, 2: z-(y+z) = (z-y+(z-2)
z+(y-2z) = (z+y) (z+2)
BA3: 0 und 1 als neutrale Elemente:
Fiir alle «: z-1=2 und z+0==z

BA4: Komplement:
0 # 1 und fur alle z: z-2'=0 und z+2' =1

Ubung 2 [Boolesche Algebral
Zum Aufwarmen: Weisen Sie nach, dass neben der Standard-BA auch jede Potenzmengen-
algebra (P(M),N,U,~,0, M) die Axiome fiir boolesche Algebren erfiillt.
Prézisieren Sie eine schwache Dualitéts- Aussage auf der Basis dass die Axiome unter Ver-
tauschung von +/- und 0/1 invariant sind. (Siehe (b) zur eigentlichen Dualitét via Negation.)
(a) Leiten Sie aus den obigen Axiomen diese Folgerungen her (die gelegentlich in erweiterten
Axiomensystemen fiir Boolesche Algebren schon gegeben sind):
(i) Idempotenz: fir alle z gilt -z = x und z + =z = «.
(ii) Fir alle z gilt: x +1=1und -0 =0.
(iii) Absorption: fir alle z,y gilt z- (z+y) =z =x+x-y.
(iv) Durch die beiden Bedingungen z -2’ =0 und z + 2’ =1
ist zu jedem x das Element 2’ eindeutig bestimmt.
(v) Involution: fiir alle z ist (2') = z.
(vi) De Morgan: fiir alle z,y gilt (z+y) =2’ -y und (z-y) =2' 4+ ¢ .
(b) Benutzen Sie allein die Axiome fiir boolesche Algebren und deren Folgerungen aus (a),
um folgende Behauptungen nachzuweisen.
(i) In jeder booleschen Algebra gilt (fiir alle z,y): z-y=2 < x-y =0.
(ii) In jeder booleschen Algebra wird durch z < y : < -y = z eine partielle Ordung
mit minimalem Element 0 und maximalem Element 1 definiert.
(iii) (Dualitat) Fir jede boolesche Algebra B = (B, -,+,’,0,1) ist die Abbildung

0:B — B
x — dx):=a

bijektiv und erfillt fir alle z,y € B:

§(z+y)=46(x) (y), 6(z-y) =d(z)+d(y),
d(z") = (0(x)),6(0) =1,6(1) =0, §(z) <d(y) & y <z



Ubung 3 [Boolesche Algebra]
Sei B = (B,-,+,’,0,1) eine endliche boolesche Algebra. Ein Element a € B heifit Atom falls
a # 0 und fir alle b € B gilt dass b < a genau fiir b = 0 und b = a (d.h., Atome sind die
minimalen Elemente oberhalb der 0). Sei A C B die Menge der Atome in B.
(a) Zeigen Sie dass es fiir jedes b € B\ {0} mindestens ein Atom a mit a < b gibt.
(b) Zeigen Sie dass die Abbildung f: B — P(A),b — f(b) == {a € A: a < b} ein
Isomorphismus zwischen 8 und der Potenzmengen-BA {iber A ist.

(c) Was sagt dies liber die moglichen Kardinalitdten endlicher boolescher Algebren aus?
Bemerkung: Auch jede unendliche BA ist isomorph zu einer Unteralgebra einer Potenzmen-
genalgebra; dafiir braucht man aber starkere kombinatorische Konzepte und Hilfsmittel wie
Ultrafilter und das Auswahlaxiom (vgl. Satz von Stone).

Muss es auch in unendlichen booleschen Algebren stets Atome geben?

Ubung 4 [Boolesche Algebra: Extral
(a) Zeigen Sie dass jede Unteralgebra einer booleschen Algebra eine boolesche Algebra
ist; dass jede endlich erzeugte Unteralgebra einer booleschen Algebra endlich ist; und
dass eine Struktur (B,-,+,’,0,1) eine boolesche Algebra ist, wenn jede ihrer endlich
erzeugten Unterstrukturen eine boolesche Algebra ist.
(b) Zeigen Sie dass jedes direkte Produkt von zwei booleschen Algebren wieder eine boo-
lesche Algebra ist.
(¢) Zeigen Sie dass jede Potenzmengen-BA iiber einer endlichen Menge M isomorph ist zu
einer direkten Potenz der Standard-BA B.
Aus diesen Beobachtungen kann man zusammen mit der letzten Ubung schlieBen, dass die
Axiome die Gleichungstheorie aller booleschen Algebren und jeder booleschen Algebra ax-
iomatisieren, und dass dies die Gleichungstheorie der Standard-BA B its.
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