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Zwei Berechnungsmodelle: Turingmaschinen, Register-Programme

Allgemeines Format: Zeichenmanipulation iiber fixiertem endlichem Alphabet; endliche
Zeichenreihen (Worter) iiber diesem Alphabet bilden das Datenmaterial (input/output
und auch Arbeitsdaten).

A endliches, nicht-leeres Alphabet

A*  die (abzéhlbar unendliche) Menge aller Worter tiber A

Zu berechnen sind primér (partielle) Funktionen f: A* A

Konstitutiv fiir Algorithmen/Berechnungverfahren sind einfache und lokale Elementar-
operationen sowie die regelhafte und uniforme Steuerung der Abfolge dieser Operationen.
Es gibt viele unterschiedliche Modellierungen, die sich aber als dquivalent erweisen.

Turingmaschinen (nach Alan Turing, 1912-54, geboren vor 100 Jahren)

Speichermedium: beidseitig unendliches Band von Bandzellen, die leer sein kénnen (O)
oder Zeichen a € A aufnehmen kénnen. Kompletter Bandinhalt lasst sich als durch
i € Z indizierte Folge von Zeichen in A U {00} beschreiben, mit O an fast allen Stellen.

Zugriff: Lese-/Schreibkopf in aktueller Kopfposition am Band. Liest das aktuelle Zeichen
in der Bandzelle und kann es iiberschreiben.

Kontrolle/Steuerung: endliche Zustandsmenge @) (Kontrollzusténde); aktueller Zustand
g € @ und aktuell gelesenes Zeichen bestimmen (anhand einer Ubergangsfunktion) die
Schreibaktion, eine Kopfbewegung um max. einen Schritt nach links oder rechts und
den Nachfolgezustand.

M = (A7Q7QO757F)
Q Zustandsmenge (endlich),
qo € Q Startzustand,
F C @ Haltezustande,
& Ubergangsfunktion

i:Qx(Au{d}) —» (Au{O}) x {-1,0,1} x Q.

Berechnung/Lauf auf Eingabewort w € A*: Initialisierung mit Kopf in Position 0;
Eingabewort in Bandzellen 1,...,|w|, Band ansonsten leer, Startzustand gg. Abfolge
von Konfigurations-Ubergiingen anhand der Ubergangsfunktion durch lokale Modifika-
tion, bis ggf. ein als Haltezustand gekennzeichneter Kontrollzustand erreicht wird. Fiir
so terminierende Laufe kann man z.B. die Ausgabekonvention vereinbaren, dass das
Wort rechts vom Kopf (in der Haltekonfiguration) die Ausgabe ist. Will man z.B. nur
Boolesche Werte 0 oder 1 als Ausgabe, kann man auch zwei Haltezustinde ¢~ und g™
auszeichnen und den erreichten Haltezustand als Ausgabe interpretieren. Ein nicht ter-
minierender Lauf wird als divergent bezeichnet und liefert kein Ergebnis. Daher wird
i.d.R. eine partielle Funktion berechnet. Symbolische Kurznotation:

w M oo die Berechnung von M auf w divergiert.
w M sTOP die Berechnung von M auf w terminiert.
w MW M berechnet v’ als Ausgabe auf Eingabe w.



Registermaschinen und -Programme

Speichermedium: endliche Folge von Registern R;, die Worter w; € A* aufnehmen.
Zugriff/Elementaroperationen: Letztes/oberstes Symbol eines Registers kann entfernt
werden (R; := R; — a streicht ggf. ein endsténdiges a in wj; 14sst w; unverdndert sonst);
ein Symbol kann angefiigt werden (R; := R; 4+ a macht aus w; den Inhlat w;a); das letzte
Symbol von w; wird auch fiir bedingte Verzweigungen im Programmlauf benutzt (s.u.).
Kontrolle/Steuerung: das Register-Programm. Ein Registerprogramm ist eine endliche
Folge von durchlaufend nummerierten Programmzeilen

P: 0 (Anweisung 0)
¢ (Anweisung ¢)

.k: STOP
deren letzte die Stopanweisung ist. Als sonstige Anweisungen stehen zur Verfiigung:
e Ri:=R;—abzw. R;:=R; + a fir jedes a € A
e bedingte Verzweigung: IF R; = O THEN {3 ELSE ¢; OR --- OR ¢,

Die bedingte Verzweigung nimmt Bezug auf eine feste Numerierung der Zeichen in A
als A = {ay,...,a,}; im Programmlauf verzweigt die Berechnung in Zeile ¢; je nachdem
ob R; leer ist oder der aktuelle Inhalt von R; in a; endet.

Berechnung/Lauf auf Eingabewort w € A* (oder Tupel von Wortern): Initialisierung
in Zeile 0, Eingabewort(tupel) in Registern. Abfolge von Konfigurations-Ubergingen
durch Ausfithrung der Anweisung in der jeweils aktuellen Programmzeile mit Ubergang
in die néchste Zeile bzw. geméfl Verzweigungsbefehl.

Wie bei Turingmaschinen konnen Berechnungen terminieren oder divergieren; also
werden wieder i.a. partielle Funktionen berechnet. Symbolische Notation wie oben.

Grundlegende allgemeine Definitionen

Berechenbarkeit einer partiellen Funktion f: A* 2% A*:
Existenz einer Turingmaschine M, die f berechnet, d.h.:

Def(f) ={w e A*: w M, STOP} und w M, f(w) fir alle w € def(f).

Entscheidbarkeit einer Menge R C A*:
Existenz einer Turingmaschine M, die die charakteristische Funktion von R C A*,
xr: A* — {0,1}, berechnet, d.h.:
w M { 1 firw e R,
0 firwé¢ R.

Rekursive Aufzihlbarkeit einer Menge R C A*:
Existenz einer Turingmaschine M, die genau auf den Eingaben aus R terminiert:
wﬂ){ STOP fiir w € R,
00 flir w € R,
Aquivalent fiir P # (): Berechenbarkeit einer totalen Funktion mit Bild(f) = R.

Bemerkung: Fast alle Teilmengen R C N sind unentscheidbar und nicht einmal rekursiv
aufzédhlbar (warum?). Ein konkretes Beispiel fiir eine rekursiv aufzidhlbare, aber nicht
entscheidbare Menge liefert das Halteproblem. Per Reduktion ergeben sich daraus viele
relevante Unentscheidbarkeitsresultate.



