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Dies und das zur Mathematik in ZFC, II: Auswahlaxiom

Aquivalenzen zwischen verschiedenen Fassungen des Auswahlaxioms

Unter ZF sind insbesondere die folgenden Aussagen/Prinzipien dquivalent. Dabei ist das
Zornsche Lemma héufig die Fassung der Wahl fiir den Beweis von abstrakten Existen-
zaussagen, die mit Auswahl zu tun haben (z.B. Basisexistenzsatz der linearen Algebra,
Existenz von Ultrafiltern).

1. (AC): Existenz einer Auswahlmenge zu jeder Menge von nicht-leeren, disjunkten
Mengen (der Einfachheit halber die Fassung in unserer Formulierung von ZFC).

2. die gebrauchlichere Formulierung fiir den mathematischen Hausgebrauch: Existenz
einer Auswahlfunktion zu jeder Familie von nicht-leeren Mengen.

3. Zornsches Lemma: Jede partielle Ordnung (Halbordnung), in der jede linear
geordnete Teilmenge eine obere Schranke besitzt, hat maximale Elemente.

4. Wohlordnungssatz: Jede Menge lasst sich wohlordnen (ist Tréger einer linearen
Ordnung, beziiglich derer jede nicht-leere Teilmenge ein kleinstes Element besitzt).

5. Variante des Wohlordnungssatzes: Jede Menge ist bijektives Bild einer Ordinalzahl
(und demnach einer Kardinalzahl, s.u.).

Als Ubungen zu empfehlen:

(1) & (2) (wie in Vorlesung skizziert).

(5) = (4): Die Wohlordung fiir (4) kann per Bijektion von einer Ordinalzahl (Kar-
dinalzahl) importiert werden.

(4) = (1),(2): hat man eine Wohlordung, so kann man nicht-definite Auswahlen
durch die Wahl des jeweils beziiglich der Wohlordnung kleinsten Elements ersetzen.
Z.B., in der Formulierung (1): ist x eine Menge disjunkter nicht-leerer Mengen, so
wiéhle Wohlordung < auf der Vereinigung | x dieser Mengen und als Auswahlmenge die
Menge der <-Minima all der Mengen in .

Zornsches Lemma: Als Beispiel fiir eine Verwendung des Zornschen Lemmas zeigen
wir (3) = (4). Zu gegebener Menge z betrachte die Menge P aller Wohlordungen
auf Teilmengen y C z (als 2-stellige Relationen auf y C z sind solche Wohlordungen
Teilmengen von x x x, also Elemente der Potenzmenge von x x x). Fiir zwei solche
Wohlordnungen, <; auf y; € z und <9 auf yo C =z, setze <1 4 <9 gdw. y1 C Yo
und y; ein Anfangsabschnitt von (y2,<2) ist. Man macht sich leicht klar, dass < eine
partielle Ordnung auf P ist. Jede durch <« linear geordnete Teilmenge von P hat als
obere Schranke die Vereinigung der beteiligten Wohlordungen. Also existieren nach (3)
maximale Elemente in (P, <). Eine Wohlordung < auf einer Teilmenge y C z ist aber
genau dann maximal bzgl. <, wenn sie nicht verlangerbar ist, d.h., wenn y = x ist. Also
liefert jedes maximale Element von (P, <) eine Wohlordnung auf z.

Beweis des Zornschen Lemmas aus (AC). Z.B. (2) = (3). Wir benutzen den Rekur-
sionssatz iiber On, um die Annahme, dass eine partielle Ordnung mit den gegebenen
Eigenschaften keine maximalen Elemente besitzt, zum Widerspruch zu fiithren. Sei (P, <)
eine partielle Ordnung, in der jede linear geordnete Teilmenge eine obere Schranke be-
sitzt. Wenn (P, <) keine maximalen Elemente hat, so gibt es zu jedem p € P ein p’ € P



mit p<p’; inbesondere hat jede linear geordnete Teilmenge x C P sogar eine strikte obere
Schranke s (d.h., im Sinne von < ist s echt grofler als jedes Element von x; wir betrachten
jedes beliebige Element von P als obere Schranke von () C P). Mit dem Auswahlax-
iom koénnen wir zu jeder derartigen Teilmenge z also eine strikte obere Schranke s(z)
auswahlen. Wir definieren nun per Rekursion tber die Klasse der Ordinalzahlen eine
Operation G auf On anhand der Bedingung

G(a):=s({G(B): B < a}).

Dann ist G eine monotone (ordnungstreue, und daher injektive) Einbettung der Klasse
On in die Menge P. Dies ist unmoglich, da On als echte Klasse nicht injektiv in eine
Menge eingebettet werden kann (Satz von Hartogs, in ZF beweisbar).

Fiir (4) = (5) kann man mittels Rekursionssatz eine ordnungstreue Bijektion zwischen
einer gegebenen Wohlordnung und einer Ordinalzahl finden. Sei < eine Wohlordung auf
der Menge = (geméaf (4)). Definiere eine Operation G auf On anhand der Bedingung:

Gla) = { min_ (x\{G(ﬁ): B8 < a}) falls x \ {G(B8): B < a} #0,

€ sonst.

Dann liefert G einen Isomorphismus zwischen den Ordunungen (z, <) und (o, €), wo «
die kleinste Ordinalzahl mit G(«) = x ist. (Dass die Teilklasse derjenigen Ordinalzahlen
B, die injektiv in x eingebettet werden konnen, in On beschréankt und also eine Menge
ist, besagt der Satz von Hartogs.)

Aussage (5) beinhaltet die Vergleichbarkeit jeder Menge mit Ordinalzahlen im Sinne von
~ (Existenz von Injektionen in beiden Richtungen; dquivalent: Existenz einer Bijektion).
Fiir gegebene Menge = betrachte die Menge derjenigen Ordinalzahlen, die injektiv in z
abgebildet werden konnen (dass diese Ordinalzahlen eine Menge bilden, ist wieder der
Satz von Hartogs). Diese laut (5) nicht-leere Menge von Ordinalzahlen hat ein minimales
Element «; es folgt, dass « in keine Ordinalzahl 8 € « injektiv eingebettet werden kann
(warum?), sodass « also eine Kardinalzahl ist. Diese Kardinalzahl « ist die Kardinalitdt
von a. Aufgrund von (AC) in der Form von (5) dient also die Skala der Kardinalzahlen
(als Teilskala der Ordinalzahlen) als universelle Mafiskala fiir Méchtigkeiten von Mengen.

Die R-Skala (auch wy statt Ry ; W, aleph: der erste Buchstabe des hebrdischen Alphabets).

Als Kardinalitdtsmafistab benutzt man haufig die durch die Ordinalzahlen indizierte auf-
steigende Folge der unendlichen Kardinalzahlen. Wir beginnen mit Ny := w, der ersten
unendlichen Kardinalzahl. Im Nachfolgerschritt benutzen wir die jeweils nachste Kardi-
nalzahl (das Minimum aller strikt grofieren Kardinalzahlen im Sinne der Wohlordnung
auf On): fiir eine Kardinalzahl x bezeichne ™ diese Néchstgrofere. Im Limessschritt
wird das Supremum (die Vereinigung) aller vorangehenden Werte genommen. Offiziell
definiert man eine Operation a — R, (bzw. w,) per Rekursion iiber On geméaf:

Np i =w
Ro(a) = (Ra) " Nachfolgerschritt
Ny = U{Na: o< )\} Limesschritt fiir Limesordinalzahl A.

Bemerkungen. Die R, bilden eine in On unbeschrinkte Teilklasse von On. g is die
Machtigkeit der abzahlbar unendlichen Mengen; ¥; die kleinste iiberabzahlbare Kardi-
nalitét, etc. Viele Fragen iiber die R-Hierarchie haben in ZFC keine festgelegte Antwort;
so etwa die, ob die Kardinalitdt von R (bzw. P(w)) gerade N ist (Kontinuumshypothese).



