Zermelo-Fraenkel Axiome fiir die Mengenlehre
mit Fundiertheit und Auswahlaxiom

Extensionalitat
(EXT) Vavy(Vz(zex 4 z€y) > a=1y)

Mengen sind als Gesamtheit ihrer Elemente eindeutig bestimmt; konstitutiv fiir Konzept “Menge”

Komprehension (Schema, fiir jede Formel ¢(x, 2z) € FO(€))
(SEP) VxVz3yz(z €y < (2 € z A p(x,2)))

Definition von Teilmengen {z € x: ¢} C z, nur innerhalb gegebener Mengen (!)
zur Vermeidung von Widerspriichen wie Russellsche Antinomie

Paarmengen
(PAIR) VaVyduVz(z €u ¢ (z=xzVz=y))

Existenz von {z,y} zu gegebenen z, y

(groB3e) Vereinigung
(UNION)  Vz3yvz(z € y > Ju(u € z Az € u))

Existenz der Vereinigung aller Mengen in z, zu gegebenem x: U x = U u (damit ist z Uy = J{z, y})

ueT

Potenzmenge
(POWER) Va3yvz(z € y <> Vu(u € z — u € x))

Existenz der Potenzmenge P(z) = {y: y C z} zu gegebenem x

Unendlichkeit
(INF) 3z(0 ez AVy(y ez — yU{y} €))

Existenz einer (unendlichen) “induktiven Menge”; garantiert die Existenz der
Menge der natiirlichen Zahlen (w als kleinste induktive Menge)

Ersetzung (Schema, fiir jede Formel ¢(x,u,v) € FO(€))

Vu(u € x — 37 v p(x, u,v))

(REP)  Vxvz — Jy(Vo(v € y ¢ Fu(u € z A p(x,u,v)))

Existenz der Bildmenge einer gegebenen Menge = unter
der durch ¢(x, -, ) definierten Mengenoperation

Fundiertheit
(FOUND) Vz(-z=0—-3ylyczrynz=0))

verbietet unendlich absteigende Folgen (und damit auch Zykel) in der €-Beziehung

Auswahlaxiom

(m0exn(Vuv(u ez AvETA—u=0)—>unv=0))

(AC)  Vz - Hqu(u cx—JzyNu= {Z})

Existenz einer Auswahlmenge zu jeder Menge (Familie) disjunkter nicht-leerer Mengen:
genau ein Element aus jeder der beteiligten Mengen

In den FO-Formeln der Axiomenschemata steht x fiir ein Tupel freier Variablen.
I=tap ist kurz fiir die FO-Umschreibung von “es gibt genau ein x”: Jz(p AVy(p2 — z =y)).

“Inoffizielle” Terme und Relationen wie §, u Nv,uUwv, {z},u C u stehen als Abkiirzungen, die mithilfe
vereinbarter Definitionen (in FO(€)) eliminiert werden kénnen.



