Syntax und Semantik der Aussagenlogik (AL)

Syntax (zu Variablenmenge V)
AL(V) erzeugt durch (Kalkiilschreibweise):

. a1, O . (87
— f c Vu{L,T ——— firx e {A,V —
— fira { } (o + 0) ur x € {A\,V} —

Semantik

fur Interpretation Z: V. — B zur Belegung der AL-Variablen
definiere TEe (Zerfillt o, Z Modell von ¢) liber
[¢]F =1 (¢ wahr unterT)

durch Induktion iiber Syntax (Aufbau der Formeln)
anhand der booleschen Verkniuipfungen in B

Bemerkung: Extensionalitat und Modularitat
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weitere (eliminierbare) Junktoren

eliminierbar i.S.v. Abkiirzungen
Implikation: (¢ = ) = (- V)
Biimplikation: (¢ < ) == ((—e A =) V (p A )

extensionale Darstellung: —:BxB—-B —|| 0|1

0|11
1101

S BxB—-B <«|0]1
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Semantische Grundbegriffe

Modellbeziehung: T =y, ZTE=®
Definition der Semantik anhand Z |= ¢ gdw. [o]? =1

Folgerungsbeziehung: ¢ =4, ¢ =
¢ = o gdw. fir alle Z gilt: wenn Z = ®, so auch Z = v

Logische Aquivalenz (semantische Gleichheit): ¢ =
@ =1 gdw. fir alle Z gilt: 7 = ¢ gdw. Z = ¢

Allgemeingultigkeit: ¢ allgemeingiiltig gdw. Z = ¢ fiir alle Z

Erfullbarkeit: @ erflillbar gdw. Z |= ¢ fiir mindestens ein 7
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Beispiele/Zusammenhadnge

Y AP E YA (e1V )
e ANp = (o V)
PA(p1Ve2) = (VA1) V(YA )

@ allgemeingultig gdw. o = T

@ erfillbar gdw. ¢ £ | gdw. —p nicht allgemeingililtig
@ unerfillbar gdw. ¢ = 1 gdw. ¢ = L

& unerfiillbar gdw. & = |

o =1 gdw. o — 9 allgemeingiiltig gdw. ¢ A =) unerfiillbar
S = gdw. ® U {—p} unerfiillbar
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AL-Alligemeingiiltigkeit und BA-Gleichheitstheorie

aus der Vollstandigkeit der Axiome fiir BA (vgl. Ubungen):

Logische Aquivalenzen o(p1y---5pn) =¥ (p1,---,Pn)
sind

Termgleichungen, die in der BA (B, A, Vv, —,0,1) gelten
sind

Termgleichungen, die aus den Axiomen fir BA folgen
sind

Termgleichungen f(P1,...,P,) = f'(P1,..., P,), die

in einer/jeder Potenzmengen-BA fiir alle Belegungen P; gelten

[beachte Unabhangigkeit der Axiomatisierung von der Stelligkeit n]
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Funktionale Volistandigkeit

Jede Funktion f: B” — B lasst sich
als Semantik einer AL,-Formel ¢(p1, ..., pn) realisieren

Idee: DNF/KNF aus Wertetafel fiir f ~~ Wahrheitstafel fiir ¢

AL, /=|=|{f: f:B" > B}| =7

AL uber endlichen Variablenmengen «~ endliche Kombinatorik

unendliche Variablen- und Formelmengen:
kombinatorischeUberraschungen?
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AL Kompaktheit

Logische Kompaktheit als Endlichkeitseigenschaft:

fir ® C AL(V) sind aquivalent:
(i) @ erfiillbar (d.h., ex. Zmit Z = p f.a. p € P)
(i) jedes endliche ®¢ C & ist erfiillbar

analog (und aquivalent) fiir die Folgerungsbeziehung:

O E=p gdw. Dy = ¢ fir ein endliches 5 C &

interessant nur fur unendliche ® und V
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AL Kompaktheit und Konigs Lemma

Konigs Lemma:

Jeder endlich verzweigte, unendliche Baum besitzt einen
unendlichen Pfad

Kompaktheit fiir AL(V) mit abzahlbar unendlichem V
korrespondiert direkt zu Konigs Lemma

[ ~» "derselbe Beweis”, “dasselbe Auswahlprinzip”
und elementare Ubersetzungen zwischen den Aussagen |
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Beweiskalkule

Semantik: Wahrheit (Allgemeingiiltigkeit) und
Konsequenz (Folgerungsbeziehung)

Formaler Beweis: syntaktische Zertifikate fur
Allgemeingiiltigkeit /Folgerungsbeziehungen

Beweiskalkul: Regelsysteme zur Erstellung solcher Zertifikate

o Korrektheit: was beweisbar ist, ist wahr
Kriterien: L o _
Vollistandigkeit: alles, was wahr ist, ist beweisbar

Existenz korrekter und vollstandiger Beweiskalkiile fiir AL klar (warum?)
Fiir die Logik erster Stufe: — Godelscher Vollstandigkeitssatz (spater)
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