Logik und Grundlagen

e Aussagenlogik
Boolesche Algebra, AL-Operatoren und Mengenoperationen
Syntax und Semantik der AL, logische Grundbegriffe
SchlieBen und Beweisen, ein vollstandiger Beweiskalkill

e Logik erster Stufe (Quantorenlogik)
Syntax und Semantik, ein vollstandiger Beweiskalkiil
Axiomatisierbarkiet, Beweisbarkeit und ithre Grenzen

e Mathematik im Rahmen der axiomatischen Mengenlehre
Axiomensystem der Mengenlehre (ZFC)
Konstruktionen und Methoden der Mengenlehre

e Berechenbarkeit und Entscheidbarkeit
prinzipielle Berechenbarkeit und ihre Grenzen

Moglichkeiten und prinzipielle Grenzen fur
die Fundierung der Mathematik

L&G Sommer 2012 M Otto 1/16

Aussagenlogik: ein Beispiel

Charles Dodgson, 1831-1898

15,

Hix friends, and their six wives, are staying in the same
liotel ; and they all walk out daily, in parties of varions eize
nnd eomposition. To ensure wvariety in these daily walks,
they have agreed to chserve the following Rules: —

() If Acm’is with (ie. isin the same party with)
bis wife, and Barry with his, end Eden with M,
Hall, Cole must be with Mrs. Dix ;

{2) Ef Acros is with his wife, and Hall with his, and
Barry witk Mrs. Cole, Dix must nof be with Mrs.

Eden ;
{3} If Cole and Thx and thesr wives ape all fo the
) same party, ond Acres sof with Mra Barty, Eden
must %ot ba with Mrs. Hall;

{4) Ii Aeros iz with his wifs, and Dix with his, and
Barry aot with Mvs, Cale, Eden wmust be with
Mzs. Hall;

i3} If Eden is with his wife, and Hall with his, and
Cole with Mrs, Dix, Acres must noi be with M=
Barry;

(8) ¥ Barry and Cole and their wives sre sil in the
zame party, snd Eden not with Mrs. Hall, Dix must
be with Mrs. Eden.

The Problem is to prove that thero must be, every day,
at least one married couple who wre not in the same party.

Lewis Carroll: Symbolic Logic and The Game of Logic (1896)
Appendix, Addressed to Teachers
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Mengenoperationen und Aussagenveknupfungen

Mengen und Mengenoperationen

Elementbeziehung: a€ M bzw. a € M fir “nicht a € M"

Teilmengenbeziehung (Inklusion): B C A

Potenzmenge: P(A) = {B: B C A}
die Menge aller Teilmengen von A

Gleichheit von Mengen: A= B gdw (A C B und B C A)

Definition von Teilmengen: {a € M: a hat Eigenschaft E} C M
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Mengenoperationen und Aussagenveknupfungen

Boolesche Mengenoperationen in P(M)

Durchschnitt: ANB ={c: c€ Aund c € B}
Vereinigung: AU B = {c: c € A oder c € B}
Komplement: B:= M\ B={ac M: a¢ B}
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Wahrheitswerte und boolesche Verknupfungen

Wahrheitswerte in B = {0,1}

1 € B steht fur wahr

Boolesche Logik-Operationen auf B = {0,1}

0 € B steht fur falsch

Konjunktion (“und”):

Disjunktion (“oder"):

Negation ( “nicht”):
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V:BxB—B

- B—B
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George Boole, 1815-1864
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An investigation of the laws of thought (1854)
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Axiome fiir Boolesche Algebren (B, -, +, ’,0,1):

BA1l: + und - assoziativ und kommutativ.
Fir alle x,y,z:  (x+y)+z=x+(y+ 2) X+y=y+x
(x-y)-z=x-(y-2) X y=y-x

BA2: + und - distributiv.

Fir alle x,y,z:  x-(y+2z)=(x-y)+(x-2)
x+(y-z)=(x+y) (x+2)

BA3: 0 und 1 als neutrale Elemente.

Fur alle x: x-1=x x+0=x

BA4: Komplement.

0#1 undfirallex: x-x'=0 x+x' =1

Beispiele: (P(M),N, U, ,0, M) fir M #0; (B,A,V,—,0,1)
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Boolesche Algebra: Konsequenzen aus Axiomen

e |dempotenz: fur alle x gilt x - x = x und x + x = x.
e Furalle xgilt: x+1=1und x-0=0.
e Absorption: fiir alle x,y gilt x- (x+y)=x=x+x-y.

e Durch die beiden Bedingungen x-x’ =0und x + x' =1
ist zu jedem x das Element x’ eindeutig bestimmt.

e Involution: fiir alle x ist (x’) = x.

e De Morgan: fur alle x, y gilt
(x+y) =x"y und (x-y) =x"+y"

Dualitat: Die Komplementabbildung x — x’ ist in jeder BA eine
Bijektion, die die Rollen von -/4 und 0/1 vertauscht.

Vollstandigkeit: axiomatisiert die Gleichungstheorie
jeder BA, jeder Potenzmengen-BA, und der Standard-BA B (!)
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