Analysis IV

_ _ TECHNISCHE

MaB- und Integrationstheorie UNIVERSITAT
- DARMSTADT

14. Ubungsblatt

Fachbereich Mathematik SS 2012

Prof. Dr. Burkhard Kiimmerer 19. Juli bis 16. August 2012

Walter ReuBwig
Miroslav Vrzina

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Kompakta mit glattem Rand)
Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) Seien a,b € R mita < b. Dann ist K := [a, b] ein Kompaktum mit glattem Rand.
(b) Die Menge K := {x € R": ||x||,, < 1} ist ein Kompaktum mit glattem Rand.

Aufgabe G2 (Einfache Beispiele zum Gaulfdschen Integralsatz)
(a) Seine N\ {0} und sei K" := {x € R": ||x||, < 1}. Betrachten Sie ferner das Vektorfeld
F:R"—R", F(x):=x.
Wenden Sie den Gaufdschen Integralsatzes auf K" und F an um folgende Gleichung zu
zeigen:

_ 1 n—1
2n(K) = ~ 051 (8"7).

(b) Uberlegen Sie sich, dass der GauRsche Integralsatz fiir Dimension n = 1 gerade den Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung ergibt.

Hinweis: Aufgabe G1 (a).
(c) Sei K € R" ein Kompaktum mit glattem Rand und u € ¥'(K,R). Dann gilt

J grad(u)d)k”zJ u-vdoyg.
K

oK
Dabei ist diese Gleichung komponentenweise zu verstehen, d.h.

f 8jud7L”=f u-v;dog, jef{l,...,n}.
K 3K

Folgern Sie faK vdoyg =0.
Bemerkung. Man kann zeigen, dass fiir w,, := ogn1(S"71) gilt
24/ 1"

re)’
wobei I': ]0,00[— R, I'(x) := f]Ooo[ t* Lexp(—t)dA(t) die Gamma-Funktion bezeichnet. Bis

n =7 wachst w, und fallt anschlieRend mit lim,_,o, w, =0.

w, =




Aufgabe G3 (Divergenz als Flussdichte)
In dieser Aufgabe wollen wir mathematisch prézise verstehen, wieso die Divergenz als Fluss-
dichte betrachtet werden kann.

(@

(b)

Es sei F: R" — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld und x, € R". Fiir r > 0 be-
zeichne K, := K,(x,) die abgeschlossene Kugel vom Radius r um x,. Wir betrachten den

sogenannten Fluss
J (F; V) do—aK,«
3K,

von F durch die Sphire dK, vom Radius r um x,, wobei v: dK, — R" jeweils das duldere
Normalenfeld von dK, bezeichnet.

Zeigen Sie mit dem Gaul3schen Integralsatz, dass folgende Gleichun g gilt:

div(F)(xg) = lim (F,v)doa. -

-0 An(Kr) 3K,

Hinweis: Schreiben Sie div(F)(x,) = m fK div(F)(xy)dA™.

Sei nun allgemeiner (Kj)cy eine Folge von Kompakta mit glattem Rand mit x, € K fir
alle k € N und folgender Eigenschaft: Fiir alle € > 0 existiert ein N € N, so dass K}, € K,.(x;)
fir alle k > N gilt.

Zeigen Sie, dass auch in diesem Fall die Aussage aus (a) gilt, d.h.

div(F)(xo) = lim 257

<FJ 'V) dUaKk'
0K

Aufgabe G4 (Volumenberechnung)
Sei B € R" ein Kompaktum mit glattem Rand und h €]0, co[. Wir betrachten nun einen Kegel
der Hohe h iiber B mit Spitze in 0 € R™*!, d.h. wir schauen uns folgende Menge an:

K := {(tx, —ht)eR"!: xeBundte [0,1]}.

Berechnen Sie A""!(K) auf zwei Weisen:

(@
(b)

Mit dem Prinzip von Cavalieri (siehe Aufgabe G1 auf Ubungsblatt 11).

Mit dem Gaufschen Integralsatz, welchen Sie hier ohne weitere Diskussion benutzen diir-
fen, auch wenn JK nicht glatt ist — bis auf eine ,Nullmenge® ist K glatt und in solchen
Situationen gilt der Integralsatz von Gaul3 ebenfalls.

Hinweis: Die Vorgehensweise aus Aufgabe G2 (a) ist hier niitzlich.




Aufgabe G5 (Anwendung: Prinzip von Archimedes)

In dieser Aufgabe wollen wir Aufgabe G2 (c) physikalisch interpretieren.

Ein fester Korper K befinde sich in einer Fliissigkeit der konstanten Dichte ¢ > 0, deren Oberfla-
che mit der Ebene {(x;, X, x3) € R3: x; = 0} zusammenfalle. Wir interpretieren K als Kompak-
tum mit glattem Rand und nehmen

K C {(x1,X2,%3) € R®: x5 < 0}

an.

Im Punkt x € dK bt die Fliissigkeit auf den Korper einen Druck der Grofde cxsv(x) aus, wobei
hier v(x) = (v;(x),v5(x),v3(x)) der duldere Normalenvektor von K im Punkt x ist.

Man beachte: Es ist x5 < 0; der Druck ist also nach innen gerichtet, siehe Bild.

A

Zz

v(x)

Fiir die gesamte Auftriebskraft F = (F,, F,, F5) erhdlt man

F =J cx3v(x)do i (x).
oK

Zeigen Sie: Es gilt
F;=0, F,=0 und F;=cA’K).




