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Gruppeniibung
Aufgabe G1 (Basiswechsel als Kartenwechsel)
Sei M C R" ein d-dimensionaler Untervektorraum mit d > 1. Fiir eine Basis 8 = {b4,..., by} von M sei

d
0z RYI >R (p(xl,...,xd):=2ijj.
=1

(a) Zeigen Sie, dass @ eine Einbettung ist. Also ist M = ¢ 4(R?) eine d-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von R" (siehe Abschnitt 6.4 (b)).

(b) Sei 6 = {cy,...,cq} eine weitere Basis von M. Interpretieren Sie den Kartenwechsel cpfgl 0Yg.
Aufgabe G2 (Gramsche Determinante von Graphen)

(a) Sei C R offen und h: 2 — R eine %4 !-Abbildung. Bestimmen Sie die Gramsche Determinante des
Graphen

@: Q- R? @(x) :=(x,h(x)).
Wie kann man die Gramsche Determinante deuten?

Seinun b € R" und h: R" — R, h(x) := (x, b). Der Graph dieser linearen Funktion
@0:R"— R o(x) :=(x, {x, b))

ist dann eine Hyperebene M C R"*!; diese Hyperebene ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit
nach G1 (a).
(b) Zeigen Sie: Fiir den Mal3tensor gilt

g,=E,+bb'.

(c) Zeigen Sie: Es gilt |/det(g,) = /1 +1b]%

Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass {x € R": (x,b) = 0} ein Eigenraum von g, ist. Was ist der
zugehorige Eigenwert? Was ist mit b selbst?

(d) In welche Richtungen werden Léngen im Graphen verzerrt?

Sei nun Q C R" offen und h: Q — R eine 4 !-Abbildung. Wir betrachten nun den nicht-linearen Graphen
@:Q-R™L p(x) = (x,h(x).
(e) Bestimmen Sie mit Hilfe des linearen Falles ,/det(gw).




Aufgabe G3 (Fliachenintegral)
Seir>0und M := {(x,y,2) € R®: x>+ y? + 22 = r?}. Berechnen Sie das folgende Flichenintegral:

J yZZdO'M(X,y,Z).
M

Hinweis: Benutzen Sie den Holzhammer nur auf eigene Verantwortung.

Aufgabe G4 (Flacheninhalt eines sphéarischen Dreiecks)

Wir betrachten die Sphire S? := 9K;(0) € R3. Ein Grofkreis auf S? ist der Schnitt von S? mit einem
2-dimensionalen linearen Teilraum von R3.

Ein sphdrisches Dreieck auf S? ist ein von drei GroRkreisen berandetes Gebiet. Dabei sind zwei Gebiete
moglich: Einmal das Dreieck A mit den Eckpunkten A, B, C und das dazu antipodische Dreieck A’ mit
Eckpunkten A’, B/, C’. Dabei ist A’ = —A; siehe auch das Bild weiter unten.

Seien a, f und y die Innenwinkel des sphérischen Dreiecks A mit Eckpunkten A, B und C. Zeigen Sie:
Fiir den Flacheninhalt von A auf S? gilt

oe(A)=a+pf+y—m.

Hinweis: Machen Sie sich Klar, dass A’ und A die gleichen Innenwinkel und den gleichen Fldcheninhalt
auf S? haben. Betrachten Sie ferner die Sektoren mit Eckpunkten A, A’ und B, B’ sowie C, C’. Wie kénnen
Sie damit die Sphére iiberdecken?

Bemerkung. In dieser Aufgabe haben wir gesehen, dass die Innenwinkelsumme eines sphérischen Drei-
ecks immer groller 7 ist. In der sphirischen Geometrie sind Dreiecke also ,dick®“. Im Gegensatz dazu
sind Dreiecke in der hyperbolischen Geometrie ,schmal“. Der Grund dafiir ist, dass die Sphére ,,posi-
tive Kriimmung®“ hat und die hyperbolische Ebene ,negative Krimmung® besitzt — in der Euklidischen
Geometrie gibt es solche Phdnomene nicht, weil die Euklidische Ebene ,,ungekriimmt“ ist.
In diesem Sinne kann man

_a+f4y-m

 voly(A)
als Kriimmung interpretieren: In der Euklidische Geometrie ist die Innenwinkelsumme eines Dreiecks
gleich mt, also K(R?) = 0. Fiir die Sphire ist K(S?) = 1 und schlieRlich gilt K(H?) = —1 fiir die hyperbo-
lische Ebene.




