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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Prinzip von Cavalieri)
Cavalieri formuliert 1635 folgendes Prinzip, welches wir hier frei tibersetzt von J. Elstrodt zitieren:

Ebene Figuren bzw. rdumliche Korper stehen (dem Mafse nach) in demselben Verhdltnis wie in
gleicher Hohe zwischen beiden gefiihrte gerade bzw. ebene Schnitte.

Machen Sie sich klar, dass wir matheoretisch folgende Variante erhalten:
Cavalierisches Prinzip. Gegeben seien o-endliche MafSrdume (Qq,%,u) und (25,%,,v) und es seien
ABeX, ®%, mit v(A,) =v(B,) fiir fast alle x € Q,. Dann gilt

(L®v)A) = f

93]

v(A)du(x) = J v(B,)du(x) = (u®v)(B).

N

Aufgabe G2 (Volumen von Rotationskorpern)
Essei f: [a,b] — [0, 00[ stetig und

K := {(x,y,z) eR3: xe€[a,b]lund y? +2%2 < (f(x))z}.

Die Menge K entsteht also durch Rotation der Menge {(x,y) € R?: x € [a,b]und 0 < y < f(x)} um
die x-Achse.
Zeigen Sie: Die Menge K ist Borel-messbar und es gilt

23(K) = ﬂf (f (D) dA(x).
[a,b]

Bemerkung. Es reicht hier zu fordern, dass f Borel-messbar ist. Es ist dann ein wenig komplizierter die
Borel-Messbarkeit von K nachzuweisen, aber ansonsten dndert sich nichts.

Aufgabe G3 (Satz von Fubini-Tonelli)

Nehmen Sie Stellung zu folgender Argumentation:

Wir betrachten die Mafraume ([0,1], 8([0,1]),A) und ([0,1], B([0,1]),u), wobei u das ZahlmaRd
bezeichnet. Auf [0,1] x [0, 1] induziert dies das Produktma® A ® u. Ferner sei A := {(x,x): x € [0,1]}
die Diagonale in [0, 1] x [0, 1]. Offenbar ist A € B(R)® %B(R) = %B(R?). Also ist y, eine nicht-negative
messbare Funktion und nach Abschnitt 5.6 aus der Vorlesung gilt

f (J xA(x,y)dMX)) du(y)=f (J xA(x,y)du(y)) dA(x).
[0,1] [0,1] [0,1] [0,1]




Aufgabe G4 (Flacheninhalt des Kreises nach Kepler)
Bei Kepler findet man folgende Skizze:

Dabei mochte er den Flacheninhalt eines Kreises vom Radius R > 0 berechnen. Dazu rollt er alle Kreis-
linien von Radius r € [0,R] ab (gestrichelte Linien) und erhélt ein Dreieck. Die Behauptung ist nun,
dass der Kreis und das Dreieck den gleichen Fldcheninhalt haben. Liegt Kepler richtig? Kann man dies
gegebenenfalls auch mathematisch begriinden?

Aufgabe G5 (Ein Grenzwert flir die Hausiibung)
Zeigen Sie: Fiir jedes f € LY(R, (R), A) gilt

Pi%f |f e+ 1) = ()] dA(x) = 0.
R

Hinweis: Benutzen Sie, dass die stetigen Funktionen mit kompakten Triger dicht in L!(R, B(R), 1) be-
ziiglich ||-]|; liegen.




Haustibung

Aufgabe H1 (Satz von Fubini-Tonelli fiir integrierbare Funktionen) (1 Punkt)
In Abschnitt 5.6 der Vorlesung haben wir den Satz von Fubini-Tonelli fiir nicht-negative messbare Funk-
tionen formuliert und bewiesen. In dieser Aufgabe werden wir diesen Satz auch fiir geeignete integrier-
bare Funktionen beweisen.

Gegeben seien dazu o-endliche Ma3raume (2, 3, ) und (£2,, 2,,v) und eine u®v-integrierbare Funk-
tion f: Q; x Q, — K. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) Die Funktion f, = f(x,-) ist v-integrierbar fiir u-fast alle x € 2, und die Funktion f¥ = f (-, y) ist
u-integrierbar fiir v-fast alle y € Q,.
Hinweis: Betrachten Sie die Schnittintegrale s und sl

(b) Fiir alle g € {Re(f)*, Im(f)*} ist

J (J g(x,y)dV(y)) du(x) <oco und f (J g(x,y)du(X)) dv(y) < oo.
0 Qy Q 93]

(c) Folgern Sie unter Benutzung von (a) und (b):

f U f(x,y)dv(y)) du(x)=f fdu®v =f U f(x,y)du(x)) dv(y)
oN Q 93R375) 125 2

(d) Ist f: (92, X Q,,%; ® T,) — K messbar und ist eines der Integrale

f Ifldu®v,f U If(x,y)IdV(y)) du(X),f U If(x,y)ldu(X)) dv(y)
Q1 %09 [oh] Qo Q 2

endlich, so sind alle Integrale endlich und gleich. Weiter ist f dann uy ® v-integrierbar und (c) gilt.

Aufgabe H2 (Produktmaf} und Integral) (1 Punkt)
Sei (2, %, u) ein MafSraum. Fiir eine Funktion f : Q — [0, c0] bezeichnen wir mit
O(f) ={(x,t) eQxR: 0=t < f(x)}
die Ordinatenmenge von f und fir f : Q — R heif3t
Y(f)={(x,f(x)€eQxR: x €}
Graph von f. Auf R betrachten wir hier ausschlieBlich das Lebesgue-Mal} und von nun an sei y ein
o-endliches Mal3. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Esist f:(£,%) — [0,00] messbar genau dann, wenn @(f) in & ® %(R) liegt.
Hinweis: Ist f messbar, soist g: (2 X R, 2 ® B(R)) — (R ?/3(@)) , g(x, t) := f(x)— t messbar. Fiir
die andere Richtung betrachten Sie Schnitte.
(b) Fiir alle nicht-negativen messbaren Abbildungen f : (2,%) — [0, 00] gilt

(we)(o(f))= J fdu.
Q

(0) Ist f: (2,%) — (R, B(R)) messbar, so ist 4(f) € . ® B(R) und es gilt (u® A)(¥4(f)) =0.
Hinweis: Betrachten Sie g wie im Hinweis zu (a).

(d) Sei f:(Q,%) — [0,00] messbar sowie F(t) := u({x €Q: f(x) > t}) fir t > 0 die Verteilungs-
funktion aus Aufgabe H2 von Ubungsblatt 10. Dann gilt:

prduzf p-tP'F(6)dA(t),  p>0.
Q 10,00[

Hinweis: Wenden Sie (b) an und iiberlegen Sie sich, dass man Cavalieri hier in zwei Varianten
benutzen kann.




Faltung auf L(R) und Fourier-Transformation

In Aufgabe H3 auf Ubungsblatt 10 haben wir die Faltung einer glatten Funktion mit kompakten Triger
und einer Funktion in L!(R) definiert. Wir definieren dies nun ganz naiv auch fiir zwei L*-Funktionen.

Definition (Faltung). Seien f, g € L'(R). Wir nennen

fxg:R—>K, (f*g)(X):=J flx—y)g(y)dA(y)
R

Faltung von f und g.

Es ist a priori nicht klar, dass das Integral {iberhaupt existiert — dies zu zeigen ist Teil von Aufgabe H3.
Weiter betrachten wir die Fourier-Transformierte einer Funktion in L(R), welche in Mathematik und
Technik ein wichtiges Hilfsmittel ist.

Definition (Fourier-Transformierte). Fiir f € L!(R) heif3t

f:R-K, f(w):= J exp(—iwx)f (x)dA(x)
R

die Fourier-Transformierte von f .

Hier ist die Existenz des Integrals auf der rechten Seite klar (warum?). Dabei haben wir im Gegensatz zur
Vorlesung den Normierungsfaktor ‘/% weggelassen, damit wir in Aufgabe H3 (c) eine schonere Formel
erhalten. Dies macht aber keinen wesentlichen Unterschied.

Aufgabe H3 (Zusatzaufgabe: Faltung und Fourier-Transformierte) (1 Punkt)
Gegeben seien f, g € L1(R). Zeigen Sie, dass folgende Aussagen gelten.

(a) Die Faltung f g ist in L'(R) mit ||f * glly < IIf Il; - Il

(b) Die Fourier-Transformierte f ist stetig mit | f | <|Ifll; und lim_, f(£)=0
(©) Esgilt fxg=Ff-3g.

(d) Istidg -f auch in LY(R), so ist f differenzierbar mit ﬁ f=—i(idg-f).

Werbung

SDer AMatheball

Dieses Jahr findet der 21. Ball der Mathematiker am 7.7.2012 um 20:00 Uhr statt.
Vorverkauf: dienstags 11:40Uhr, donnerstags 9:50Uhr im Fachschaftsraum 347 (Mathebau).
VVK-Preis: 12Euro ermagigt (Studenten, Jugendliche, Mitarbeiter), sonst 14Euro.

An der Abendkasse gibt es 2 Euro Aufschlag.

Je fruher ihr die Karten kauft, desto eher kénnt ihr euch eure guten Platze in der Halle
aussuchen.

Weitere Infos auf www.mathebau.de/matheball

Wir freuen uns auf euch!




