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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Zum Warmwerden: LP-Rdume)

Eine Funktion f: R — R reprasentiere eine Klasse [f] in LP(R, B(R),A). Was ist auf der Klasse [f ]
wohldefiniert? Kreuzen Sie an.

0 f(0)

sup,cglf ()|

{x eR:[f(x)| >0}
A{x eR:|f (x)[>0})
[If1]€LP(R, B(R),A)
[1/f]1€LP(R, B(R),2)
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Aufgabe G2 (L%(Q, X, u) als Hilbertraum)
Gegeben sei ein Maf3raum (€2, 23, u). Wir betrachten die Abbildung

() g2t LHQT,W X LHQT,U = C, (f,8) g2 = J f-gdu.
Q

(a) Warum ist |(f, g) 42| < 00?

(b) Machen Sie sich klar (oder zeigen Sie), dass (-, ) 42 folgende Eigenschaften erfiillt.
(i) Fiir alle f,g,h € £2(Q,%,u) ist

(f+g1h>,%2:<f:h)$2+(g5h>22 und (f’g-i_h)_,%’z:<f’g)$2+(fah>,‘£2

(i) Fiir alle f,g € £2%(,%,u) und alle A € C ist (Af, g) 42 = A(f, g) 2.
(iii) Firalle f,g € 22(Q,%,u) gilt (f,g) y2 = (g, f) 42
(iv) Fir f € £%(Q,%,u) ist (f,f) g2 = 13> 0.
(©) Auf £?(Q,%,u) ist (-,-) 42 kein Skalarprodukt, weil (f,f),2 = 0 nicht nur fiir f = 0 erfiillt ist.

Durch Ubergang zu L(Q, %, u) erhilt man diese Eigenschaft, wenn man ([f],[g]);2 := (f, &) &2
setzt. Ist letzteres wohldefiniert?

Bemerkung. Ein Banachraum (22, ||||) heilst Hilbertraum, wenn es ein Skalarprodukt auf s# derart gibt,
dass ||x||* = (x, x) fiir alle x € 5 gilt. Also ist L2(£2, ©, u) ein Hilbertraum.




Aufgabe G3 (Konvergenz in LP-Ridumen I)
Sei (2,%, u) ein Mafraum und (f,),cy Sei eine Folge integrierbarer Funktionen, die punktweise fast
{iberall gegen eine integrierbare Funktion f in L!(Q, 3, u) konvergiert.

Zeigen Sie: Es ist lim,_, || f, — f |l; = 0 genau dann, wenn lim,_, ||f,|l; = I l;-

Hinweis: Fiir die interessante Richtung in dieser Aquivalenz betrachten Sie die Funktionenfolge
(&n)nen, definiert durch g, := |f |+ |f,| —|f — f,,| mit n € N. Konvergiert (g,),en Punktweise fast iiberall?
Welchen Konvergenzsatz konnen Sie hier anwenden?

Aufgabe G4 (Differentiation unter dem Integral)

Sei (2,2, u) ein Maraum, U € R" offen und F: Q x U — R eine Funktion. In dieser Aufgabe werden
wir sehen, dass unter gewissen Voraussetzungen an F folgende Vertauschung von Differentiation und
Integration gilt:

) 0
Q_J F(x,u)du(x) =J a—F(X,u) dp(x).
uj Jg o 94

Nehmen Sie nun an, dass F folgende Eigenschaften erfiillt.
(a) Fiir jedes u € U gehéren die Funktionen F,: Q — R, x — F(x,u) zu £Y(Q, 2, u).
(b) Sei j € {1,...,n}. Fiir jedes x € Q sei fiir die Funktion F,.: U — R, u — F(x,u) die partielle

Ableitung J;(F,) existent und stetig und es gibt ein h € £YQ, 2, 1) mit
|3;F ()| <h(x) fiiralle (x,u) €Qx U.
Weiter sei

g:U—-R, quFudu:fF(x,u)du(x).
Q Q

Zeigen Sie: Es existiert J;g, diese Funktion ist stetig, und fiir alle p € U ist

(82) ()= f 9;F (x, p) du(x).
Q

. . . F 5 +te; —F ,
Hinweis: Betrachten Sie Loctte)Flow)

Mittelwertsatz in dieser Situation?

fiir t € R mit u+ ute; € U fiir alle u € [0, 1]. Was sagt Thnen der

Aufgabe G5 (Produkt-o-Algebra)
Zeigen Sie Z(R™) ® Z(R") € L(R™ x R™).
Hinweis: Jeder Schnitt in Z(R™) ® £ (R") ist Lebesgue-messbar.

Hausuibung

Aufgabe H1 (Konvergenz in L?-Raumen II) (1 Punkt)
Sei (Q, 2%, u) ein Mallraum und (f,),ey eine Folge in LP(Q, %, u) mit ZneNﬂanp < 00. Zeigen Sie, dass
es ein F in LP(, X, u) gibt, so dass die Reihe ), _. f, fast iiberall gegen F konvergiert und dass gilt

N

F_an

n=0

=0.
p

lim
N—-xo

Hinweis: Schauen Sie sich den Beweis zur Vollstindigkeit von LP(£2, %, u) an.




Aufgabe H2 (Verteilungsfunktion und p-Integrierbarkeit) (1 Punkt)
Sei (2, %, u) ein MaBraum mit u(2) < oo und f : Q2 — K eine messbare Funktion. Wir definieren
F:]0,00[— [0,00], F(o):=u({xeQ: |[f(x)>¢t}).
(a) Beweisen Sie: Ist || f||, < oo fiir ein p € [1, 00[, dann gibt es eine Konstante C > 0 mit F(t) < C-t™?
fiir alle t > 0.
(b) Zeigen Sie: Es ist ||f||; < co genau dann, wenn Zi; F(n) < oo.
Hinweis: Zeigen Sie zunéachst

Zn[F(n) —F(n+1)] < J If|du < Z(n+ D[F(n)—F(n+1)].
n=1 {If1>1} n=1

(c) Ist f in LY(Q, %, ), so gilt lim,_, (¢t - F(t)) = 0.
Hinweis: Fiir f ist v|;| absolutstetig beziiglich u (siehe Aufgaben G2 und H2 auf Ubungsblatt 8).

Aufgabe H3 (Faltung) (1 Punkt)
Sei ®: R — [0, 00[ eine glatte Funktion mit kompakten Trager und f R PdA=1

Zur Erinnerung: Eine Funktion hei’t glatt, wenn %cb fiir jedes k € N existiert. Wir sagen & hat
kompakten Trager, wenn es ein R > 0 gibt mit ®(x) = O fiir |x| > R.
Fiir f in L}(R, 8(R), 1) betrachten wir die Funktion

®xf:R—R, (‘P*f)(X)::J (x —y)f (y)dA(y).
R
Man nennt ¢ * f auch Faltung von ® mit f.

(a) Zeigen Sie, dass ® * f glatt ist. In diesem Sinne kann man die Faltung auch als Glattung verstehen.
(b) Seinun f zusatzlich stetig und fiir & > 0 betrachten wir ®5(t) := %<I> (é) Zeigen Sie
éiil‘(l)(q>5 * f)(x)=f(x) fir alle x € R.
Gilt diese Behauptung auch fiir f in L*(R, 8(R), 1)?
Bemerkung. Es ist instruktiv sich ® und 5 an einem Beispiel anzuschauen. Die Funktion
) falls x €] —1,1[
falls |x|>1

_ 1
P:R->R,  &(x):= {eXp( 1-x?
0

ist glatt und hat kompkaten Tréger (durch geeignete Skalierung erhilt man auch fRd)dk = 1). Den
Grenzwert von ®; fiir 6 — O richtig aufzufassen ist Gegenstand der Funktionalanalysis und fiihrt aus der
Klasse dei Funktionen heraus.
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Erinnerung: Riemann-integral

Das Riemann-Integral wird auch durch Stufenfunktionen approximiert, aber durch spezielle Stufenfunk-
tionen, welche von einer Zerlegung des Definitionsbereiches ausgehen.

Definition. Wir nennen eine Funktion ¢: [a, b] — R Riemann-Stufenfunktion, wenn es eine Zerlegung
a=xy<x;<...<x,1 <x,=Dbvon [a,b] gibt, so dass ¢ konstant ist auf jedem Intervall Jx;_;, x;[
fir k € {1,...,n}. Sei #[a, b] die Menge all dieser Funktionen.

Offenbar ist & [a, b] eine Teilmenge der einfachen Funktionen und wir setzen (wie beim Lebesgue-

Integral)
b n
J @(x)dx = ch(xk — Xje-1)s

k=1
wobei ¢ (x) = ¢; fiir x €]xj_q, xi [

Definition. Eine beschrénkte Funktion f : [a, b] — R heil3t Riemann-integrierbar, wenn das Oberintegral

b
O:=inf{J p(x)dx: ¢ € S[a,b] mit ¢ Zf}

und das Unterintegral

b
U:=sup{J p(x)dx: ¢ € L[a,b] mit ¢ Sf}

b
den gleichen Wert ergeben. Wir schreiben dann fa f(x)dx := O = U und nennen dies Riemann-Integral
von f.

Aufgabe H4 (Zusatzaufgabe: Riemann- und Lebesgue-Integral) (1 Punkt)
(a) Beweisen Sie folgenden Satz:

Satz. Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : [a, b] — R sei Riemann-integrierbar. Dann ist f
auch Lebesgue-integrierbar beziiglich des Lebesgue-MafSes A und es gilt

b
f f(x)dx=f fda,
a [a,b]

d.h. das Riemann-Integral und das Lebesgue-Integral ergeben den gleichen Wert.

(b) Betrachten Sie nun die Abbildung

T: (6.®) ML) —R, fHJ f(x)dx,

d.h. T ordnet einer stetigen Funktion mit kompakten Tréger ihr Riemann-Integral zu.

Zeigen Sie, dass T eine stetige lineare Abbildung ist und eine eindeutige Fortsetzung zu einer ste-
tigen linearen Abbildung T': (Ll(]R), ||~||1) — R besitzt mit T|q gy = T. Konnen Sie T konkret
beschreiben?




