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Kapitel 1

Logik, Mengenlehre und
Funktionen

Bevor wir uns den eigentlichen Gegenstédnden der Linearen Algebra zuwenden,
geben wir eine pragmatische Einfithrung in zwei Disziplinen, die beim systemati-
schen Aufbau der ganzen Mathematik zu den Grundlagen der Linearen Algebra
gehoren: die Logik und die Mengenlehre. Die Mengenlehre ist gewissermaflen
die Sprache der Mathematik, die Logik ihre Grammatik. Weder die Logik noch
die Mengenlehre konnen oder sollen im Rahmen dieser Vorlesung systematisch
entwickelt werden. Es kommt vielmehr darauf an, sie richtig zu benutzen.

1.1 Aussagen- und Quantorenlogik

Die formale Logik handelt von Aussagen, die nach gewissen Regeln aus bestimm-
ten vorgegebenen Zeichen aufgebaut werden. Wir betrachten eine Aussage als
wohlgeformt, wenn sie wahr oder falsch ist. In der iiblichen Theorie der ganzen
Zahlen sind wohlgeformte Aussagen beispielsweise

1) 0 ist eine ganze Zahl
2) 24+2=5
3) a+ a = 2a.

Keine wohlgeformte Aussage hingegen ist etwa ?la = x+!Q.

Die ,,Wahrheit“ Regel aus gewissen Grundannahmen der jeweiligen Theorie,
den sogenannten Aziomen, logisch erschlossen. Die Aussagenlogik regelt, wie
sich die Wahrheitswerte bei Verkniipfungen mehrerer Aussagen verhalten.

Definition 1.1.1. [Ubliche Junktoren]. Seien p und ¢ Aussagen. Dann lassen
sich daraus folgende neue Aussagen bilden:

(i) Negation: —p (gelesen nicht p oder ‘non p’) ist genau dann wahr, wenn p falsch
ist.
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(ii) Konjunktion: p A q (p und q) ist genau dann wahr, wenn p wahr ist und ¢
wahr sind.

(iii) Disjunktion: pV q (p oder ¢q) ist genau dann wahr, wenn p wahr ist oder ¢
wahr ist (nicht ,entweder - oder®, d.h. pV ¢ ist auch dann wahr, wenn sowohl p
als auch ¢ wahr ist).

(iv) Implikation: p = q (p impliziert g; aus p folgt ¢) ist definiert als (—p) V q.
Die Wahrheit dieser Aussage ist demnach gleichbedeutend mit “Wenn p wahr
ist, dann ist auch ¢ wahr“ (Nachweis!).

(v) Aquivalenz: p <= q (p ist dquivalent zu ¢) genau dann, wenn beide wahr
sind oder beide falsch sind. Beachte: p <= ¢ ist genau dann wahr, wenn p = ¢
und g = p wahr sind.

(vi) Shefferscher Strich: ' p | q (p Strich q) genau dann, wenn p und ¢ nicht beide
wahr sind. o

Die Wahrheitswerte der oben definierten verkniipften Aussagen sind in der
folgenden Wahrheitstafel zusammengefasst:

p | ¢ || » | pAqd | pVe | p=q | p=aq | pla
W W F W W W W F
w | F F F 1% F F 1%
F | w 1% F 14 114 F 14
F F 1% F F 14 1% 14

Die folgenden Tatsachen, von denen (a) — (d) wichtige Merkregeln sind,
verifiziert man durch Aufstellen der jeweiligen Wahrheitstafeln.

Bemerkung 1.1.2. (Hintereinanderausfithrung logischer Operatoren)

(a) Doppelte Verneinung bejaht: —(—p) <= p. Diese Aussage ist unabhiingig
von p wahr. Solche Aussagen nennt man allgemeingiltig.

(b) Negation vertauscht A und V: (de Morgansche Regeln):
(Ve = pA-g und —(pAg) = —pV g

(¢) Wir schreiben W bzw. F fiir die Aussage, die immer wahr bzw. immer falsch
ist. Dann gilt fiir jede Aussage p:

pAF<—F, pVF<p und pAW<=p pVW<=W.
(d) Logische Distributivgesetze:
pA(gVr)e (@A V(pAr) und pV(gAr)< (pVoA(pVT).

(e) Durch wiederholte Anwendung des Shefferschen Strichs lassen sich alle an-
deren Junktoren darstellen. O

1Nach Henry M. Sheffer (1882-1964), Harvard-Professor. Versffentlichte 1913 eine Arbeit
zur Algebra der Logik, in der er das Resultat 1.1.2(e) — siehe unten — bewies.
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Bemerkung 1.1.3. (Regeln fiir logisches Schliefen)

(1) Direkter Schluss:
A (p=q)=4q

Ist p wahr und impliziert p die Aussage ¢, so ist ¢ wahr. Die Allgemeingiiltigkeit
dieser Aussage verifiziert man wiederum anhand der Tabelle.
Beispiel: Es sei p die Aussage , Es regnet“ und ¢ die Aussage ,, Die Strafle ist
nass®. Dann ist die Implikation p = ¢ eine wahre Aussage: ,, Wenn es regnet,
dann ist die Strafle nass“.
(2) (mgA(p=q) = p
Beispiel: ,, Ist die Strafle nicht nass, so regnet es nicht.“
(3) Kontraposition:

(p=q) <= (-q¢ = —p).

Beispiel: ,, Wenn es regnet, ist die Strafle nass“ <= ,Ist die Strafle nicht nass,
so regnet es nicht.

(4) Schlussketten: In der Notation logischer Schliisse verwenden wir zwei Typen
von Schlussketten: In einer Schlusskette des Typs

pP1L <= P2 < ... <= Dn

verstehen wir das Zeichen <= als ein Symbol, das uns signalisiert, dass alle
Aussagen p1 <= pa, p2 <= ps, p3 <= p4 usf. wahr sind. Eine solche Kette
von Aquivalenzen hat insbesondere p; <= p,, zur Folge. Zum Beispiel folgt die
Giiltigkeit von (3) unter Verwendung der doppelten Verneinung (1.1.2(a)) aus
folgender Kette von Aquivalenzen:

(p=4q) <= ("p) Vg <= qV (-p) < (~q¢ = ).
Entsprechend verwenden wir das Symbol =. In einer Schlusskette des Typs
P1L=>P2 = ... = Dn

bedeutet es, dass alle Aussagen p; = p2, p2 = p3, p3 = pg usw. wahr sind.
Insbesondere gilt dies dann fiir p; = p,,.
Daraus ergibt sich ziemlich schnell, dass eine Kette von Aquivalenzen

[4] Pl == P2 = ... = Dy
genau dann wahr ist, wenn dies fiir die um eins lingere Kette von Implikationen
] p1L=p2= =Py =P

gilt. Wie wir oben in Definition 1.1.1(v) bemerkt haben ist eine einzelne Aqui-
valenz formallogisch gleichbedeutend mit zwei Implikationen. Demnach miisste
man zum Beweis von [A] a priori 2n — 2 Implikationen nachweisen. In Wirklich-
keit reichen aber schon die n Implikationen in [I], wobei man aulerdem noch
die Reihenfolge der p1,p2,ps3,... geeignet vertauschen kann, um den Nachweis
von [I] so 6konomisch wie méglich zu gestalten. — Beispiele fiir dieses Prinzip
werden wir in vielen Beweisen dieser Vorlesung sehen. (|
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Bemerkung 1.1.4. (Formale Struktur mathematischer Sitze bzw. Beweise)
Hat man einen Satz der Gestalt

p=4q,

so gibt es mehrere Moglichkeiten, ihn zu beweisen.

(1) direkter Beweis: Man nimmt an, die Voraussetzung p ist wahr und schlieft
hieraus, dass die Behauptung g wahr ist (siehe 1.1.1(iv)).

(2) Fiir den indirekten Beweis gibt es zwei Varianten, die auf den Aquivalenzen
(p=q) <= (7g = —p) <= ~(p A ~q)
beruhen.
(a) Man nimmt an, dass ¢ falsch ist und leitet daraus ab, dass p falsch ist.

(b) Die andere Variante besteht darin anzunehmen, dass p wahr ist und ¢
falsch und daraus einen Widerspruch herzuleiten. Hiermit ist die Wahrheit
der Aussage —(p A —q) bewiesen und damit p = q. O

Betrachten wir ein erstes Beispiel eines indirekten Beweises. Als natiirliche
Zahlen bezeichnen wir in dieser Vorlesung die Zahlen 1, 2, 3, usf., d.h. alle Zahlen,
die von der 1 ausgehend in endlich vielen Schritten durch Hinzuzihlen von
Einsen erreicht werden konnen. Ihre Gesamtheit, also die Menge der natiirlichen
Zahlen, bezeichnen wir mit N: = {1,2,3,...}. 2

Satz 1.1.5. Ist n eine durch 4 teilbare natiirliche Zahl, so ist n + 3 keine Qua-
dratzahl.

Beweis. (Indirekt) Wir nehmen an, n 4 3 sei eine Quadratzahl, d.h. es gibt eine
natiirliche Zahl k mit n + 3 = k2.

1. Fall: £ ist gerade, d.h. es gibt eine natiirliche Zahl m mit k = 2m. Dann
ist k2 = 4m? durch 4 teilbar und folglich n = k2 — 3 nicht durch 4 teilbar.

2. Fall: k ist ungerade, d.h. es gibt eine natiirliche Zahl m mit k = 2m + 1.
(Beachte: k ist sicher grofer als 1, mithin mindestens 3.) Dann kommt k% =
4m? 4+ 4m + 1, d.h. k? — 1 ist durch 4 teilbar, alson = k? =3 = (k* — 1) — 2
nicht. O

Der eben bewiesene Satz gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n. Eine iibliche
Weise, derartige Aussagen in der Logik zu formalisieren, behandelt das Symbol
n (nicht als beliebige Konstante, sondern) als Variable, d.h. als eine besondere
Art Zeichen, iiber welche man quantifizieren kann:

Definition 1.1.6. (Quantoren)
(1) Der Allguantor: Sei J eine Menge (vgl. hierzu den néchsten Abschnitt) und

2 Andere Autoren erkennen auch 0 als eine natiirliche Zahl an. Wenn wir die Gesamtheit
aller Zahlen 0,1,2,3... bezeichnen miissen, tun wir das mit dem Symbol Ng.
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(pj)jes eine Familie von Aussagen, d.h. fiir jedes j € J ist eine Aussage p;
gegeben. Dann ist
(Vi € J)p;

die Aussage, die genau dann wahr ist, wenn p; fiir alle j € J wahr ist.
Beispiele:

(a) (Vn € N),n ist gerade® ist falsch, da 3 nicht gerade ist.
—_———

Pn

(b) (Vn € N)n < n? ist wahr.

(2) Der Existenzquantor: Ist (p;)jecs eine Familie von Aussagen, so ist

(35 €J)p;

die Aussage, die genau dann wahr ist, wenn (mindestens) ein jo € J existiert,
so dass p;, wahr ist.
Beispiele:

(a) (3n € N) ,, n ist gerade® ist wahr.

(b) (3n € N) ,, n ist Primzahl“ ist ebenfalls wahr.

(3) Quantor der eindeutigen Existenz: Die Aussage

(37 eJ)p,

soll bedeuten: Es existiert genau ein jo € J, so dass p;, wahr ist. — Mit anderen
Worten:

(@ je ) = (@ e )| A [ € D2 € Do Apsl = =52 |.
Beispiele:

(a) (3n € N) ,, n ist gerade® ist falsch.

(b) (3'm € N) n3 = 27 ist wahr. O

Bemerkung 1.1.7. (Merkregeln fiir den Umgang mit Quantoren)
(a) Die Entsprechungen der de Morganschen Regeln fiir Quantoren sind

~((Vienp) <= @ie)w wd ~(Gied)p) = () n
(b) Man darf Existenz- und Allquantor im allgemeinen nicht vertauschen:

(VneN)FkeNn<k <& (FkeN)(VneN)n<k.

w F
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1.2 Mengenlehre

Dem Begriff der Menge stellen wir uns naiv gegeniiber, d.h. wir stellen uns auf
den Standpunkt, dass wir eine Menge kennen, wenn uns gesagt wird, welche
Elemente sie enthiilt. Wie kann das aussehen?

Ist M eine Menge, so schreiben wir
reM

fiir die Aussage, die genau dann wahr ist, wenn x Element der Menge M ist,
und

x¢M: & —(xeM).

Definition 1.2.1. (Beschreibung von Mengen)

(1) (Aufzihlung der Elemente) Eine Menge kann durch Aufzihlung ihrer
Elemente beschrieben werden:

M ={4,6,{1,2}}, N = {+,—,8}.

N = {1,2,3,...} — Die Menge der natiirlichen Zahlen. (Hier und bei den fol-
genden Beispielen wird eher eine Regel zum immer-weiter-Zahlen angegeben,
als eine effektive Aufzihlung.)

Ny ={0,1,2,3,...} — Die Menge der natiirlichen Zahlen mit der Null.
Z=1{0,1,—-1,2,-2,3,-3,...} — Die Menge der ganzen Zahlen.

Beachte: {1,2,3,2} = {1,2,3}. — In der Aufzihlung wiederholte Elemente
dndern nichts daran, welche Elemente zu der Menge gehoren.

Eine andere Moglichkeit besteht in der Beschreibung durch andere Mengen. So
kommt man etwa zur folgenden Aufzihlung der Menge der rationalen Zahlen:

Q={% : peZ N q€ N} — Hier wird die iibliche Schreibweise fiir Briiche
als bekannt angenommen. Diese Schreibweise ist definiert durch die Aquivalenz:

B = ZL: <= pq’ = p’q. Auch hier werden also alle Elemente mehrfach aufgezihlt

(z.B. die rationale Zahl % ebenfalls als %, g, %, usf. Die negativen rationalen
Zahlen freilich werden immerhin nur halb so oft aufgezahlt, als wenn wir auch
negative ganze Nenner g # 0 zugelassen hétten.

(2) (Aussonderung) Die Elemente einer Menge kénnen durch eine Aussage-
form spezifiziert werden: Zu jedem Element x einer Menge M sei uns eine Aus-
sage p(x) gegeben. Wir nennen das Symbol p(x) dann eine Aussageform und
x die freie Variable in p(z). Wir kénnen hiermit innerhalb der Menge M die
Menge

N: ={zeM : px)}

aussondern, die genau diejenigen Elemente x von M enthilt, fiir die die Aussage
p(x) wahr ist. O
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Beispiele:
a) Die Menge der geraden Zahlen
G={neN: (Im e N)n=2m} = {n € N: n ist gerade}
Hier ist p(n) die Aussage ,, (Im € N)n = 2m* bzw. ,, n ist gerade®.
b) Die Menge aller Primzahlen
P = {n € N: n ist Primzahl}.
Hier ist also p(n) die Aussage ,, n ist Primzahl“. O

Bemerkung 1.2.2. ACHTUNG.
Die Einschréinkung = € M in Definition 1.2.1(2) ist wesentlich, da sie unerlaubte
Konstruktionen wie die folgende, die sogenannte Russellsche Antinomie,® aus-
schlief3t:

R: ={x:x ¢ x}.

Diese Definition fiihrt zu einem Widerspruch, wenn man fragt, ob die Menge R
selbst Element von R ist:

e Ist R € R, so folgt aus der definierenden Eigenschaft der Menge R, dass
R ¢ R ist — Widerspruch; und

e ist R ¢ R, so gilt die definierende Eigenschaft der Menge R fiir R, so dass
R € R gilt — Widerspruch!

Diese Art von Konstruktion belegt:
Es gibt keine ,, Menge aller Mengen“!

Denn gébe es die, so konnten wir die Russellsche Menge R durch Aussonderung
daraus erhalten, was aber absurd ist.
O

Die logischen Junktoren haben ihre Entsprechungen in Mengenvergleichen
und Mengenbildungen, wie man in den folgenden beiden Definitionen sieht:

Definition 1.2.3. (1) A C B (A ist Teilmenge von B) bedeutet x € A = x € B.
(2) A=B: < ((z € A) < (z € B)), d.h. zwei Mengen sind gleich, wenn
sie dieselben Elemente enthalten. Man beachte (ebenso wie eine Aquivalenz
gleichbedeutend war mit zwei Implikationen), dass:

A=B+= (ACB)A(BC A).

(3) 0: Die leere Menge. Sie enthélt keine Elemente; die Aussage = € () ist immer
falsch, d.h. z € ) <= F. O

3Bertrand Russell (1872-1969), englischer Mathematiker, Logiker und Philosoph.
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Definition 1.2.4. (Konstruktion neuer Mengen)

Seien X und Y Mengen.

(i) Das Komplement von Y in X, das der logischen Negation entspricht, be-
schreiben wir durch Aussonderung;:

X\Y: ={zeX:2¢Y}
(i) Vereinigung zweier Mengen
XUY: ={z:2eXVzeY}

lasst sich nicht durch Aussonderung innerhalb einer grofien Menge beschreiben.
dass diese Bildung keine Paradoxien produziert, muss man hier glauben.

(iii) Den Durchschnitt zweier Mengen konnen wir hingegen durch eine regelrech-
te Aussonderung beschreiben:

XNY={z:zeXnrzeY}={zeX : 2z€Y}

(iv) Beliebige Durchschnitte und Vereinigungen: Ist {A;: j € J} eine Menge
von Mengen, so definieren wir

UAjZ :{,T: (HJEJ) I'EA]‘}.
JjEJ

Dann ist z € {J;¢;
immer falsch und daher gilt in diesem Fall (J
fiir eine nichtleere Menge J:

mAjZ :{,T: (VJEJ)I'EAJ}

JjeJ

Aj & (Fjed)xe A Ist J =10, soist diese Aussage

ey Aj = 0. Analog definieren wir

Fiir endliche Mengen J = {1,2,3,...,n} schreibt man auch

Aj=JA=4U04u.. U4,
1 JjeJ

n

<

bzw.

A= (4 =4NAN0...NA,.
jeJ

<.
DL

(v) Das kartesische Produkt zweier Mengen: Fiir x € X und y € Y nennt man
eine geordnete Auflistung (x,y) ein geordnetes Paar. Das kann man auch ganz
formal als zweielementige Menge so definieren:

(1) (z,y) = {{z}, {=,y}}.

Diese Definition garantiert gerade die charakteristische Eigenschaft der geord-
neten Paare:

(2.9) = (@) = (@=a) A (y=1)).
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Die Menge aller solcher Paare
XxY: ={(z,y):ze X AyeY}

heifit kartesisches Produkt der Mengen X und Y.
Folgende Konstruktion ist etwas allgemeiner. Sind Ay, ..., A, Mengen und a; €
Aq,...,a, € Ay, so heiit die geordnete Liste (a1, az,...,a,) ein n-Tupel (2-
Tupel sind Paare; 3-Tupel werden Tripel genannt). Die formale Definition der
n-Tupel als Mengen, in Verallgemeinerung zur Formel (1) fiir geordnete Paare,
ist:

(a1,a2,as3,...,a,) := (a1, (az,...,a,)), n>3.

Man definiert dann
A X ... x Ay z{(al,...,an):al EAl/\.../\anEAn}.
Fir A; = Ay = ... = A,, schreibt man auch

A" = A1 x ... x A, =Ax...xA.
————

n Faktoren

Beispiele:
a) Z3: ={(n,m,k): n,m,k, € Z}
b) Die Mengen A: = {x,0} und B: = {e, 1} liefern

AxB= {(*v .)7 (*v 1)7 (ov .)7 (Oa 1)}
(vi) Die Potenzmenge: Ist A eine Menge, so heifit
P(A): ={B: BC A}

die Potenzmenge von A. Sie enthélt alle Teilmengen von A.
Beispiel: Fiir A = {0,1} ist P(4) = {0, {0}, {1}, {0,1}}.
Man beachte: Fiir jede Menge A gilt () C A, und somit § € P(A). O

1.3 Abbildungen und Funktionen

Mathematiker gebrauchen die Worte ‘Abbildung’ und ‘Funktion’ im Kontext
der Mengenlehre meist als gleichbedeutend. Manchmal ist das Wort ‘Funktion’
aber auch fiir solche Abbildungen reserviert, deren Werte (natiirliche, reelle,
komplexe, ...) Zahlen sind.

Seien M und N Mengen. Eine naive Definition dessen, was eine Abbildung
w: M — N (lese: “¢ von M nach N¢) ist, ginge etwa so: ‘Eine Abbildung ¢ von
M nach N ist eine Regel, die jedem Element z € M genau ein Element ¢(x)
der Menge N zuordnet.” Die Schwachstelle dieser Definition ist, dass das Wort
‘Regel’ keine genau festgelegte Bedeutung hat, so dass die ganze Definition in
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der Luft hingt. In diesem Abschnitt geben wir eine exakte, mengentheoreti-
sche Fassung des Abbildungsbegriffes und betten ihn dabei gleichzeitig in den
allgemeineren Rahmen der (zweistelligen) Relationen ein.

Relationen, interpretiert man sie inhaltlich, driicken Eigenschaften aus. Eine
einstellige Relation r iiber einer gegebenen Menge M etwa soll erfassen, welche
Elemente von M die “Eigenschaft r“ haben. Ist etwa M die Menge der Studie-
renden der TU Darmstadt, so kann r beispielsweise die Eigenschaft bezeichnen,
weiblich zu sein. Zumindest mengentheoretisch gesehen ist dieses r ganz und
gar dadurch bestimmt, dass ich die Teilmenge der weiblichen Studierenden der
TU Darmstadt kenne. So ist eine einstellige Relation auf einer Menge M im
Rahmen der Mengenlehre nichts anderes als eine Teilmenge von M.

Zweistellige Relationen sind Eigenschaften, die je ein Element zweier gege-
bener Mengen zueinander in Beziehung setzen. Ist etwa N wie eben die Menge
aller derzeitigen Studierenden der TU Darmstadt und M die Menge aller Men-
schen, die in den letzten 30 Jahren gelebt haben, so ist beispielsweise die Rela-
tion , A ist Vater oder Mutter des bzw. der Studierenden B*“mengentheoretisch
erfasst durch die Teilmenge

R={(A,B)e M x N : Bist Kind von A} C M x N.
Diese Uberlegung fiihrt zur folgenden ersten Definition:

Definition 1.3.1. (Erster Anlauf) Seien M und N Mengen. Eine (zweistellige)
Relation R tber M und N ist eine Teilmenge des kartesischen Produktes M x N.
— In einer Formel: "R C M x N.“

Sprechweise: Ist R eine Relation iiber M und N, so sagt und schreibt man fiir
Elemente © € M und y € N statt (z,y) € R auch "z und y stehen in der
Relation R“.

ACHTUNG: Die Mengen M und N sollen mit zur Definition von R gehoren.
Zwei Relationen R C M x N und R’ C M’ x N’ sollen nicht schon dann gleich
sein, wenn R und R’ einfach als Mengen gleich sind, d.h. dieselben Elemente
(z,y) enthalten; sondern es miissen auch die umgebenden Mengen M = M’ und
N = N’ sein. Die beste Art, dies mathematisch streng zu fassen, ist wie folgt:

Definition 1.3.2. (Prdizisierung.) Eine (zweistellige) Relation R ist ein Tripel
(M,N,R), wo M und N Mengen sind und R eine Teilmenge von M x N ist.

Beispiele 1.3.3. (1) Sei M = Q, N =7Z, Ry = {(z,n) € Q XZ : = > n}.
Dann ist (M, N, R;) die Relation ”grofler oder gleich“ zwischen rationalen und
ganzen Zahlen.
(2) Seien M = N = Q und
Ry = {(z,y) € Q*: 2? +y* =1}.

Dann ist (Q, Q, R2) die Relation ,das Paar (z,y) liegt auf der Einheitskreislinie
in der Ebene“. Beispiele von Paaren in Ry sind

0 (). (52)
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(3) Seien M = N = Q und
Ry :={(z,y): " +y =1}
Dann ist (Q,Q, R3) eine Relation.

Definition 1.3.4. Eine Abbildung (oder auch Funktion) von M nach N, ge-
schrieben ¢: M — N , ist eine (zweistellige) Relation (M, N,T',) tiber M und
N, so dass die folgende Bedingung erfiillt ist:

(Vz e M)(Jy € N)(z,y) €Ty,

Mit anderen Worten, ¢ ist eine rechts-eindeutige Relation: Fiir jedes Element m
von M gibt es genau ein n € N, welches durch ¢ mit m in Relation steht. Dies
prézisiert die eingangs angedeutete Idee, dass ¢ jedem m ein n zuordnet. Die
‘Regel’, von der dort die Rede war, ist einfach durch den ‘Graphen’ I'y, C M x N
der Funktion ersetzt.

1. Ist ¢ eine Abbildung und (z,y) € I'y, so nennt man das wegen der Abbil-
dungseigenschaft eindeutig bestimmte Element ¢(z) := y den Wert von ¢
in (oder: an der Stelle) x. Eine andere Schreibweise hierfiir ist: z — ¢(x),
lies: x € M wird durch ¢ das Element ¢(z) € N zugeordnet, oder ,,x geht
nach p(z)“.

M N

2. Die Menge M heifit der Definitionsbereich der Abbildung ¢.
3. Die Menge N heifit der Bildbereich der Abbildung ¢.
4. Ty = {(z,p(z)): € M} heiBt der Graph der Abbildung ¢.

5. Die Schreibweise ¢: M — N besagt, dass ¢ = (M, N,I',,) eine Abbildung
mit Definitionsbereich M und Bildbereich NV ist.

Von den oben gegebenen Beispielen fiir zweistellige Relationen ist R3 eine
Abbildung: « — 1 — 22, wihrend R; und R; keine Abbildungen sind.

1.3.5. Eine Abbildung kann auf verschiedene Weisen gegeben werden:
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1. Durch eine Formel, wie z.B. die folgenden Abbildungen von Q nach Q:

— ax (lineare Abbildungen)
— ar+ [ (affine Abbildungen)
— p(x) = ag + a1x + aex + - - - + apa” (Polynome)

2. Durch eine Beschreibung mit Worten (ggbf. mit zugehdrigen Bildern), wie
z.B. folgende geometrischen Abbildungen der sogenannten euklidischen
Ebene in sich selbst:

e Spiegelung an einer Geraden g
e orthogonale Projektion auf eine Gerade g

e Drehungen
3. Hiufig liest man auch Beschreibungen wie:

e Sei p: Ny — Ny die Funktion, die jedem n € N den Rest r nach
Teilung durch 42 zuordnet.

e Sei p: Z — {0,1} definiert durch

1 fiir x ungerade
p(r) =

0 fiir = gerade.

1.8.6. [Der Funktionsbegriff.] Der Funktionsbegriff hat sich in einer jahrhun-
dertelangen Entwicklung stark veréndert. Im achtzehnten Jahrhundert, z.B. bei
Leonhard Euler (1707-1783), wurden reell- oder komplexwertige Funktionen im
wesentlichen mit der sie beschreibenden Formel (wie in 1.3.5.1) identifiziert.

Peter Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-1859) befreite den Funktionsbegriff
vom Formelausdruck, wodurch eine deutlich allgemeinere Theorie méglich wur-
de. Von ihm stammt die seinerzeit fast revolutionire Formulierung, auf die wir in
der Einleitung indirekt angespielt haben: , Fine Funktion y(x) ist gegeben, wenn
wir irgendeine Regel haben, die jedem z in einer gewissen Punktmenge einen
bestimmten Wert y zuordnet.“ Von ihm stammt auch das damals unerhorte
Beispiel der folgenden Funktion ® : R — (0,1}:

1 falls = rational
®(x) = L
0 falls x irrational.

Definitions- und Bildbereich einer Abbildung miissen keineswegs immer Zahl-
bereiche sein. So konnen gewisse logische Formeln als input akzeptieren und
einen Wahrheitswert als output produzieren.

1.3.7. Fachausdriicke fiir Abbildungen ¢ = (M, N,T'y,) von M nach N:

1. Definitionsgemifl sind zwei Abbildungen ¢1 = (M7, N1,T1) und @2 =
(M3, N2, T'5) genau dann gleich, wenn ihre Definitions- und Bildbereiche,
sowie ihre Graphen gleich sind:

My = My, N;=N,, I'i=TI,.
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2. Fiir eine Teilmenge A C M heifit die Menge
p(A): ={yeN: Tz e A)y=p(x)}

das Bild von A unter .

3. Die Menge im(p) := (M) ={y € N: (3z € M)y = ¢(z)} (nach engl.
”image“) heifit das Bild der Abbildung ¢.

4. Fiir jede Teilmenge B C N heifit die Menge
o"\(B): = {z € M: p(z) € B}
das Urbild B unter ¢.
5. Fiir B = {y} C N schreibt man einfach ¢=1(y) := o1 ({y}).
Beispiele 1.3.8. Sei M = N = Z.
1. p(z) = 22 + 5 hat den Graphen I'y, = {(z,y) € Z*: y = 2 + 5}.
2. p(z) =z + 1 hat den Graphen I'y, = {(z,y) € Z?: y =z + 1}.
3. Es gibt keine Funktion ¢: Z — Z, deren Graph die Menge

U= {(x,y) €Z’: y* = a}

ist; denn {(1,1),(1,—1)} C T

4. Abbildungen miissen, wie gesagt, nicht auf Zahlbereichen definiert sein —
etwa:

¢: { Studierende der TUD} — N, 2+ Alter von z.
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Definition 1.3.9. Seien M und N Mengen.
Die Identitdt: Fiir jede Menge hat man die identische Abbildung
idyr = (M, M,T), firdie T'={(z,y)e M xM:z=y}
die Diagonale im kartesischen Produkt M x M ist.

Die konstante Abbildung: Fiir jedes Element yo € N hat man die Abbildung
©: M — N mit ¢(x) = yo for all z € M. Thr Graph ist die Menge

I'={(z,y0): v € M} = X x {yo}.
Diese Abbildung heif}t die konstante Abbildung mit Wert yqg.

FEinschrinkungen einer Abbildung: Ist ¢: M — N eine Abbildung und
A C M eine Teilmenge, so kann man die Abbildung f auf A einschréanken
und erhélt eine Abbildung

ola: A= N, z— p(z),

welche die Finschrinkung von ¢ auf A heifit. Ist I'y € M x N der Graph
von ¢, so ist

Lo =1{(z,p(): € A} =T,N(AxN)

der Graph von ¢| 4.

Injektivitat, Surjektivitidt und Bijektivitit

Eine Abbildung ¢: M — N ordnet jedem & € M genau ein Element ¢(z) € N
zu. Ist umgekehrt y € Y, so ist ¢~ *(y) € M die Menge aller Losungen der
Gleichung

p(r) =y, z€M.
Offenbar gibt es hier drei sich gegenseitig ausschlieBende Moglichkeiten:
e y Zim(p) und p~(y) = 0. Die Gleichung hat also keine Losung.

e o 1(y) = {xo} besteht aus genau einem Element. Die Gleichung ist also
eindeutig losbar.

e o 1(y) enthiilt mehr als ein Element; es gibt verschiedene Losungen der
Gleichung.

Diese Trichotomie wird uns in dieser Vorlesung verschiedentlich begegnen,
insbesondere im nichsten Abschnitt bei der Losung linearer Gleichungssysteme.
Hier fiithrt sie uns zur Unterscheidung verschiedener Typen von Abbildungen.



1.3. ABBILDUNGEN UND FUNKTIONEN 15

Definition 1.3.10. Eine Abbildung ¢: M — N heifit
injektiv, falls jedes y € N hochstens ein Urbild hat. Formallogisch:
(Ve € M)(Vz' € M) p(z) = p(z') = z =2/,
Oder in Kontraposition:
(Vo e M)(Va' € M)x # 2’ = p(x) # ().
surjektiv, falls jedes y € N mindestens ein Urbild hat. Formallogisch:
(Vy € N)(Fz € M)y = (),
oder auch im(p) = N.

bijektiv, falls jedes y € N genau ein Urbild hat. Das ist dquivalent dazu, dass
¢ injektiv und surjektiv ist.

Driickt man diese Eigenschaften durch die Losungsmengen der Gleichung
o(x) = y fiir gegebenes y aus, so bedeutet die Injektivitit, dass es hochstens
eine Losung gibt; die Surjektivitdt bedeute die Losbarkeit der Gleichung fiir
jedes y, und die Bijektivitat bedeutet die eindeutige Losbarkeit.

Beispiel 1.3.11. Betrachte die folgenden Abbildungen ¢: N — N:

n—1 firn>1 n+ 1 fiir n ungerade
n—n+1 n— n—
2 firn=1 n—1 fiir n gerade
23 b oo b2 oy b 23 3
o\\g\\g\\g\\g . J/><\M//J(/J//o e J/><\&> J/><\E °
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
injektiv, nicht surjektiv surjektiv, nicht injektiv bijektiv

Seien M und N Mengen. Zu jeder Relation (M, N, R) kénne wir die inverse
Relation wie folgt definieren:

R™': ={(y,x) € N x M: (z,y) € R}.

Satz 1.3.12. Fir eine Abbildung ¢: M — N mit Graph I', sind die folgenden
Bedingungen dquivalent.

(i) ¢ ist bijektiv.

(ii) F;l ist der Graph einer Abbildung ¢v: N — M, d.h. (N, M, F;l) ist eine
Abbildunyg.

Beweis. Das Tripel (N, M, I‘;l) ist genau dann eine Funktion, wenn fiir jedes
y € N genau ein z € M existiert, so dass (y,z) € T',;'. Nach Definition der
inversen Relation I‘;l ist dies gleichbedeutend damit, dass es fiir jedes y € Y
genau ein € M gibt mit (x,y) € T'y, d.h. p(x) = y. Nach Definition heiit das,
dass ¢ bijektiv ist. O



16 KAPITEL 1. LOGIK, MENGENLEHRE UND FUNKTIONEN

Definition 1.3.13. Erfiillt die Abbildung ¢: M — N die dquivalenten Bedin-
gungen des Satzes 1.3.12, so schreiben wir

ot :(N,M,F;l) and ¢ "N —M

fiir die Abbildung mit Graph T'; 1. Sie heiBt die Umkehrfunktion von ¢. Sie ist
nur definiert, wenn ¢ bijektiv ist.

Im Fall der Bijektivitét ist fiir x € M und y € N die Bedingung (z,y) € T'y,
dquivalent zu ¢(z) = y und zu ¢~ !(y) = z. Insbesondere haben wir

e () =2 und (e~ (y) =y.
M s N N
y = p(z)

M N _
o ! = 1(y)
Bemerkung 1.3.14. (a) Die Identitiit idps: M — M ist bijektiv, und id;, =
idas.
(b) Ist p: M — N bijektiv, so ist ¢~ 1: N — M ebenfalls bijektiv, und

(™) =¢
(c) Die Abbildung ¢: Q — Q, ¢(x) = 3z+2 ist bijektiv, mit Umkehrfunktion

e Q- Qe (y) = 52

Definition 1.3.15. Seien ¢: M — N und ¢: N — P Abbildungen. Dann
definieren wir die Zusammensetzung oder Komposition von ¢ und ¢ als die
folgende Abbildung von M nach P:

Yop: M — P,z (p(x)).

(Priife nach, dass dies tatséchlich eine Abbildung ist!).

pop
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Bemerkung 1.3.16. (a) Zwei Abbildungen ¢: M — N, ¢»: N’ — P koénnen
nur dann zusammengesetzt (komponiert) werden, wenn N = N’ gilt, d.h. wenn
der Bildbereich der ersten gleich dem Definitionsbereich der zweiten Abbildung
ist.

(b) Zwei Abbildungen einer Menge in sich selbst ¢: M — M, ¢: M — M
konnen immer zusammengesetzt werden. Man kann also sowohl 1 o ¢ als auch
@ o1 bilden. Im allgemeinen gilt dann aber 1 o ¢ # @ 0 ).

(c) Fiir

p:Q—-Q, x—3r+1 und ¢:Q—Q, r—xt—1
erhilt man zum Beispiel
Ypop:Q—Q, 2z Br+1)2—1=092>+6x
aber
potp: Q= Q, x— 32> —1)+1=32>-2.

Die Zusammensetzung von Abbildungen ist also im allgemeinen nicht kommu-
tativ.

Satz 1.3.17. (Regeln fiir die Zusammensetzung)
(i) Fiir jede Abbildung ¢: M — N gilt idy op = p = poidyy.
(ii) Fliir beliebige Abbildungen ¢: M — N, ¢p: N — P undn: P — Q gilt
no(poy)=mop)oyp
Die Zusammensetzung von Abbildungen ist also assoziativ.
(iii) Fir Abbildungen ¢: M — N und ¢: N — P gilt:
e Sind ¢ und ¥ injektiv, so ist auch v o ¢ injektiv.

e Sind ¢ und i) surjektiv, so ist auch 1 o @ surjektiv.
o Sind ¢ und i bijektiv, so ist auch ¢ o ¢ bijektiv.

(iv) Ist @ bijektiv, so ist o~ o =idy und po =t =idy.
Beweis. (i) Fiir alle x € M haben wir
(idyop)(z) = idn(p(z)) = ¢(z)
(poidu)(x) = e(idm(z)) = @(z)
Folglich idy o = ¢ und ¢ oidys = .
(ii) Fiir alle € M hat man
(mo(@op)(x) = n((op)(x)) =n((px))
= mo)(p(x) = ((noy)op)(z)

Daraus folgt, dass beide Abbildungen gleich sind.
(iii) wird dem Leser als Ubung iiberlassen.
(iv) ist klar, weil o= (p(z)) =z, (¢ (y)) = y fiirallez € M,y € N. O
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Satz 1.3.18. (Bijektivititskriterium) Eine Abbildung p: M — N ist genau
dann bijektiv, wenn es eine Abbildung v: N — M gibt, so dass Y op = idp und
o =idy gilt. In diesem Fall ist 1) = @1,

Beweis. Eine der beiden behaupteten Implikationen ist leicht: Ist ¢ bijektiv, so
erfiillt ¢! die an 9 gestellten Bedingungen (Satz 1.3.17(iv)); es gibt also ein 1)
wie verlangt.

Fiir die Umkehrung beweisen wir zundchst: Ist 1 o o = idsy, so ist ¢ injek-
tiv. Seien x1,22 € M. Ist @(z1) = @(x2), so folgt (¢ o )(z1) = Y(p(x1)) =
Y(p(2)) = (¥ 0 p)(22) und folglich z1 = idy(21) = ida(22) = 2.

Als néchstes zeigen wir: Ist p o4 = idy, dann ist ¢ surjektiv. Ist ndmlich
y € N beliebig, so folgt y = idy(y) = (¢ o ¥)(y) = ©(¥(y)). Also y = ¢(x) mit
=1y € M.

Hat man also 9 o ¢ = idys und @ o ¢ = idy, so ist ¢ injektiv und surjektiv,
mithin bijektiv. Weiter ist

toidy=¢ to(poy) = (¢l op)oy =idyoy =¢. O

el =

Abbildungen endlicher Mengen

Definition 1.3.19. [Endliche Mengen| Eine Menge M heifit endlich, wenn sie
entweder leer ist, oder wenn fiir ein geeeignetes n € N eine bijektive Abbildung

v:{1,2,...,n} - M

existiert. Man kann zeigen, dass diese Bedingung die Zahl n eindeutig bestimmt
(Ubung!). Man definiert dann die Mdchtigkeit von M oder Kardinalitit durch

|M| := n.

Dies ist also die Anzahl der Elemente von M. Ist eine Menge nicht endlich,
so heifit sie unendlich. In der Analysis-Vorlesung wird auch die Méchtigkeit
unendlicher Mengen eingefiihrt, was eine wichtige Unterscheidung verschiedener
Arten unendlicher Mengen erlaubt.

1.3.20. [Abbildungen auf endlichen Mengen] Anstatt beliebiger endlicher Men-
gen beschrénken wir uns auf

M={1,2,...,m} und N={1,2,...,n}.
Eine Abbildung ¢: M — N kann durch ihre Wertetabelle angegeben werden:
B 1 2 e m
- (<p<1> (2) ... w(m))
wo ¢(1),¢(2),...,p(m) € N. Die Anzahl aller Abbildungen von M nach N

betrigt n™. In der Tat gibt es fiir jeden Wert ¢(1),¢(2),...,o(m) gerade n
Moglichkeiten.
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Wir betrachten nun den Fall M = N. Sei T;, die Menge aller Abbildungen
v:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}.

Beispiele: [fiir n = 4]
g (L2 4 /12 3 4 b (b 234
72 a)> Y74 2 3 2)° “\3 4 3 1)
1 3 4 12 3 4
s"‘°¢:<3 3 4)’ wos":(1 43 4>

Satz 1.3.21. Fir eine Abbildung p: M — N zwischen endlichen Mengen M
und N gleicher Kardinalitit sind folgende Bedingungen dquivalent:

NN W W

(1) ¢ ist injektiv.
(2) ¢ ist surjektiv.
(3) ¢ ist bijektiv.

Beweis. M habe n Elemente x1,...,x,. Ist ¢o: M — M injektiv, so sind die
Elemente ¢(x1),...,¢(z,) paarweise verschieden. Das Bild im(y) hat also n
verschiedene Elemente und kann daher keine echte Teilmenge von N sein. Dies
beweist die Surjektivitit von ¢. Also impliziert (1) die Bedingung (2).

Ist ¢ surjektiv, so enthilt das Bild von ¢ alle n Elemente von N. Daher
miissen die p(x1), ¢(x2), ..., p(x,) paarweise verschieden sein; denn andernfalls
hétte man |im(p)| < n. Also impliziert auch (2) die Bedingung (1).

(3) ist dquivalent zur Konjunktion: (1) A (2). Damit ist der Beweis beendet.

O

Definition 1.3.22. [Permutationen| Eine bijektive Abbildung 7: M — M einer
beliebigen Menge M in sich selbst heifit auch eine Permutation von M. Wir
schreiben Sy, fiir die Menge aller Permutationen von M.

Betrachten wir jetzt Permutationen von M = {1,2,...,n}. Wir bezeichnen
mit S,, die Menge aller Permutationen von {1,2,...,n}:

g _ g (123 (1 2 3 /1 2 3
3= =1 2 3/ ™7\ g2 1 3) ™73 2 1)
(1 23\ . (123 s .1 (1 2 3
723_<1 2)’<_<231>’ ¢ =¢ _<312)}

Die Anzahl aller Permutationen von drei Elementen ist 6. Allgemeiner gilt der

w

Satz 1.3.23. Auf einer Menge mit n Elementen gibt esn! =1-2-3-4---n
Permutationen.

Beweis. Definieren wir eine Permutation

7r—<7r(11) 7T(22) 71'?3) Wzln))

Schritt fiir Schritt, so stellen wir fest:
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e Fiir (1) kénnen wir irgendeines der n Elemente 1,2,...,n wihlen. Das
sind n Moglichkeiten.

e Fiir 7(2) konnen wir irgendeine Zahl 1,2,...,n aufler 7(1) wihlen. Das
sind n — 1 Moglichkeiten.

e Fiir m(3) haben wir die Wahl unter 1,2, ..., n aufler den zwei verschiedenen
Werten 7(1) und 7(2). Das sind n — 2 Moglichkeiten.

e ...
e Fiir w(n) bleibt nur eine Moglichkeit iiber.
Alles in allem haben wir n-(n—1)-(n—2)-- - --1 = n! mogliche Permutationen. O

Bemerkung 1.3.24. Sind 7 und ¢ Permutationen, so sind 7 o ¢ und 7!
ebenfalls Permutationen. Zum Beispiel:

(1 2345 6 7 . (1 23 456 7
™\7 1526 43) ™ “\24763751)
Ubungen zu Abschnitt 1.3

Ubung 1.3.25. Finde Beispiele von Abbildungen ¢: M — N, ¢¥: N — M, so
dass ¥ o ¢ = ids, aber ¢ nicht surjektiv ist.

Ubung 1.3.26. Betrachte Abbildungen ¢: M — N und ¢: N — P. Beweise:
1. 9 o ¢ injektiv = ¢ injektiv.
2. Y o ¢ surjektiv = 1 surjektiv.
3. ¥ o ¢ bijektiv = ¢ injektiv, 1 surjektiv.
4. ¥, ¢ injektiv = ¥ o ¢ injektiv.
5. ¥, p surjektiv = 1) o ¢ surjektiv.

Ubung 1.3.27. Seien M und N Mengen. Erliutere, warum die Gesamtheit
aller Abbildungen ¢: M — N eine Menge bildet.

Hinweis: Beschreibe die Menge der Graphen der Abbildungen als Teilmenge von
P(M x N).

Ubung 1.3.28. 1. Ist p: M — () eine Abbildung, so ist M = ().

2. Fiir jede Menge N ist das Tripel ¢ = (0, N, () eine Abbildung. Thr Graph
T ist die leere Menge. Beachte dass ) = ) x N.

Ubung 1.3.29. Existiert eine bijektive Abbildung ¢: {1,...,n} — {1,...,m},
so ist m = n. Hinweis: Induktion.



Kapitel 2

Lineare Gleichungssysteme

Mit diesem Kapitel betreten wir das Gebiet der Linearen Algebra. Und zwar
ndhern wir uns diesem Stoff iiber die eher algorithmisch, rechnerisch ausge-
richtete Theorie der linearen Gleichungssysteme. In Kapitel 4 werden wir dann
sehen, wie sich der abstraktere Aspekt der Vektorrdume aus den Gleichungs-
systemen ergibt. Einer der Hauptpunkte dieses Kapitels 2 ist der Gaufl’sche
Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme. Fast noch wichtiger ist
aber die Einfithrung der Matrizenrechnung, zu der uns die Betrachtung linearer
Gleichungssysteme fiihrt.

2.1 Zahlen

In diesem Kapitel werden wir die folgenden Zahlenmengen benutzen, die uns

teilweise schon begegnet sind:
N die Menge der natiirlichen Zahlen: {1,2,

7Z  die Menge der ganzen Zahlen: ey —2,-1,0,1,2, ...
Q die Menge der rationalen Zahlen: 7= " mit m € Z,0#n¢eN
R die Menge der reellen Zahlen: zum Beispiel v/2, 7, e

Alle diese Mengen koénnen in natiirlicher Weise als Teilmengen von R aufge-

fasst werden
NCZCQCR.

Auf all diesen Mengen sind die beiden algebraischen Operationen der Ad-
dition + und Multiplikation - definiert, welche die folgenden Gesetze fiir alle
a, b, c € R erfiillen

Assoziativitit a+(b+c)=(a+b)+ec, albe)=(ab)ec
Neutrales Element a+0=a, a-1=a

1
Inverse Elemente a+(—a)=0, a#0=a-—=1
a

Kommutativitat at+b=b+a, a-b=b-a
Distributivitét a(b+c¢) =ab+ ac

21
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Was die Arithmetik der rationalen Zahlen angeht, sollten die Rechenregeln
fiir Briiche (und damit auch die genannten Gesetze) aus der Schule bekannt
sein. Sobald es um beliebige reelle Zahlen a,b,c geht, wird die Sache etwas
komplizierter — und wird in der Analysis-Vorlesung abgehandelt.

Es ist fiir das Folgende iiblich und hilfreich, die Elemente 2 = (1, ..., z,) des
n-fachen kartesischen Produktes R™ als sogenannte Spaltenvektoren zu schreiben
T1
Z2
T = . € R".
In

Die Addition und Multiplikation reeller Zahlen iibertragt sich unmittelbar, kom-
ponentenweise, auf die Addition und Skalarmultiplikation von Spaltenvektoren:

T1 Y1 1+ T ATy
T2 Y2 T2 + Y2 T AT
+1 .| = ) und M- | . | =

fir x,y € R™ und A € R. Demnach definieren also die Addition und die Skalar-
multiplikation Abbildungen

R*"xR" - R", (z,y)—z+y und RxR"->R" (\z)— Az

Aus den entsprechenden Gesetzen fiir die Addition und Multiplikation reeller
Zahlen erhalten wir sofort:

Satz 2.1.1. Die Addition und die Skalarmultiplikation auf R™ geniigen den
folgenden Gesetzen (fiir alle x,y,z € R™ und alle \, u € R):

Assoziativitit 2+ (y+z2)=(z+y)+2z, A-(p-z)=A-p) -z
Neutrale Elemente x +0=2, 1-z=x.

Inverses Element z + (—z) = 0, wobei —x := (—1) -z .
Kommutativitat t +y=y+ =z

Distributivitit A\-(z+y)=A-2+ Xy

2.2 Lineare Gleichungssysteme

Einfache geometrische Probleme, wie z.B. die Bestimmung der Schnittgeraden
zweier Ebenen, fiithren auf lineare Gleichungssysteme. Die Losung des Problems
ist dann auf die Losung eines solchen Gleichungssystems zuriickgefiihrt. Diesel-
ben Losungsmethoden lassen sich auch auf ganz andersartig formulierte, aufer-
mathematische Probleme anwenden. Diese extreme Vielseitigkeit der Anwen-
dungen macht die Theorie der linearen Gleichungssysteme so wichtig.

Die allgemeine Form eines linearen Gleichungssystems ist:
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2.2.1. [Lineares Gleichungssystem]

a11r1 + a12x2 + ...+ a15T4 + ...+ a1pr, = bl
a21x1 + Q22x2 + ...+ a2 + ...+ A2pTy = bo

a;1X1 + ;22 + ...+ aijxj + ...+ AinTLp = bl ( )

Am1T1 + Gm2aZ2 + ... F Q5 + oo+ Ty, = by

Dabei bezeichnen die a;; (fir ¢ =1,2,...,mund j =1,2,...,n) und die by ,bs,
.., by, reelle Zahlen. Gesucht sind Zahlen x1, xo, ..., x,, die alle m Gleichun-
gen gleichzeitig erfiillen. Ein solches n-Tupel (z1,z2,...,2,) € R™ heilt dann
eine Losung des Gleichungssystems. Motiviert durch die Matrizenrechnung, die
wir weiter unten einfithren werden, betrachten wir eine Losung meistens als
Spaltenvektor
Z1
T2

Tn

Ist ein lineares Gleichungssystem gegeben, so treten folgende Fragen auf:

e Ist es losbar, d.h. gibt es (mindestens) eine Losung 1,22, ..., T,?
e Angenommen, das System ist 16sbar, gibt es genau eine Losung?

e Angenommen, es gibt mehr als eine Losung, beschreibe die Menge aller
Losungen.

e Wie konnen die Losungen praktisch berechnet werden?

In dieser Vorlesung werden die theoretischen Aspekte im Vordergrund stehen,
wéihrend die rechentechnischen Gesichtspunkte einer Vorlesung iiber numerische
Methoden vorbehalten bleiben.

Lineare Gleichungssysteme wéren nicht so schwierig, wenn man immer nur
Systeme mit wenigen Gleichungen in wenigen Unbekannten z; (j =1,2,...,m)
zu betrachten hétte. In der Praxis treten heute aber Systeme von 10 000 oder
mehr Gleichungen in ebenso vielen Unbekannten auf. Da ist eine solide mathe-
matische Theorie dann unerlésslich.

Beispiel 2.2.2. Ein Betrieb verwendet m verschiedene Rohmaterialien und
stellt daraus n verschiedene Produkte her. Um eine Einheit des j-ten Produkts
herzustellen, braucht der Betrieb a;; Einheiten des i-ten Rohmaterials. Wir
stellen die Zahlen a;; in einer Tabelle dar:
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Produkt 1 | Prod. 2 | ...... Prod.j | ...... Prod. n
Material 1 ail aia | ... (257 T R ain
Material 2 as asy | ... azj | ... aon
Material ¢ ;1 (073 N N (€77 N B (077%%
Material m Am1 Ama2 | ... g | oeeees Amn

Will man dann z; Einheiten des Produkts 1, xo Einheiten des Produkts 2, .. .,
zy Einheiten des Produkts n herstellen, erlauben uns unsere Gleichungen, die
Mengen y1, Y2, . . ., ym der verschiedenen benétigten Rohmaterialien 1,2,...,m
zu berechnen.

Umgekehrt kann und wird es aber vorkommen, dass die verfiigbaren Men-
gen an Rohmaterial vorgegeben sind — sagen wir, y1, 92, ..., ym, und die Fra-
ge ist dann, wieviele Einheiten z1,xs,...,x, der Produkte 1,2,...,n mit die-
sem Vorrat hergestellt werden kénnen. Das ist die Frage nach den Losungen
(21,22, ...,x,) unseres linearen Gleichungssystems aus m Gleichungen in n Un-
bekannten:

a1121 + @122 +...+ a1;2; + ...+ AQ1pTn = N1
a21T1 + aox2 + ...+ 254 + ...+ apr, = Y2

ai1Ty + A2 + ...+ a%; + ...+ QX = Y5
Am1T1 + Gm2Z2 + ... + AT + ... + QnTn = Ym

2.3 Einfache Fille linearer Gleichungssysteme

Um schon einmal ein Gefiihl fiir mogliche Losungsmengen linearer Gleichungs-
systeme zu bekommen, betrachten wir zunéchst einige Beispiele.

Bemerkung 2.3.1. [Einige einfache Fiille]

em=1n=1:
ary =b



2.3. EINFACHE FALLE LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME 25

Drei verschiedene Fille sind zu unterscheiden:
1. a # 0: Dann ist x1 = g die einzige Losung.
2. a =0, b+# 0: Es gibt tiberhaupt keine Lésung.
3. a=0,b=0: Jedes z; € R ist eine Losung.
em=1,n=2:
a1r1 + asxe = b

Hier koénnen vier Fille auftreten:

1. a1 # 0: man kann z9 = A € R beliebig wéihlen und dann z; verméoge

r1 = a_b1 - Z—f)\ berechnen. Die Losungen sind also

b as b as
— (") = (@ e = (& T
= ()= () = (5) -~ (F)

Dies ist eine Parameterdarstellung derjenigen Geraden durch den
Punkt (ai 0), deren Richtung durch den folgenden Vektor festgelegt

15
1st:
__ G2
e— al :
v ( i )

Z2

‘ 1 T
b b _
al al

ois

2. a1 =0, as # 0: Wihle x1 = X\ € R beliebig und berechne x5 = b

az
A 0 1
= ()= (2) ()
a a
Bei variierendem \ beschreibt dies eine horizontale Gerade durch den

Punkt (0, 2):
az
T2

T1
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3. a1 =0, a2 =0, b#0: Es gibt keine Losung.

4. a1 =0, as =0, b = 0: Alle Punkte (2) € R? sind Losungen.

oem=2n=2

a11%1 + 41222 = by
a21%1 + G222 = by

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit ags und die zweite mit ai2, so
erhalten wir

(2201171 + A22012T2 = A22b1

1202171 + Q1202272 = a12b2,

Subtrahieren wir die zweite Gleichung von der ersten, so ergibt sich

(a11a22 — @12a21) T1 = a22b1 — ay12ba.

Falls demnach die Zahl
d := a11a22 — a12021

nicht null ist, so erhalten wir die eindeutige Festlegung von x1:

1

= (a22b1 — a12b2).

Analog ist auch x2 im Fall d # 0 eindeutig bestimmt. Multiplizieren wir
némlich in unserem Gleichungssystem die erste Gleichung mit as; und die
zweite mit aq1, so erhalten wir

(2101171 + G2101272 = a21b1
(1102171 + G11G22%2 = a11b2,

woraus durch Abziehen der ersten von der zweiten Gleichung folgt:

1

€T = E (a11b2 - azlbl)-

Nehmen wir an, dass in jeder Gleichung einer der Koeffizienten a;; nicht
null ist. Dann bilden die Losungen der ersten Gleichung eine Gerade I; in
R2, und die Losungen der zweiten Gleichung bilden eine Gerade 5. Die
Losungen des Gleichungssystems sind dann die Schnittpunkte der beiden
Geraden Iy, [5.

Sind aj; und ag; nicht null, so sind die Richtungen von /3 und ls durch

die Vektoren
12 __ a2z
vy = ( ‘1111) bzw. w9 = ( ‘1121) ,

gegeben, so dass also die beiden Geraden genau dann parallel sind, wenn
v1 = vg ist. Dies ist dquivalent zu aj2a21 = aq11a92, was wiederum zu d = 0
dquivalent ist. Die geometrische Konfiguration der beiden Geraden gehort
dann zu einem der folgenden drei Fille:



2.3. EINFACHE FALLE LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME 27

1. 13 und Iy schneiden sich in einem Punkt (eindeutige Losung):
Iy

la

2. Die beiden Geraden sind parallel und voneinander verschieden (keine
Losung):
l Iy

3. Die beiden Geraden sind identisch (alle Geradenpunkte sind Losun-
gen):
Iy 1y

e m=1n=3:
ai1x1 + asxs +azrs =b

Angenommen einer der Koeffizienten a; ist # 0, etwa a; # 0. Dann gilt

T = a—ll(b — agx2 — azxs). Wir konnen xo = A und x3 = p beliebig wihlen
und erhalten z; = ai — 22— 43
1 ai ai

Mithin sind alle Losungen der Gleichung gegeben durch

b 2 b k

D\ (Eemema (R (E)
r=|z2 | = A =0 ]+A[ 1 +u| O
3 1 0 0 1

Dies ist eine parametrische Darstellung einer Ebene x = a + \v + pw.

em=3n=3:
a1171 + a1272 + a13x3 = by
(2171 + a22T2 + 2373 = by
a3171 + a32T2 + a33r3 = b3

Angenommen in jeder Gleichung gibt es einen Koeflizienten a;; # 0. Wie
wir aus obigen Fallen wissen, bildet die Losungsmenge einer jeden Glei-
chung eine Ebene im R3.

Die gemeinsamen Losungen aller drei Gleichungen sind die Punkte, die
im Durchschnitt aller drei Ebenen F;, Fs, E3 liegen. Es konnen mehrere
Fille auftreten, siche Abbildung 2.1.
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1. Die drei Ebenen sind parallel, aber nicht identisch: keine Losung.
2. Zwei der Ebenen sind parallel, aber nicht die dritte: keine Losung.

3. Die drei Ebenen sind identisch: die Losungen sind die Punkte dieser
Ebene.

4. Die drei Ebenen schneiden sich in einer Geraden: die Losungen sind
die Punkte dieser Geraden.

5. Die drei Ebenen schneiden sich in einem Punkt: Dieser Punkt ist die
eindeutige Losung.

Zur Berechnung dieser Losungen kénnen wir den Gau3-Jordan Eliminations-
Algorithmus verwenden, dem wir uns als néichstes zuwenden.

2.4 Gauss—Jordan Eliminations-Algorithmus

Der Gauf} !-Jordan?-Algorithmus® ist ein systematisches Rechenverfahren zum
Losen linearer Gleichungssysteme, das auch von groflem praktischen Interesse
ist. Er basiert auf der folgenden

BEOBACHTUNG: Die folgenden drei Operationen transformieren ein gege-
benes lineares Gleichungssystem in ein anderes Gleichungssystem mit derselben
Losungsmenge (NACHPRUFEN !):

(E1) Addition eines skalaren Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Glei-
chung.

(E2) Vertauschen zweier Gleichungen.
(E3) Multiplikation einer Gleichung mit einem Skalar A # 0.

Diese drei Operationen heiflen elementare (Zeilen-) Umformungen eines linearen
Gleichungssystems.

Genauer gesagt werden wir zwei Varianten des Eliminations-Algorithmus
besprechen: die erste jetzt gleich — sie reicht zur effektiven Behandlung belie-
biger linearer Gleichungssystme im Prinzip aus und wird uns zudem eine genaue

LCarl Friedrich GauB (1777-1855), Deutscher Mathematiker, der in Gottingen gewirkt hat.
Hat zu allen Gebieten der Mathematik seiner Zeit bahnbrechende Beitrage geliefert — der
untere Seitenrand hier ist zu klein, um davon eine detailliertere Vorstellung zu vermitteln.

2Camille Jordan (1838-1922), Franzdsischer Mathematiker, der neben seinen bedeutenden
Forschungen auf dem Gebiet der Algebra gegen Ende des 19. Jahrhunderts auch wesentlich
die damalige Erneuerung der franzosischen Analysis-Lehrbiicher durch seinen Cours d’Analyse
mitpragte.

3Den Algorithmus, um den es hier geht, haben natiirlich auch bedeutende Mathematiker
wie Gaufl und Jordan immer mal wieder benutzt, und ihre gemeinsame Nennung ist ein Bei-
trag zur deutsch-franzosischen Freundschaft. Gaufl nannte dieses Rechenverfahren eliminatio
vulgaris, was nicht unbedingt schmeichelhaft ist. Die wohl fritheste Darstellung des Algorith-
mus stammt aus einem chinesischen Werk, dem Chui-Chang suan-shu, oder Neun Kapitel
der mathematischen Kunst, das allerdings kein systematisches Lehrbuch sondern eine grofle
Aufgabensammlung mit Musterlésungen war. Im achten Kapitel werden lineare Gleichungs-
systeme muster-gelost; das Verfahren heifit dort Fang-Cheng. Das Chui-Chang suan-shu ist
wohl um 250 vor Christus, kurz vor der Han-Dynastie, entstanden.
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@D

(©)

(e)

Abbildung 2.1: Mogliche Schnittmengen dreier Ebenen
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und vollstiindige Ubersicht iiber alle Losungen des gegebenen Systems geben —,
und die zweite in Abschnitt 2.5 unten, wenn wir die effektive Invertierung qua-
dratischer Matrizen besprechen. Ein technischer Unterschied zwischen beiden
Varianten ist: die erste Variante benutzt nur die elementaren Transformauio-
nen (E1) und (E2); bei der zweiten Variante wird i.a. auch (E3) herangezogen.

Gauf3-Algorithmus, erste Variante

Im ERSTEN SCHRITT des GauB-Algorithmus (dies gilt ebenso fiir die erste
wie die zweite Variante) transformiert man das Originalsystem (2.1) in 2.2.1
durch elementare Umformungen vom Typ (E1) und (E2) in ein System (L’) der
folgenden Form:

!/ !/ / !/ /
aj 1+ ajpr2 +..o+ axy o+ ay,T, = by
ahoTy + ...+ aéjxj + ...+ bz, = b

(L)

li ! ! _ /
Qo2 + ...+ ;x5 +..F Ty = b;
I ! I N
U2 F oo+ Qi+ oo+ Qg T = b
Dies kann man auf folgende Weise erreichen:

e Ist a;; # 0, so lasse die erste Gleichung unveréindert und subtrahiere

a2t-mal die erste Gleichung von der zweiten

Z‘—'ﬁ—mal die erste Gleichung von der dritten

‘Z—fll-mal die erste Gleichung von der letzten Gleichung.

e Ist a;; = 0, so suche eine Gleichung, in der der erste Koeffizient a;; # 0;
tausche die erste Gleichung mit der i-ten Gleichung und fahre wie im
ersten Schritt fort.

e Ist a;; =0 fiir allei = 1,..., m, dann gibt es nichts zu tun und wir fahren
mit dem zweiten Schritt fort.

Im ZWEITEN SCHRITT lassen wir die erste Gleichung unberiihrt und fiir die
verbleibenden m—1 Gleichungen in den verbleibenden n—1 Unbekannten fahren
wir wie im ersten Schritt fort.

Nach hochstens m — 1 Schritten enden wir mit einem System von stufen-
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formiger Gestalt:

Vi gy oo F V1T, e+ V1T e YT = 01
V252X jo +... + Y25, L4, +... +'Y2n$'n, = 52

VrjnZj, oo+ YrnTn = O (M)

0 = 5r+1

0 = 6m
Hierbei sind die Elemente vi;,,72j,,- ., alle von Null verschieden; man
nennt sie Pivotelemente. Die zugehorigen Variablen z; ,x;,,..., ;. heiflen die

Pivotvariablen. Im allgemeinen werden nach der Transformation in Stufenform
die linken Seiten einiger Gleichungen Null sein.

Diese Stufenform (M) ist das Ziel der ersten Variante des Gauf3-Algorithmus.
Ist sie erreicht, ist der Durchgang des Algorithmus beendet.

Definition 2.4.1. (Vorliufige Definition des Rangs.) Die Anzahl r der Glei-
chungen in (M), deren linke Seite nicht verschwindet, nennt man den Rang des
linearen Gleichungssystems (2.1).

AUFGEPASST: Diese Definition ist eigentlich nur dann zuléssig, wenn wir nach-
gewiesen haben, dass diese Anzahl r nicht von der Art und Weise abhéngt, in
der wir unseren Algorithmus durchgefithrt haben. (In jedem Schritt kénnen
Zeilenvertauschungen nétig werden, und i.allg. werden verschiedene Zeilenver-
tauschungen zum Ziel fithren. D.h. man kann durch den Gauf3—Jordan—Algo-
rithmus auf verschiedenen Wegen zu Matrizen der Form (M) gelangen.) Wir
ignorieren diesen Punkt hier aus drei guten Griinden: Erstens reicht es aus, die
folgenden Uberlegungen fiir einen festen Durchlauf des Algorithmus anzustellen.
Zweitens werden sich gleich Aussagen iiber die Losungsmenge in Abhéngigkeit
von r ergeben, die zeigen, dass r nur von dem System (2.1), und nicht vom
Durchlauf des Algorithmus, abhéngt. Drittens werden wir bald, bei der Behand-
lung der Matrizen, eine andere Definition des Ranges an die Stelle der obigen
setzen, die diese Schwierigkeiten auflésen wird.

Wenn wir das Gleichungssystem einmal in Stufenform (M) umgeformt haben,
ist es leicht zu losen:

1. Fall. Eine der rechten Seiten d,41,..., 0, ist ungleich Null. In diesem Fall
widersprechen sich die Gleichungen; das Gleichungssystem hat also keine
Losung.

2. Fall. 6,41 = --- = ,, = 0. In diesem Fall hat das Gleichungssystem min-
destens eine Losung. Und wir konnen alle Losungen wie folgt angeben:
Die Werte der n — r Variablen x;, die keine Pivotvariablen sind, kénnen
beliebig gewahlt werden:

=N fir 1<i<n; i#j1,...,0 % Jr.
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Fiir jede solche Wahl bestimmt man die Werte der Pivotvariablen durch
Riickwértseinsetzen, indem man von unten her, d.h. mit der folgenden
Formel beginnt:

1
Zj, = ) (57“ - FYT(j7~+1)Ajr+l - 'an)‘n)
Yrjr

Nach r Schritten bekommt man so eine Formel fiir z;, .

Beachte, dass die Stufenform in jedem Fall r < n impliziert. Damit haben
wir (in Bezug auf jede Durchfithrung des Gauf3’schen Algorithmus und den zu-
gehorigen Wert von r) folgenden wichtigen Satz gezeigt, dessen ,entweder —
oder® die obige Unterscheidung von Fall 1 und Fall 2 wieder aufnimmt:

Satz 2.4.2. Seir der Rang eines linearen Gleichungssystems mit m Gleichun-
gen in n Variablen. Das System hat entweder gar keine Ldsung, oder die Werte
von n —r Variablen konnen beliebig gewdhlt werden.

Bemerkung 2.4.3. In folgenden Fillen hat das System (2.1) immer mindestens
eine Losung:

1. r = m, d.h. der Rang ist gleich der Anzahl Gleichungen: In diesem Fall
verschwindet bei keiner Gleichung die linke Seite.

2. Das Gleichungssystem (2.1) ist homogen, d.h. by = by = -+ = by, =
Ein homogenes System hat immer eine Losung, namlich ;1 = x»
z, = 0, die sogenannte triviale Losung.

3
e

SchlieBlich konnen wir die Félle genau charakterisieren, in denen das System
(2.1) eine und nur eine Losung hat. Um das Kriterium schlichter formulieren
zu konnen, beschrinken wir uns auf den Fall n = m, in dem es ebensoviele
Gleichungen wie Unbekannte gibt:

Satz 2.4.4. FEin Gleichungssystem mit n linearen Gleichungen in n Unbekann-
ten hat genau dann eine eindeutige Losung, wenn der Rang r =n ist.
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Beispiel 2.4.5. Betrachten wir ein System mit 5 Gleichungen in 5 Unbekann-

ten. Wir wollen das System fiir verschiedene rechte Seiten l6sen:

T1 T2 T3 T4 Ts

by by by by bs

21— 2o+ 223+ 224+ 35 =01 o)1 1 1-1 2 2 3 1 0 000
—x1 — ®o—2x35+ x4+ T5=Dby o111 1-1-2 1 1/ 0 1 000
2z +4xs+2x4 + 5 =103 0]1 1 2 04 21100 100

21 — 3T + 223 + 624 + 625 = by 0] 1] 4 1-3 2 6 6/ 0 0 010
—x1 — 3x2 — 223 + 324 + 625 = b5 0112 1-3-2 3 6/ 0 0 001

21— 2o+ 223+ 224+ 35 =01 o)1 1 1-1 2 2 3 1 0 000

— 2z + 3x4 +4x5 =ba + by 0] 212 0-2 0 3 4/ 1 1 000
2x9 —2z4 — bx5 =b3 — 2by 0 0 2 0-2-5|-2 0 100
— 2x9 +4xs+ 325 =bs — by 0 0-2 0 4 3|-1 0 010
— 4z + 524 + 925 =bs + by 0 3 0-4 0 5 9/ 1 0 001
— 2z +3x4 +4xs5 =ba + by 0 2 0-2 0 3 4,1 1 000
Ty — Ts=bz+by— by 0 1 0 00 1-1|1-1 1 100

x4 — x5=byg—ba—2b1 |0 1 0 00 1-1|-2—-1 010

— 24+ T5=bs—2bs—b1 |0 00 0-1 1|-1-2 001

— 2x9 +3x4+4z5 =b2+ b1 0 2 0-2 0 3 4,1 1 000
Ty — Ts=bz+by— by 0 1 0 00 1-1|1-1 1 100
0=bs4—b3—2ba—b1 |0 0 0 000 0)]-1-2-110

0=b5+b3—ba—2b1 |0 0 0 00 0 0]-2-1 101

Der rechte Teil obiger Tabelle ist nochmals dargestellt in Abbildung 2.2. Sie
zeigt ein Schema, in dem man nur die Koeffizienten der x; und der b; darstellt,

wihrend die Gleichungen transformiert werden.
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1 T2 T3 T4 5| b1 by b3 by b5
1 -1 2 2 3 1
-1 -1 -2 1 1 1
2 0 4 2 1 1
1 -3 2 6 6 1
-1 -3 -2 3 6 1
1 -1 2 2 3 1
0 -2 0 3 4 1 1
0 2 0 -2 —-5| =2 1
0 -2 0 4 3| —1 1
0 —4 0 5 9 1 1
1 -1 2 2 3 1
0 -2 0 3 4 1 1
0 0 0 1 —-1| -1 1 1
0 0 0 1 -1 -2 -1 1
0 0 0 -1 1] -1 -2 1
1 -1 2 2 3 1
0 -2 0 3 4 1
0 0 0 1 —-1| -1
0 0 0 0 0| -1 -2 -1 1
0 0 0 0 0| -2 -1 1 0 1

Stellen, die in diesem Schema leer bleiben, sind so zu verstehen, dass sie den
Eintrag 0 haben.

Abbildung 2.2: Schema fiir das Beispiel aus 2.4.5.
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Die Losungen fiir die drei Falle konnen nun wie folgt bestimmt werden:

1. xlz—%/\—lu

T = %)\
x3 = p (beliebig)
Ty = A

x5 = A (beliebig)

Die Losungsmenge ist also:

—3x-2u -3 -2
)

+u (\, p beliebig)

Il

>
= = ONIN
o O = O

1
A
A
2. Es gibt keine Losung; die Umformungen fiihren zu zwei widerspriichlichen

Gleichungen 0 = —3 und 0 = —1.

3. Die letzten beiden Gleichungen ergeben 0 = 0. Wir kénnen x5 = A und
x3 = p beliebig wahlen und erhalten die Losungen:

1 3
i : .
2 2 0
T = 01+ 0 +p 1| (A p beliebig)
1 1 0
0 1 0
Bemerkungen:

e Der Rang des Systems ist r = 3.
e Die Pivotvariablen sind x1, x2, 4.
e 13, x5 konnen beliebig gewahlt werden.

e Die Losungen im homogenen Fall (1) bilden eine Ebene im R® durch den
0

0
Ursprung 0= | . | € R™.

0
e Die Menge der Losungen im inhomogenen Fall kann leer sein (2) oder eine
Ebene im R® sein, die “parallel” zu der Ebene im homogenen Fall (3) ist.
e Im homogenen Fall (1) bilden die zwei Vektoren

3
-3 -2

<
Il
[ Y SISt
g
I



36 KAPITEL 2. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

ein sogenanntes Fundamentalsystem von Lésungen: Alle anderen Losungen
sind von der Form A - v + u - w, fiir beliebige A\, u € R.

2.5 Matrizen

Im vorangehenden Beispiel 2.4.5 haben wir gesehen, dass es zur Losung von
Gleichungssystemen nicht notwendig ist, mit den Gleichungen selbst zu arbeiten:
die Tabellen der Koeffizienten und Konstanten reichen aus. Solche Tabellen von
Koeffizienten nennt man Matrizen.

2.5.1 Rechnen mit Matrizen

2.5.1. [m x n-Matrizen mit reellen Eintréigen] Eine reelle m x n-Matriz ist ein
m-tupel von n-Tupeln reeller Zahlen, d.h. ein Element von (R™)™. Man schreibt
Matrizen tibersichtlicherweise als rechteckiges Schema A reeller Zahlen a;; mit
m Zeilen und n Spalten. Wir schreiben:

ail ai12 . a1y . A1n
a1 a2 . a2j . agn
A= (aij) = (aij)i=1,..n = ‘
I R n a1 ;2 Qg Ain
Am1 am2 cee Qmy cee Qmn

Die a;; heiflen die Eintrdge der Matrix. Der Index i bezeichnet die Zeile
und der Index j die Spalte, in der der Eintrag a;; steht. Wir bezeichnen mit
M, n(R), die Menge aller m x n-Matrizen A mit reellen Eintréigen.

Fiir ein lineares Gleichungssystem (2.1) nennt man die m x n-Matrix A =
(ai;) die Koeffizientenmatriz von (2.1).

2.5.2. [Spezielle Matrizen]

e m x 1-Matrizen sind (Spalten-) Vektoren

e 1 x n-Matrizen sind (Zeilen-) Vektoren mit n Eintréigen:

(CLl ag FEN an) .
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e Die m x n-Nullmatrix ist die Matrix, deren Eintrédge alle Null sind:

00 ... 0

00 ... 0
0=

00 ... 0

e n X n-Matrizen heiflen auch quadratische Matrizen:

ail a12 e ai; e A1n
a1 ag9 e ao; . A2n,
A= )
(4251 a2 Qg Qin
an1 AaAp2 ... QAp; ... Qpn
In einer quadratischen Matrix bilden die Eintrige aii,ass,...,an, die

sogenannte (Haupt-)Diagonale der Matrix. Die Menge aller quadratischen
Matrizen mit reellen Koeffizienten, mit n Zeilen und n Spalten bezeichnen
wir mit M, (R) = M, ,(R).

e Die n x n-Matrix mit Einsen in der Hauptdiagonalen und Nullen sonst
heifit n x n-Finheitsmatric E = E,. Genauer:

1 L
E,, = (6ij)nxn, mit dem Kronecker?-Symbol d;; = wenn Z ]
0 wenn i # j

1 0 100
Zum Beispiel B4 = (1), E;= (0 1) ., Es=(0 10
0 0 1

e Unter den quadratischen Matrizen A = (a;;) unterscheiden wir

Diagonalmatrizen, ai; =0 fiir ¢ # j,
obere Dreiecksmatrizen, a;; = 0 fiir + > j,
untere Dreiecksmatrizen, a;; =0 fiir ¢ < j:

an 0 e 0 ai; a2 ... Qin ail 0
0 as a2 ... Q2 a1 Q22
3 )
: . . 0
0 e 0 Ann, 0 Ann apl Ap2 ... Qpn

4Leopold Kronecker (1823-1891), sehr vielseitiger und produktiver Berliner Mathematiker,
der besonders die Algebra, Zahlentheorie und die Theorie der elliptischen Funktionen wesent-

lich bereichert hat — also fiir wesentlich mehr in Erinnerung behalten wird als nur fiir dieses
Null-Eins-Symbol.



38 KAPITEL 2. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

2.5.3. [Addition von (m X n)-Matrizen und Skalarmultiplikation]

Ahnlich wie in unserer Definition von Vektoren definieren wir die Summe zweier
m X n-Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) und die Skalarmultiplikation mit A € R
Eintrag fiir Eintrag:

A + B .= (aij + bij)7 AA = (/\a”)
Genauer:
ail N Al1n b11 . bln a1 + b11 N a1n + bln
a1 N aA2n, bgl . an as1 + bgl e a9, + an
+ =

Aml  --- Gmn b1 ... bmn Am1 +bm1 . Qmn + Omn

ail a2 BN QA1n /\a11 /\a12 NN )\aln

a1 a2 BN a2n Aagl Aa22 NN )\CLQn

A =
Aml Am2 .. Gmn Am1 Adm2 ... ANamn

Die Rechenregeln aus Satz 2.1.1 sind fiir Vektoren und daher auch fiir Ma-
trizen giiltig.

2.5.4. [Beispiel]

2 1 3 1 -1 0 § 4 12 -3 3 0
4(10—1)_3<0 2 1)_ <40_4)+ <o 6—3>
(5T 12
=46 -7

2.5.5. [Achtung] Die Addition ist nur fiir Matrizen derselben GréBle m x n
definiert.

Die folgende, fiir uns neuartige Operation erweitert die Niitzlichkeit der Ma-
trizen erheblich. Wir lassen sie hier vom Himmel fallen—die Motivation fiir diese
auf den ersten Blick sicher iiberraschende Definition des Matrizenprodukts wird
sich etwas spéiter aus der Theorie der linearen Abbildungen ergeben.

2.5.6. [Matrizenmultiplikation] Das Produkt einer m x n-Matrix A = (a;;) und
einer n x p-Matrix B = (b;j) ist definiert als die m x p-Matrix C' = (¢;) mit
den Eintrégen

n
Cik = E aijbik = a;1big + apbor + - - + ainbnk,
=1
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genauer:
k
b11 . blk - blp
a1 a2 . ayj . A1n
b21 - bgk - bgp
17— a1 a;2 Qi Qin -
bj1 b bjp
am1 am2 e Qmj N Amn,
bnl bnk bnp
k
C11 Clk Cip
= 11— Ci1 Cik Cip
Cm1 -+ Cmk .- Cmp

Merke: ¢;; = (i-te Zeile von A) - (k-te Spalte von B), wobei Spalten als (n x 1)-
und Zeilen als (1 x m)-Matrizen behandelt werden.

2.5.7. [Beispiele]

2.5.8. [Beachte]

e Das Beispiel zeigt, dass im allgemeinen AB verschieden von B A ist, wenn
beide Produkte definiert sind.

e Das Produkt zweier Matrizen A und B ist nur definiert, wenn die Anzahl
Spalten von A mit der Anzahl Zeilen von B iibereinstimmt.

e Quadratische Matrizen derselben Groflie konnen immer multipliziert wer-
den. (Wir werden spéter aber noch viele Beispiele sehen, wo AB # BA
auch fiir zwei quadratische xn-Matrizen A, B gilt.)
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2.5.9. [Spezialfille] Multiplikation einer m x n-Matrix A mit einem Vektor
x € R™

Z1

ail a12 aij Q1n b1
€2
: . n
Ax = (075] ;2 NN Qi RPN (0779 T = bl mit bi = E AijTj.
J i=1
Am1 Qm2 . Gmj .- Qmn b
Ln

Das Matrizenprodukt liefert uns also eine kurze Schreibweise fiir unser lineares
Gleichungssystem (2.1):

b1
Ar=0>b, wobei b= | :
bm
Das Problem, das Gleichungssystem (2.1) zu 16sen, kann nun wie folgt ausge-
driickt werden: fiir eine gegebene m x n-Matrix A und einen gegebenen Vektor
b € R™, finde alle z € R™ mit Az = b. Das Gauf3-Jordan Eliminations-Verfahren
besteht im Wesentlichen darin, die m x (n+ 1) Matrix (A|b), d.h. die Matrix A

erweitert um b als zusétzliche Spalte, durch elementare Zeilenumformungen in
eine Matrix in Stufenform zu bringen.

Satz 2.5.10. (Rechenregeln fiir Matrixmultiplikation) Seien A, A’ m x n-Mat-
rizen, B, B' n x p-Matrizen und C eine p X q-Matriz sowie A ein Skalar. Dann
gelten die folgenden Regeln:

(AB)C = A(BC) (A1)
(A+ A)B=AB+ A'B (A2)
A(B+ B')= AB+ AB’

En,A=A=AE, (A3)

(M)B = X\(AB) = A(AB) (A4)

Beweis. Diese Regeln konnen durch explizites Ausrechnen bewiesen werden.
Hierbei ist der Nachweis von (A1) schon am aufwéndigsten. Der Eintrag an der
Stelle (4, ¢) der Matrix (AB)C ist

> ( > aikbkm) Cmt = Y QikDkmCme = Y ik ( > bkmcmé) ;
m k m,k k m

was auch der Eintrag an der Stelle (¢,¢) in A(BC) ist.
Fiir den ersten Teil von (A2) beobachtet man lediglich, dass

Z(aij +ai;)bjk = Zaijbjk + Z i bin
j J

J
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ist.
Die Verifikation der weiteren Regeln seien dem geneigten Leser als Ubung
iiberlassen. O

Wir werden spéter sehen, dass es auch unmittelbare begriffliche Griinde fiir
diese Rechenregeln gibt, die man ohne Rechnungen mit vielen Indizes, dafiir auf
einer hoheren Abstraktionsstufe, einsehen kann.

Die Skalarmultiplikation kann iibrigens wie folgt durch das Matrizenprodukt
ausgedriickt werden:

200 ...0
a= | 0A0O B A=A (B
000...X

Das Produkt AB zweier Matrizen A und B ist nur definiert, wenn die Anzahl
der Spalten von A mit der Anzahl der Zeilen von B iibereinstimmt. Wenn wir
uns auf quadratische nx n-Matrizen A und B beschrianken, dann ist das Produkt
AB immer definiert und das Ergebnis wieder eine n x n-Matrix. Damit haben
wir auf der Menge M, »,(R) = M, (R) eine Multiplikation, die mit (A1)-(A4)
alle iiblichen Regeln erfiillt — aufler der Kommutativitéit: im allgemeinen ist
AB # BA. Eigenschaft (A3) liest sich wie folgt:

AE, = A=E,A fir alle A € M,(R).
Das bedeutet, dass die Einheitsmatrix E die Rolle eines neutralen Elements bzgl.

der Matrizenmultiplikation spielt, vergleichbar der ,,1“ bei den reellen Zahlen.

2.5.2 Matrizen und lineare Gleichungssysteme

Wir wollen nochmal die Niitzlichkeit von Matrizen verdeutlichen. Wir erinnern
uns, ein System linearer Gleichungen

Ax =1
heifit homogen, falls b = 0. Andernfalls nennt man es inhomogen.
Ts,1

Ts,2

Satz 2.5.11. Seixg = Ts3 | eine spezielle Losung des inhomogenen Systems

Ts,n

Az =b. (L)
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Th,1
Th,2
Ist xp, = .. eine Losung des homogenen Systems
g g Y

Th,n
Az =0, (H)

s0 ist xp + Xs eine Ldsung des inhomogenen Systems (2.1). Und umgekehrt,
zu jeder Lisung x des inhomogenen Systems (2.1) g¢ibt es eine Lisung xp des
homogenen Systems (H), so dass * = Xs + Xp.

Beweis. Sei xg eine spezielle Losung von (L).
(a) Ist x eine Losung von (H), dann gilt

Axp =0 und Axg =0.

Addieren wir beide Gleichungen, erhalten wir Axy + Axs = b. Da Axy + Axg =
A(xp + xs) nach (A2), folgern wir A(xp +xs) = b, d.h.  := xp, + x5 ist eine
Losung von (L).

(b) Ist = irgendeine Losung von (L), dann gilt

Azx =D
Axg = b.

Subtrahieren wir beide Gleichungen, so erhalten wir Ax — Axs = 0. Wieder mit
(A2) gilt Ax — Axs = A(x — x5). Und damit A(z — x5) = 0, d.h. xp, := 2 — X
ist eine Losung von (H) und folglich = xp + xs. O

2.5.12. [Merke] Die ,allgemeine Losung” des inhomogenen Gleichungssystems
ist die Summe einer speziellen Losung des inhomogenen Systems und der ,all-
gemeinen Losung® des homogenen Systems.

Definition 2.5.13. [Invertierbare Matrizen] Wir betrachten nur quadratische
n X n-Matrizen und setzen zur Abkiirzung F := E,.

Eine Matrix A € M, (R) heifit invertierbar (oder ‘regulér’, oder ‘nicht-
singulér’), falls es eine Matrix B € M,(R) gibt, so dass

AB = E = BA. (I)

Andernfalls wird A singuldr genannt.

Die Menge aller invertierbaren n x n-Matrizen mit reellen Eintragen wird mit
GL(n,R) oder auch GL,(R) bezeichnet. (,GL” steht dabei fiir ,general linear
group®.)

2.5.14. [Beachte] Ist A invertierbar, dann ist die Matrix B mit der Eigenschaft
(I) eindeutig bestimmt. Denn wenn B’ eine weitere Matrix mit AB’ = E = B’A
ist, so folgt

B =BE=B(AB')=(BA)B'=EB'=B'.

Wir nennen B die Inverse von A und schreiben B = A~1.
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Satz 2.5.15. (Eigenschaften invertierbarer Matrizen)

(1) E ist invertierbar und es gilt E = E~1.

(2) Falls A invertierbar ist, dann ist auch A=' invertierbar und (A=1)~! = A.
(3) Falls A und B invertierbar sind, dann auch AB und (AB)~! = B~1A~1L.

Beweis. (1) E-E=E=F-FE.
(2) AL A=E=A-A"%
(3) (AB)(B™'A™1) = A(BB™1)A™! = AEA™! = AA™! = F und

(B7*A™Y)(AB) =B Y (A'A) B=B"'EB=B'B=E. O

Beispiele 2.5.16. (a) Die Nullmatrix 0 ist nicht invertierbar.

(b) Sei A = <(1) (1)) Dann gilt AA = E. Das heifit A ist invertierbar und

A7t = A

(c) Falls eine Zeile (oder eine Spalte) von A nur aus Nullen besteht, dann
ist A nicht invertierbar.

(Ist zum Beispiel die erste Spalte von A der Nullvektor 0, dann ist die erste
Spalte von BA ebenfalls der Nullvektor 0 und damit gilt BA # FE fiir jede
Matrix B.)

(d) Die 2 x 2-Matrix A = (CCL Z) ist genau dann invertierbar genau dann,

wenn ad — bc # 0 ist. In diesem Fall ist

1 d b
—1 _ )
A " ad —be (—C a)'
d -=b

—C a

In der Tat erhalten wir fiir C := < > die Relation AC = (ad — bc)E. Ist

A invertierbar, so erhalten wir also durch Multiplikation mit A~! die Relation
C = (ad — bc)A~t. Aus A # 0 folgt C' # 0 und daher auch ad — be # 0. Ist dies
umgekehrt der Fall, so zeigt obige Rechnung, dass (ad —bc)~1C ein Inverses von
A ist.

Fiir n x n-Matrizen mit grolerer Zeilen- und Spaltenzahl n > 2 gibt es zwar
immer noch explizite Formeln fiir die Koeffizienten der inversen Matrix, sofern
sie existiert. (Stichwort ,, Cramersche Regel“, Satz 6.5.11.) Sie sind aber erheblich
komplizierter als in dem eben vorgefithrten Fall n = 2 und fiir die praktische
Rechnung unbrauchbar. Wir fragen daher nach einem Algorithmus, der erstens
herausfindet, ob eine gegebene n x n-Matrix A invertierbar ist, und falls ja, die
Inverse berechnet. Den Schliissel zu diesem Problem liefert uns folgender Satz.

Satz 2.5.17. Seien A und B zwei n X n-Matrizen. B ist genau dann die Inverse
von A (d.h. genau dann ist A invertierbar und B = A™!), wenn fiir alle x,y €
R™ gilt:

Ar =y <= z = By. (2.5)
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Beweis. Wir beweisen zuerst, dass (2.5) aus B = A1 folgt. In der Tat erhalten
wir aus Az = y durch Multiplikation von links mit A~! die Relation z = Ex =
A7Y(Az) = By. Umgekehrt folgt aus x = By durch Multiplikation mit A sofort
Ax = ABy = y.

Fiir die umgekehrte Implikation nehmen wir (2.5) an, d.h. wir nehmen an,
dass fiir alle z,y € R" gilt: Az =y <= = = By. Wir miissen daraus ableiten,
dass B = A~! ist. Sei dazu x € R" beliebig. Fiir y := Az erhalten wir dann
x = By = BAxz. Umgekehrt erhalten wir fiir y € R™ und z := By die Relation
y = Az = ABy. Beide Gleichungen gelten fiir alle Vektoren x bzw. y in R"™.
Daraus folgt BA = E,, = AB, nach folgendem Lemma:

Lemma 2.5.18. Sei C € M,(R) eine Matriz, so dass fir alle x € R™ gilt:
Cx =z. Dann ist C = E,,.

Beweis. Zum Beweis geniigt es, die Identitdt Cx = =z fiir die folgenden n Vek-
toren auszuniitzen:

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

€1 = , €2 = , €3 = PR €n = )

0 0 0 1
denn die Gleichung Ce; = e; besagt gerade, dass die i-te Spalte der Matrix C'
gleich der i-ten Zeile der Einheitsmatrix ist. O
(]

Dies legt uns folgende Vorgehensweise zur Berechnung der Inversen nahe:
Sei A € M, (R) gegeben. Betrachte das lineare Gleichungssystem

Az =y. (2.1)
Versuche dieses System nach = aufzulésen und versuche x durch y auszudriicken:
x = By. (2.2)

Wenn der Eliminationsprozess so durchgefithrt werden kann, dass das zweite
System zum ersten #quivalent ist, dann ist nach obigem Satz A invertierbar
und A~! = B. — Die Durchfithrung dieser Idee gibt uns den

Gauf3-Algorithmus, zweite Variante

Man fithrt den Algorithmus der Einfachheit halber gleich simultan fiir alle
Spalten der Einheitsmatrix auf der rechten Seite aus. Anders gesagt, man wendet
den Gauf’schen Algorithmus auf die n x 2n Matrix (A|E,) an, mit dem Ziel,
nicht nur A in Stufenform zu bringen, sondern am Ende eine n x 2n Matrix
der Form (E,|B) zu erhalten. Insbesondere miissen die Diagonalelemente der
Matrix links am Ende gleich 1 sein — dalfiir ist die Multiplikation gewisser Zeilen
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mit geeigeneten Skalaren, d.h. die elementare Umformung (E3) i.a. unerlésslich,
die wir in der ersten Variante des Algorithmus gar nicht bemiiht haben.

Wenn der Algorithmus eine Zeile erzeugt, in der alle Koeffizienten der lin-
ken Seite Null sind—anders gesagt, wenn der Rang von A kleiner als n ist—,
dann ist A nicht invertierbar. Andernfalls aber ist A invertierbar und die rechte
Teilmatrix B am Ende ist die inverse von A.

Wir wollen dies an zwei Beispielen illustrieren.

2.5.19. [Berechnung der Inversen]
1

11
Beispiel 1. A= (2 2 4] .Nun versuchen wir das System Az = y nach x
2 11

aufzuldsen:



46

KAPITEL 2. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

A E
T+ T2+ 3 = Y1 1 1 1 1 0 0
201 + 229 + 43 = Y2 2 2 4, 0 1 0
2r14+ xo+ w3 = Y3 21 1, 0 01
T1+ T2+ 3 = Y1 1 1 1, 1 0 0
+2z3 = —2y1+ Y2 0 0 2/-2 10
— X2— x3 = —211 + Y3 0-1-1|-2 0 1
T1+ X0+ x3 = Y1 1 1 1, 1 0 0
— X2— x3 = —211 + Y3 0-1-1|-2 0 1
203 = —2y1+ Yo 0 0 2/-2 10
1 = -y + Y3 1 0 0j-=1 0 1
— X2— x3 = —211 + Y3 0-1-1|-2 0 1
203 = —2y1+ Yo 0 0 2/-2 10
T = -1y + Y3 1 0 0|—-1 0 1
T2+ T3 = 2y - U3 01 1] 2 0-1
T3 = —y1+ 392 00 1-1 1 0
T = -1 + Y3 1 0 0|—-1 0 1
T2 = 3y1—%y2—y3 01 0 3 —% -1
T3 = —y1+ 302 00 1-1 % 0

E AL
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Dies zeigt, dass A invertierbar ist und

47

Beachte, dass fiir jedes b € R™ das System Az = b eine eindeutige Losung hat,

wenn A invertierbar ist, ndmlich = A~b.

Lose zum Beispiel

I1+ I2+ I3 = 1
2561 + 2562 + 4563 = —1
2$1+ I2+ I3 = 2

d.h.

1 11 1
Ar=(2 2 4)xz=1|-1
2 11 2
Die Losung ist
-1 0 1 1

11
Beispiel 2. A= (2 2 4
11
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Das System Az =y 2 2 4 0 1

T1+ T2+ T3=1Y1
2$1 + 2562 + 4563 = Y2 1 1 -1 0 0
r1+ To— X3= Y3

wird durch elementare Umformungen iibergefiihrt in

T +x2+ T3= Y1 0 0 91 9 1
2x3 = —2y1 + Yo
0=-3y1+v2+ys

Dieses System kann nicht iibergefiihrt werden in die

Form z = By. Also ist A nicht invertierbar.

0 0 0]-3 1

ail a2 e a1y e A1n
A=1i— a1 @32 Qi Qin
am1 Am2 ... Amj - Amn,

aill . a1 N am1
ai2 . a;2 e Am2

AT =
] — ayj Qi Amj



2.5. MATRIZEN 49

Die i-te Zeile von A wird die i-te Spalte von AT, die j-te Spalte von A wird die
j-te Zeile AT

Satz 2.5.21. (Regeln fiir die Transponierte) Fir alle m x n-Matrizen A und
A’ und jede n x p-Matriz B gilt

(AN =4, (A+ A" =AT+A), (AT =x4T, (4B)" = BTA”.

Beweis. Die ersten drei Regeln sind triviale Konsequenzen der Definition. Der
Eintrag an der Stelle (i,k) in AB is 3~ a;;bji, und das entspricht dem Eintrag
an der Stelle (k,4) in (AB)'. Wir kénnen diese Summe aber auch als > bjkais
schreiben, und damit sieht man unmittelbar, dass (AB)T = BT AT ist. O

Beachte, dass die Transponierte eines Produkts von Matrizen das Produkt
der transponierten Matrizen ist—freilich in umgekehrter Reihenfolge (ebenso
wie die Inverse eines Produkts).

Ubung 2.5.22. Zeige, dass fiir jede invertierbare n x n-Matrix A, auch AT
invertierbar ist und bestimme (AT)~!.
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Kapitel 3

Algebraische Strukturen

Nachdem wir die linearen Gleichungssysteme algorithmisch studiert und die
Matrizenrechnung definiert und eingeiibt haben, holen wir wieder einmal Luft
und nehmen einen neuen Standpunkt ein: den der mathematischen, genauer
algebraischen Strukturen. Dass sich dieser Schub von Abstraktion anschlieffend
wirklich auszahlt, werden wir im néchsten Kapitel sehen.

In diesem Kapitel fithren wir kurz und {iberblicksartig einige Standard-
begriffe der Algebra ein: Monoid, Gruppe, Ring, Korper. Der Korperbegriff
verallgemeinert die algebraischen Strukturen, die man von den rationalen oder
reellen Zahlen her kennt.

So werden wir insbesondere den begrifflichen Rahmen fiir die Theorie der
Vektorrdume haben, die uns dann eine Riickkehr zur Theorie der linearen Glei-
chungssysteme von einem hoheren Standpunkt aus erlauben wird.

3.1 Binire Operationen, Monoide

Wir kennen alle gewisse arithmetische Operationen, z.B. die Addition und Mul-
tiplikation ganzer oder rationaler Zahlen. Von solchen Beispielen ausgehend,
abstrahieren wir jetzt nur die formalen Eigenschaften solcher Operationen und
legen dafiir ein eigenes Vokabular an.

Definition 3.1.1. Eine bindre Operation auf einer Menge S ist eine Abbildung
Sx8S5S, (ab)— axb,

die also jedem geordneten Paar (a,b) von Elementen von S ein anderes Element
a b von S zuordnet.

Anstelle des neutralen Symbols * wird je nach Zusammenhang eine andere
Bezeichnung eingesetzt, etwa

additive Notation: a + b (diese Bezeichnungsweise gebraucht man nur dann,
wenn die Operation kommutativ ist, d.h. wenn fiir alle a,b € S gilt a+b =
b+ a.)

o1



52 KAPITEL 3. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

multiplikative Notation: a - b oder einfach ab

Definition 3.1.2. [Assoziative Operationen — Halbgruppen| Eine Operation
auf S heiflt assoziativ falls fiir alle a,b,c € S gilt

(G1) ax*(bxc)=(axb)*c

Ein Paar (S, *) bestehend aus einer Menge S und einer assoziativen Operation
x auf S heifit eine Halbgruppe.

Wenn es aus dem Zusammenhang klar ist, welche Operation * auf der Men-
ge gemeint ist, so schreibt man zur Abkiirzung die Halbgruppe oft einfach S,
anstelle von (S, *). Diesem iiblichen Bezeichnungsmifibrauch (in dem dasselbe
Zeichen S sowohl fiir eine nackte Menge, als auch fiir diese Menge mit ihrer
Halbgruppenstruktur steht) darf man sich genau dann anschlieffen, wenn man
ihn als solchen empfindet.

Definition 3.1.3. [Kommutativitéit] Eine Operation * auf einer Menge S heifit
kommutativ, wenn fiir alle a,b € S gilt

axb="bx*a.

Eine Halbgruppe mit einer kommutativen Operation heifit eine kommutative
Halbgruppe.

Beispiele 3.1.4. [Beispiele von Operationen]

1. Die iibliche Addition auf N, Z, Q, R, R™, M,, ,,(R) ist eine assoziative und
kommutative Operation.

2. Die iibliche Multiplikation auf N, Z, Q, R, M, (R) ist eine assoziative
Operation. Sie ist auch kommutativ auf N, Z, Q und R, aber nicht auf
M, (R) (fiir n > 2). Fiir n = 2 hat man z.B. das Gegenbeispiel

0 1\ /1 1\ (0 1 ” 1 1y _ (/1 1y/0 1
1 0/\0 1) \1 1 1 0/ \0 1 1 0/
3. Die Komposition o von Abbildungen der Menge {1,2,3,...,n} in sich

selbst ist, wie wir wissen, eine assoziative Operation auf der Menge T}, aller
dieser Abbildungen. Sobald n > 2 ist, ist sie nicht kommutativ. (Ubung!).

4. Es gibt ‘jede Menge’ Beispiele nicht-assoziativer Operationen. So ist etwa
die Operation a * b := a + 2b auf N (weder kommutativ noch) assoziativ;
denn

(Ix1)*x1=3%x1=5#7=1%x3=1x(1x1).

Bemerkung 3.1.5. Ein Produkt von vier Faktoren kann man in fiinf verschie-
denen Weisen klammern:

((a*xb)xc)xd, (axb)*(cxd), ax(bx(cxd)), (ax(bxc))xd, ax((bxc)xd).
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Ist die Operation * assoziativ, liefern alle diese Ausdriicke das gleiche Element
(Beweis?!). Mit vollstindiger Induktion (siehe die Analysis-Vorlesung) kann man
zeigen, dass auch in einem Produkt mit n Faktoren die Klammerung keine Rolle
spielt, falls die Operation assoziativ ist.

In diesem Sinn schreiben wir fiir assoziative Operationen auch einfach

S1% ek Sy = (oo ((51%52) % 83) % Sp_1) * Sp.

Definition 3.1.6. [Potenzen] Ist (.S, *) eine Halbgruppe, so kénnen wir die n-te
Potenz a™ jedes Elementes a € S fiir jede natiirliche Zahl n wie folgt bilden:

ai=a*xa*x---*xaq
—_——

n mal

Es gelten die folgenden Rechenregeln (in die die {ibliche Addition und Multipli-
kation natiirlicher Zahlen eingehen)
axa™m =a""",  (a")" =a"™ fiir alle n,m € N.
Wird die Operation additiv geschrieben, so heiflen die Potenzen Vielfache
und werden

n-a:=at+a+---+a
| R ——
n mal

geschrieben. Die obigen Regeln lauten dann:
n-a+m-a=Mm+m)-a, m-(n-a)=(mn)-a.

Definition 3.1.7. [Neutrales Element—Monoide] Ein Element e € S heifit
neutrales Element (fiiv die Operation * auf S) falls fiir alle a € S gilt

(G2) exa=a=axe.

Ein neutrales Element muss es nicht geben. Wenn es aber existiert, so gibt es
davon nur eines: Sind e und e’ neutrale Elemente, so folgt e = e x ¢/ = ¢€'.

Ein Monoid ist ein Tripel (M, x, e), das aus einer Menge M, einer assoziativen
Operation * und einem neutralen Element e fiir diese Operation besteht. Ein
Monoid ist demnach eine Halbgruppe zusammen mit einem neutralen Element.

In multiplikativer Schreibweise wird das neutrale Element meistens mit 1
bezeichnet, in additiver Notation mit 0. (Das gilt freilich nicht immer: das neu-
trale Element der Matrizenmultiplikation in A, (R) haben wir z.B. im letzten
Kapitel mit F,, bezeichnet.)

Beispiel 3.1.8. (a) (No,+,0), (N,-,1) und (Z, -, 1) sind Monoide.

(b) Sei ¥ ein ‘Alphabet’, d.h. eine Menge von Symbolen. Ein Wort iiber dem
Alphabet ¥ ist eine endliche Folge w = aias...a, von Symbolen a; € 3. Die
leere Folge, das leere Wort ist auch zugelassen und sei mit e bezeichnet. Auf der
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Menge X* aller Worter iiber X definieren wir die Operation % durch einfaches
Hintereinanderschreiben: Fir v = ajas...a, und w = b1bs ... b,, setzen wir

VERW = a1a2...0a,b1bs ... by,.

Dann nennt man (X*, x, ) das freie Monoid iiber dem Alphabet . — In der Tat
ist das Hintereinanderschreiben von Worten offenbar assoziativ, und das leere
Wort e ist ein neutrales Element.

Zu jeder mathematischen Struktur gehort eine Klasse von Abbildungen, die
‘diese Struktur respektieren’. Man nennt sie die zugehorigen Morphismen oder
Homomorphismen. Wir erlautern dies jetzt fiir den Fall der Halbgruppen und
Monoide.!

Definition 3.1.9. [Morphismen] (a) Seien (S7,*) und (S2,¢) Halbgruppen.
Eine Abbildung f: S; — S heifit (Halbgruppen-)Homomorphismus, oder Mor-
phismus von Halbgruppen, wenn sie mit den Halbgruppenoperationen im folgen-
den Sinne vertraglich ist:

f(sxt)=f(s)o f(t) fiiralle s,te 5.

Ein Morphismus f: S; — Sy heifit Isomorphismus, wenn es einen Morphismus
g: Sa — S1 gibt, so dass gilt:

gof=ids, wd fog=ids,.

Zwei Halbgruppen (S1,*) und (S2,¢) heiflen isomorph (in Zeichen: S; = Ss),
wenn es einen Isomorphismus f: 57 — Sy gibt.

Ein Endomorphismus einer Halbgruppe S ist ein Morphismus f: S — S
der Halbgruppe in sich selbst, und ein Endomorphismus, der gleichzeitig ein
Isomorphismus ist, wird Automorphismus genannt. Wir bezeichnen die Menge
aller Endomorphismen von S mit End(S), und mit Aut(S) die Menge aller
Automorphismen von S.

(b) Seien (My,*,e1) und (Ms, o, es) Monoide. Eine Abbildung f: My — Mo
heifit (Monoid-)Homomorphismus, oder Morphismus von Monoiden, wenn sie
ein Halbgruppenhomomorphismus ist, fiir den aulerdem gilt:

fle1) = ea.

Ein Morphismus f: M7 — M heifit Isomorphismus, falls es einen Morphismus
g: My — M gibt, so dass gilt:

gof=idy, und fog=idy,.

1Es gibt eine grundlegende mathematische Theorie, die genau auf dieser Parallelitit von
Strukturen und strukturerhaltenden Abbildungen beruht und sie allgemein prézisiert und
verallgemeinert: die Kategorientheorie, auch als ‘Theorie der Pfeile’ (welche ‘Abbildungen’
bezeichnen) oder als ‘abstrakter Unsinn’ bekannt. Anstatt der Mengenlehre kann man die
ganze Mathematik auch auf die Kategorientheorie griinden. — Eine Kategorie ist am einfach-
sten als eine Klasse von Objekten definiert, so dass zwischen je zwei Objekten X und Y eine
Menge von Morphismen Mor(X,Y) und eine ‘Komposition’ von Morphismen so festgelegt ist,
dass gewisse Regeln erfiillt sind. ..
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Zwei Monoide (Mj,*,e1) und (Ma,©,es) heiflen isomorph (in Zeichen M; =
My), wenn es einen Monoidisomorphismus f: My — My gibt. Endomorphismen
und Automorphismen von Monoiden sind analog zu denen von Halbgruppen
definiert — siehe oben.

Isomorphe Halbgruppen oder Monoide sind algebraisch gesehen nur verschie-
dene Realisierungen ein und derselben Struktur.

Beispiel 3.1.10. 1. Ist (S, *) eine Halbgruppe und s € S, so ist die Poten-
zierungsabbildung
ps:N— S n—s"

ein Halbgruppenhomomorphismus (N, +) — (.9, *).

2. Fiir Elemente m eines Monoids (M, *,e) definieren wir stets m® = e.

Dann ist fiir jedes m € M die Potenzierungsabbildung
ps: Ng—= M, n+—s"
ein Monoidhomomorphismus (Ng, +) — (.5, ).

3. Sei ¥ = {s} eine Menge mit genau einem Element und X* das freie Monoid
iiber 3. Dann ist die Potenzierungsabbildung

ps:Ng— X%, n+—s" =ssss---s
_—
n mal

ein Monoidisomorphismus.

4. Ist x € R™, so ist die Abbildung
fo: R=R" A=Az

ein Monoidhomomorphismus (R, +,0) — (R™, +,0).

Ubungen zu Abschnitt 3.1

Ubung 3.1.11. 1. Sei f: My — My ein Monoidhomomorphismus. Zeige,
dass f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn f bijektiv ist.

2. Zeige, dass fiir beliebige Monoide M7, M5 und M3 die Bedingungen M; =
My und Ms =2 M3 die Isomorphie M; = My implizieren.

Ubung 3.1.12. (Die universelle Eigenschaft des freien Monoids.) Sei ¥* das
freie Monoid iiber dem Alphabet X. Sei (M, *,e) ein Monoid und f: ¥ — M
eine Abbildung. Dann gibt es genau einen Monoidmorphismus f*: ¥* — M,
der f fortsetzt.

Ubung 3.1.13. Sind (M, *,ep) und (N, A, ex) Monoide und ist p: M — N
ein Isomorphismus von Halbgruppen, so ist ¢ auch ein Isomorphismus von Mo-
noiden.
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3.2 Gruppen

Definition 3.2.1. [Invertierbare Elemente] Sei (M, *,e) ein Monoid. Ein Ele-
ment a € M heiflt invertierbar, falls es eine Element b € M gibt, so dass gilt

axb=e="bxa.

Ein solches Element b heif3t dann Inverses von a und wird im allgemeinen mit
a~! (im Fall der additiven Notation der Operation aber mit —a) bezeichnet.
Damit diese Bezeichnung sinnvoll ist, miissen wir nachpriifen, dass das Inverse
eines invertierbaren Elements eindeutig bestimmt ist: Seien b und b’ Inverse von
a. Dann kommt

(G2

D pre=bx(axt) L ora)xt =extt Ly

b
Die Notation a~! fiir das Inverse ist also wohldefiniert.
Wir schreiben M * fiir die Menge aller invertierbaren Elemente in M.

Satz 3.2.2. (Regeln fiir das Inverse) Sei (M, *,e) ein Monoid.
(1) e ist invertierbar und e~* = e.
(2) Ist a invertierbar, so ist auch a=' invertierbar und es gilt (a=1)~! = a.

(3) Sind a und b invertierbar, so ist auch axb invertierbar und es gilt (axb)~! =
b=lxal.

Beweis. (1) Da e x e = e ist nach (G2), ist e invertierbar und seinem eigenen
Inversen gleich.

(2) Ist a invertierbar, so gilt a * a™! = e = a=! * a — somit ist auch a=!
invertierbar mit Inversem a.

(3) Sind @ und b invertierbar, so folgt

)—a*cfl:e

a
xe)xb=0b"txb=c.

)

(axb)* (b xa™) = ax((bxb Hxat)=ax*(ex
b txaHx(axb) = (b lx(atxa)xb=(0b""x

Also ist auch a * b invertierbar, mit Inversem b~ !« a~1. O

Bemerkung 3.2.3. In additiver Schreibweise ist ein Element a invertierbar,
falls es ein Element b gibt mit a + b = 0 = b + a. Wie oben schon bemerkt
schreibt man dann das Inverse von a als —a anstelle von a ™.

Definition 3.2.4. [Gruppen] Ein Monoid (G, ,¢), in dem jedes Element in-
vertierbar ist, heiflt eine Gruppe.
Demnach ist eine Gruppe also eine Menge G mit einer Operation

GxG5 G, (a,b)—axb

und einem ausgezeichneten Element e € GG, so dass die folgenden Eigenschaften
erfilllt sind:
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(G1) (Va,b,c€ G) ax(bxc)=(axb)x*c.
(G2) (VaeG)axe=a=exa.
(G3) Vae@)(Ibe@)axb=e=Dbx*a.

Definition 3.2.5. [Abelsche Gruppen] Eine Halbgruppe (bzw. ein Monoid, bzw.
eine Gruppe), deren Operation kommutativ ist, heifit eine kommutative Halb-
gruppe (bzw. Monoid, bzw. Gruppe). Kommutative Gruppen werden meistens
abelsche Gruppen genannt.?

Die additive Schreibweise benutzt man nur fiir kommutative Operationen.

Satz 3.2.6. Seien (G1,*, e1) und (Gz, 9, e2) zwei Gruppen, und sei f : G1 — Ga
eine Abbildung zwischen den zugrundeliegenden Mengen. Dann sind folgende
beiden Bedingungen dquivalent.

(HG) f ist ein Homomorphismus der Halbgruppen (G1, %), (Gz,9).
(GH) f hat die folgenden drei Eigenschaften:

(GH1) (Va,b € G1) f(axb) = f(a)o f(b).

(GH2) f(e1) = ea.

(GH3) (Va € G1) f(a™) = f(a)™".

Eine Abbildung, die diesen Bedingungen geniigt, heiit Gruppenhomomor-
phismus.

Beweis. Da nach Definition (HG) gleichbedeutend mit (GH1) ist, ist lediglich zu
zeigen, dass (HG) auch (GH2) und (GH3) impliziert. Nun ist aber fiir beliebiges
a€ Gy:

fla) = flaxer) = f(a)o f(er).

Wendet man auf beide Seiten dieser Gleichung f(a)~'¢ an, so kommt

ez = f(a)~" o f(a) = (f(a)~" o f(a)) o f(e1) = f(e),

und somit (GH2).
Weiterhin gilt dann fiir jedes a € Gy:

fla™) o fla) = fla™' xa) = fler) = ez

und ebenso f(a)o f(a™) = f(e1) = ez, womit f(a™!) als Inverses von f(a) und
also (GH3) nachgewiesen ist. O

2Niels Henrik Abel (1802-1829), Norwegischer Mathematiker; lebte zwischen Christiania
(dem heutigen Oslo), Berlin und Paris. Er hat als erster einen vollstindigen Beweis der Tat-
sache geliefert, dass es im allgemeinen fiir algebraische Gleichungen des Grades 5 oder héher
keine expliziten Losungsformeln mit beliebigen Wurzelausdriicken geben kann. In diesem Zu-
sammenhang hat er auch in der Tat die Kommutativitdtsbedingung fiir gewisse Permutations-
gruppen als erster betrachtet. Auflerdem hat er in seinem kurzen Leben Beitrage zur Theorie
der Potenzreihen und analytischen Funktionen (sogenannte elliptische und ‘abelsche’ Integrale
und Funktionen) geliefert, ohne die die Mathematik heute wohl anders aussihe.
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Beispiele 3.2.7. (a) Beispiele abelscher Gruppen sind: (Z,+,0), (Q,+,0),
(R, +,0), (R™,+,0) und (M,, ,,(R), +,0).

(b) Fiir jedes n € N ist das Tripel (GL,(R),-, E,,) eine Gruppe, wobei die
Operation - das Matrizenprodukt ist. Im Fall n = 1 ist diese Gruppe isomorph
zu (R*,-,1) (Ubung!) und also abelsch. Aber fiir n > 2 ist sie nicht abelsch. Fiir
n = 2 folgt das aus Beispiel 3.1.4(2).

Satz 3.2.8. Sei (M, x,e) ein Monoid und bezeichne mit M* die Menge seiner
invertierbaren Elemente. Dann macht die Finschrdinkung der Monoidoperation
auf M>* x M* die Menge M* zu einer Gruppe mit neutralem Element e.

Beweis. Fir a,b € M* liegt das Produkt a * b ebenfalls in M*, gemifl
Satz 3.2.2(3). Also liefert * durch Einschrinkung tatséchlich eine Operation
M* x M* — M*.

Da die Operation * auf ganz M assoziativ ist, gilt dies auch fiir die Ein-
schrinkung auf M*, d.h. wir haben die Eigenschaft (G1). Nach Satz 3.2.2(1)
liegt e € M* und ist offenbar ein neutrales Element auch fiir M *, also haben
wir (G2). SchlieBlich ist jedes a € M ™ invertierbar in M (nach Definition von
M*), und sein Inverses a~! liegt wieder in M* nach Satz 3.2.2(2). Somit ist
auch (G3) erfiillt. O

Definition 3.2.9. [Einheitengruppe] Ist M ein Monoid, so heifit die Gruppe
(M*,-,e) die Einheitengruppe von M. Ihre Elemente heiflen Finheiten von M.

Beispiele 3.2.10. 1. (Z,-,1) ist ein Monoid. Seine einzigen invertierbaren
Elemente sind +1 und —1. Also ist Z* = {+1, —1}; dies ist eine Gruppe
bzgl. der Multiplikation.

2. (Q,-,1) ist ein Monoid. Alle von null verschiedenen Elemente sind inver-
tierbar in Q, d.h. Q* = Q\ {0} ist die Einheitengruppe von (Q, ).

3. Sei M eine Menge. Die Menge Ty aller Abbildungen f: M — M ist ein
Monoid bzgl. der Hintereinanderausfithrung o von Abbildungen. idy; ist
das neutrale Element (siehe Kapitel 1). Die Menge Sy := T;; ist dann
gerade die Menge der Bijektionen, oder Permutationen von M. Insbeson-
dere ist Sys eine Gruppe bzgl. der Komposition o. Diese Gruppe ist nicht
kommutativ, falls M mindestens drei verschiedene Elemente enthilt. Die
Gruppe Sy heifit die symmetrische Gruppe auf M. Als wichtigen Spezi-
alfall finden wir fir M = {1,...,n} die symmetrische Gruppe S,, := Sy
wieder, die schon am Ende des ersten Kapitels betrachtet wurde. Sie ist
also die Einheitengruppe des Monoids 7;, aller Selbstabbildungen von

{1,...,n}.

4. Die Menge M,,(R) aller nxn-Matrizen mit reellen Eintréigen ist ein Monoid
bzgl. der Matrizenmultiplikation. Das neutrale Element ist die Einheitsma-
trix E,, und die Einheitengruppe ist die Menge GL,(R) = M, (R)* aller
invertierbarer reeller n x n-Matrizen, die ebenfalls im 2. Kapitel schon
eingefiihrt wurde. Wir haben schon gesehen, dass diese Gruppe fiir n > 2
nicht abelsch ist.
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5. Sei (G, *,e) eine Gruppe und a € G. Dann definieren wir fiir jede ganze

Zahl n € Z:
axax*---xa (nmal) fallsn >0
a":=<e fallsn =0
(a=m)~t fallsn < 0

Dann gilt fiir alle n € Z die Formel

oder anders gesagt: Die Abbildung
Yo 1 L — G Yo i a”

ist ein Gruppenhomomorphismus von (Z,+,0) nach (G, *, €).

Ubungen zu Abschnitt 3.2

Ubung 3.2.11. Zeige, dass die symmetrische Gruppe S, genau dann abelsch
ist, wenn n < 2. (Beachte, dass T, nicht kommutativ ist !)

Ubung 3.2.12. Ein Element f einer Halbgrupep (S, *) heifit idempotentes Ele-
ment, oder Idempotent, wenn f2 = f x f = f gilt. Zeige:

(1) Morphismen von Halbgruppen bilden Idempotente in Idempotente ab.
(2) Ist (S, *,e) eine Gruppe, so ist e das einzige Idempotent in S.

(3) SchlieBe aus (2), dass jeder Halbgruppenhomomorphismus zwischen Grup-
pen die neutralen Elemente aufeinander abbildet.

Ubung 3.2.13. Beschreibe die Idempotenten in der Halbgruppe Ths der Selbst-
abbildungen der Menge M.

Konnen Sie eine Verbindung zu Repriisentantensystemen von Aquivalenzre-
lationen herstellen?

3.3 Ringe und Korper

Schon in einigen der vorstehenden Beispiele traten Mengen auf, auf denen zwei
verschiedene Operationen definiert sind: eine Addition und eine Multiplikation.

Definition 3.3.1. [Ring] Eine Menge R mit zwei (binéiren) Operationen + und
- und einem ausgezeichneten Element 0 (also das Quadrupel (R, +,-,0)) heifit
ein Ring, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(R1) (R,+,0) ist eine abelsche Gruppe,
(R2) (R,-) ist eine Halbgruppe, und
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(R3) es gelten die Distributivgesetze:

(Va,b,c € R) a-(b+c)=a-b+a-c
(Va,b,c € R) (b+c)-a=b-a+c-a

Gibt es dariiber hinaus auch ein Element 1 € R, welches von 0 verschieden ist
und (R,-,1) zu einem Monoid macht, so heifit (R,+,-,0,1) ein Ring mit Eins
oder ein unitdirer Ring. Ein Ring heift kommutativ, falls (auch) die Multiplika-
tion - auf R kommutativ ist.

Beispiele 3.3.2. Die ganzen Zahlen sind die zugrundeliegende Menge eines
kommutativen Rings: (Z,+,-,0,1). Fiir alle n > 2 bilden die quadratischen
Matrizen einen nicht-kommutativen Ring (M, (R), +,-, 0, E,,).

Definition 3.3.3. Seien R und S Ringe mit Eins. Eine Abbildung f: R — S

heilt ein Homomorphismus unitdrer Ringe, wenn fiir alle z,y € R gilt:

fl@+y) =fl)+fly), [fle-y)=[f(x) - fly), wd f(r)=1s.

Ein solcher Homomorphismus f heiit (Ring-)Isomorphismus, falls es einen Ho-
momorphismus g: S — R unitéirer Ringe gibt mit

gof:idR und ng:ids.
Ubung 3.3.4. In einem Ring R gilt stets a -0 =0 = 0 - a, fiir alle a € R.

Freilich kann es in gewissen Ringen Elemente a, b geben, die beide nicht null
sind, fiir die aber a - b = 0 wird. Solche Elemente nennt man Nullteiler. Zum
Beispiel hat man in M3(R):

0 1\ (0 1)_(0 0

00 0 0) \0o 0)°
Definition 3.3.5. [Korper| Ein kommutativer Ring K mit 1, in dem 0 # 1 und
K* =K\ {0} ist, heiit ein Kdrper.

Da Korper eine besondere Sorte unitéirer Ringe sind, ist damit auch definiert,
was ein Kérperhomomorphismus und Korperisomorphismus ist.

Beispiele 3.3.6. [von Kérpern:] Q, R mit der iiblichen Addition und Multipli-
kation sind Korper. Dagegen ist Z kein Korper.

Bemerkung 3.3.7. (a) In einem Korper K bilden die von 0 verschiedenen
Elemente eine multiplikative Gruppe K* = K\ {0}, nach Satz 3.2.8.

(b) In einem Korper kann es keine Nullteiler geben, d.h. aus ab = 0 folgt
a =0 oder b=0.

In einem Korper hat man die arithmetischen Rechenperationen, die von
den reellen Zahlen her vertraut sind: Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division durch Elemente, die von 0 verschieden sind. Aber Korper kénnen sehr
verschieden von dem Korper der reellen Zahlen sein.
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3.3.8. [Zusammenfassung] Wir fassen die definierenden Eigenschaften eines
Korpers noch einmal auf einen Blick zusammen.

Ein Kérper ist eine Menge K, zusammen mit zwei Operationen + und - und
zwel ausgezeichneten Elementen 0 # 1, so dass die folgenden Aussagen erfiillt
sind:

1) (Va,b,c € K) a+(b+c)=(a+b)+e¢c, albc)= (ab)c
2) (Va € K) a+0=a, a-1=a

3) (WVaeK)(FbeK) a+b=0, aZ20= (Ace K)ac=1
4) (Va,b € K) a+b=b+a, a-b=b-a

5) (Va,b,c € K) a(b+c¢) = ab+ ac

==

Beispiel 3.3.9. [Komplexe Zahlen] Auf C := R? definieren wir eine Addition
und eine Multiplikation durch die Formeln

(z,y)+ (", y) = (x+2",y+y) uwnd (2,9) (2',y) = (22’ —yy', 2y +2"y).

Die Elemente von C heifien komplexe Zahlen. Es ist eine elementare Ubung, die
Kérperaxiome fiir (C, +, -, (0, 0), (1, 0)) nachzupriifen. Das multiplikativ neutrale
Element ist 1 := (1,0) und 0 := (0,0) ist das additive neutrale Element. Man
schreibt auflerdem
i:=(0,1).

Dann gilt i = (—1,0) = —1, d.h. —1 ist in C ein Quadrat.

Die reellen Zahlen werden nach C iiber die erste Komponente eingebettet.
In der Tat gilt:

(a,0) + (¢,0) :== (a+¢,0), und (a,0)-(c,0):= (ac,0)
fiir alle a, c € R. Die Abbildung
¢:R—=C, ar (a,0)

ist also ein injektiver Kérperhomomorphismus. In diesem Sinne betrachten wir
R als eine Teilmenge von C, die bzgl. der Einschrankung von Addition und
Multiplikation ein Korper ist. Man sagt, R ist ein Teilkorper oder Unterkéorper
von C.

Jede komplexe Zahl (z,y) kann in genau einer Weise als

(r,y) =z +iy, z,yeR

geschrieben werden. Ab jetzt werden wir komplexe Zahlen stets in dieser Form
schreiben. Es gilt

(z +iy) + (¢ +iy') = (x +2") +ily +9)

und
(z +iy) (2" +iy') = (xa’ —yy') +i(yz’ + 2y).
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Beispiel 3.3.10. [Der Korper mit zwei Elementen Z/2Z) Sei Z/27Z = {0,1}
und definiere eine Addition +5 und eine Multiplikation -9 auf dieser Menge wie
folgt:

4+, |0 1 5|0 1
0|0 1 010 0
1110 110 1

Es ist nicht schwer nachzupriifen, dass Z/27Z auf diese Weise ein Kérper wird.

Man kann diesen Korper als eine algebraische Formalisierung des Umgangs
mit den Begriffen gerade fiir 0 und ungerade fiir T auffassen. Wegen T +21 =10
hat man in diesem Kérper —1 = 1. Obwohl das etwas gewohnungsbediirftig er-
scheinen kann, ist dieser Korper ein grundlegendes Hilfsmittel in der Kodierungs-
theorie.

Ubung 3.3.11. Sei F := {T,F} und definiere die Multiplikation und Addition
auf F durch

a-b:=aAb und a+b:=(aA-b)V(bA-a).
Zeige, dass (F,+, -, F,T) ein Korper ist und dass die Abbildung
[:F—7/22, Tw—1, F—0
ein Korperisomorphismus ist.
Beispiel 3.3.12. [Die Ringe Z/nZ] Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Sei
Z/nZ :={0,1,2,...,n — 1}
und definiere Operationen +,, und -, auf Z/nZ wie folgt

a+,b =7, falls a 4+ b bei Division durch n den Rest r ldsst

a-nb :=3, falls a - b bei Division durch n den Rest s ldsst.

Wir erinnern hierzu an die Division mit Rest: Fiir jede natiirliche Zahl n > 0
und jede ganze Zahl b € Z gibt es ganze Zahlen ¢ und r, so dass gilt:

b=qg-n+r und 0<r<n.

Die Zahlen ¢ und r sind durch n und b eindeutig bestimmt. Die Zahl r heifit der
Rest von b modulo n.
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Beispiele 3.3.13. n = 3:

+3 |0 T 2 5[0 12
FIEEE FIERE,
I|120 1|01 2
2 201 2|02 1
n=4
+ |01 23 4|0 T 23
0|0123 0/0000
I|12370 T|01 23
212301 2|02 0 2
330712 3103321

Satz 3.3.14. Mit den Operationen +, und -, bildet die Menge
Z/nZ={0,1,2,...,n — 1}

einen kommutativen Ring; 0 bzw. 1 sind die neutralen Elemente der Addition
bzw. Multiplikation.

Hier ein kurzes Programm dessen, was fiir den Beweis dieses Satzes genau
nachzupriifen ist:

e Die Relation ,a = b (mod n)“ [lies: a kongruent b modulo n| auf Z, die
zwischen zwei ganzen Zahlen a und b genau dann besteht, wenn a und b
den gleichen Rest bei Division durch n lassen, ist eine Aquivalenzrelation.
Die Aquivalenzklasse einer ganzen Zahl a: {b € Z : a = b (mod n)}, ist
gerade die Menge

a={a+kn:keZ}=a+kZ.

Das oben benutzte Zeichen @ (fiir a =0,1,2,...,n— 1) fiir ein Element
von Z/nZ steht als Abkiirzung fiir die Aquivalenzklasse von a. Die Menge
Z/nZ ist die Menge der Aquivalenzklassen der Kongruenz modulo n.
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e Ist a = d’ (mod n) und b =¥ (mod n), so ist auch a+b = a’ + b (mod n)
und a -b = o' - b (mod n). Mit anderen Worten: Die iibliche Additi-
on bzw. Multiplikation ganzer Zahlen ergeben eine wohldefinierte Additi-
on bzw. Multiplikation auf der Menge der Aquivalenzklassen modulo n.
(Man vergrobert also die Operationen ganzer Zahlen lediglich so, dass
man alles durch n Teilbare systematisch vernachlissigt.) So ergibt sich
die oben definierte Addition 4+, bzw. Multiplikation -, auf Z/nZ. Um
diese Aussage beispielsweise fiir die Multiplikation nachzuweisen, neh-
me an, a = ¢’ (mod n) und b = V' (mod n). Dann gibt es also gan-
ze Zahlen k, ¢ € Z, so dass ' = a + kn;b' = b+ ¢n ist. Wir erhalten
a'b’ = ab + (kb + fa + kfn)n, mithin o'’ = ab (mod n) wie behauptet.

e Die Ringeigenschaften fiir Z/nZ ergeben sich dann automatisch aus der
Tatsache, dass Z ein Ring ist, ‘durch Vergroberung modulo n’. Zum Bei-
spiel ergibt sich die Assoziativitit aus

(@+b)+c=a+b+ec=(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c=a+(b+7).

Aquivalenzrelationen und Partitionen

Um die vorstehende Beweisskizze zu verstehen, wiederholen wir hier den Zusam-
menhang zwischen Aquivalenzrelationen und Partitionen einer Menge. Zunéchst
diese beiden Begriffe:

Definition 3.3.}5. Sei M eine Menge. Eine Relation ~C M x M auf der
Menge M heifit Aquivalenzrelation, falls sie reflexiv, symmetrisch und transitiv
ist, wobei diese drei Eigenschaften wie folgt definiert sind:

(R) (Reflexivitit) (Ve € M)z ~
(S) (Symmetrie) (Ve,ye M)z ~y=y~x
(T) (Transitivitdt) (Vo,y,z e M)z ~yAy~z=>ax ~2

Definition 3.3.16. Eine Menge P C P(M) von Teilmengen von M heifit Par-
tition von M, wenn gilt:

(P1) M=UP=U{A: Ac P}
(P2) (VA,BEP)ANB#0)= A= B.

Anschaulich kann man diese Bedingungen auch so formulieren, dass jedes
Element m € M in genau einer der Mengen liegt, die zu P gehoren. Die Bedin-
gung (P2) garantiert hierbei die Eindeutigkeit.

Wir werden gleich sehen, dass Partitionen und Aquivalenzrelationen letzt-
endlich die gleichen Strukturen beschreiben, allerdings aus verschiedenen Blick-
winkeln. Vermittelt wird zwischen beiden durch den Begriff der Aquivalenzklas-
se: Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge M und ist € M, so nennen
wir die Teilmenge
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die A quivalenzklasse von x. Wir schreiben
M/ ~={z:ze M} CP(M)
fiir die Menge der Aquivalenzklassen.

Lemma 3.3.17. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, so bildet die Menge
M/ ~ der Aquivalenzklassen eine Partition von M.

Beweis. Dass ~ reflexiv ist, besagt gerade, dass jedes Element x € M in der
Aquivalenzklasse T enthalten ist. Also ist | J M/ ~= M.

Sind Z und § Aquivalenzklassen, deren Durchschnitt ein Element z enthiilt,
so folgt fiir jedes @« € T aus a ~ z, x ~ z und z ~ y wegen der Transitivitit
von ~ auch a ~ y; also T C 3. Vertauschen der Rollen von z und y liefert nun
y C 7, also Gleichheit. O

Bemerkung 3.3.18. Dieses Lemma zeigt, dass eine Aquivalenzklasse durch
jedes beliebige ihrer Elemente eindeutig bestimmt, man sagt: reprdisentiert ist.
Wihlen wir aus jeder Aquivalenzklasse der auf M gegebenen Aquivalenzrelation
~ genau ein Element aus, so enthalten wir ein Reprdsentatensystem R fiir ~:

VMreM)3reR)x~r; (Vr,r' € Ryr ~7r' = r=r1'.

[Es ist im allgemeinen nicht unproblematisch, ‘aus jeder Klasse ein Element
auszuwéhlen’, sobald die Menge der Klassen unendlich (und ‘grofler als N”)
ist. Um derartige Fragen zu regeln, gibt es in der Mengenlehre das sogennante
Auswahlaziom, dem manche Mathematiker freilich skeptisch gegeniiberstehen.]

Satz 3.3.19. Die Aquivalenzrelationen und die Partitionen auf einer Menge M
ensprechen einander bijektiv vermaoge der folgenden beiden zueinander inversen

Abbildungen:
~—= M)~ Pirsp, ~pi={(x,y) € M X M : (AP € P)z,y € P}

Hat man diese Aussage erst einmal verstanden, ist der Beweis mithilfe des
Lemmas eine einfache Ubung.

Kehren wir nun zu unserem Besipiel Z/nZ zuriick: dort geht es um die
Aquivalenzrelation auf Z, die fiir a,b € Z genau dann erfiillt ist, wenn a =
b (mod n) gilt. Thre Aquivalenzklassen sind die @ = {a + kn : k € Z}. Ein
gebriuchliches Reprisententantensystem fiir diese Aquivalenzrelation, das wir
auch beim ersten Hinschreiben von Z/nZ benutzt haben, ist

R={0,1,...,n—1} C Z.
Satz 3.3.20. Z/nZ ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Als Voriiberlegung hierzu studieren wir die (multiplikativ) invertierbaren
Elemente, d.h. die Einheitengruppen unserer Ringe:
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Bemerkung 3.3.21. [Multiplikativ invertierbare Elemente in Z/nZ] Wir schrei-
ben (Z/nZ)* fiir die Menge der (bzgl. der Multiplikation) invertierbaren Ele-
mente des Rings Z/nZ. Aus Satz 3.2.8 wissen wir dann, dass (Z/nZ)* bzgl. der
Multiplikation eine Gruppe bildet.

In den beiden Beispielen oben priift man nach, dass (Z/3Z)* = {1,2} und
(Z/A7)* = {1,3} ist. Um allgemein die Elemente a € (Z/nZ)* zu charakteri-
sieren, gehen wir bis auf die Definition der Invertierbarkeit zuriick:

@ invertierbar in Z/nZ <~ (T eZ/nZ)a-,z=1
— (I €Z)(FyeZ)a

@ ist demnach genau dann invertierbar in Z/nZ, wenn die Gleichung ax —ny = 1
mit x,y € Z losbar ist. Das aber ist genau dann der Fall, wenn a und n zuein-
ander teilerfremd sind: ggT(a,n) = 1. Diese letzte Aquivalenz weist man mit
Hilfe des Fuklidischen Algorithmus nach. So nennt man das folgende sukzessive
Dividieren mit Rest:

roi:=a = q-n+mn (r1 <n)
Q=N = q2°T1+7T2 (ra <r1)
Te—2 = Qe Te—1+T0 (re <re-1)
To—1 = Qu1-1¢+0
Dann ist ggT(a,n) = ggT(n,r1) = ggT(r1,r2) = ...ggT(re—1,7¢) = r¢ und

dieser grofite gemeinsame Teiler ldsst sich durch Riickeinsetzen der Gleichun-
gen in der Form za + yn, mit x,y € Z darstellen. Umgekehrt ist offenbar jeder
gemeinsame Teiler d von a und n, der sich als d = za + yn schreiben lésst,
grofiter gemeinsamer Teiler.

Beispiel 3.3.22. Wir wollen den gréffiten gemeinsamen Teiler von 8 und 19
mit dem euklidischen Algorithmus bestimmen und aus Vielfachen dieser Zahlen
kombinieren.

19 = 2-8+43
8§ = 2342
3 = 1-2+41
2 = 2-140

Der ggt ist also 1 (das sah man schon vorher...), und durch Riickeinsetzen er-
halten wir die Darstellung:

1=3-1-2=3-1-(8-2-3)=3-1-(8—2-(19—2-8))
=(19-2-8)—(8—-2-(19-2-8))=3-19—7-8.

In der Tat ist 57 — 56 = 1.

Wir haben also bewiesen:
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Satz 3.3.23. Ein Element a € Z/nZ ist genau dann multiplikativ invertierbar
(bzgl. -, ), wenn a und n teilerfremd sind:

(Z/nZ)* ={a € Z/nZ : ggT(a,n) = 1}.
Beispiel 3.3.24. (Z/5Z)* = {1,2,3,4}, (Z/12Z)* = {1,5,7,11}.

Aus dem letzten Satz folgt sofort, dass Z/nZ genau dann ein Koérper ist
(anders gesagt: dass genau dann (Z/nZ)* = (Z/nZ) \ {0}), wenn alle Zahlen
1,2,...,n—1 zu n teilerfremd sind. Das aber ist genau dann der Fall, wenn n
Primzahl ist.

Beispiele 3.3.25.
o 727, 7J3Z, ..., Z/A9999Z, .. .sind Korper.
e Die folgenden Ringe sind keine Korper: Z/4Z, Z/6Z, ..., Z/111Z, ...

Ubungen zu Abschnitt 3.3

Ubung 3.3.26. Sei K ein Korper, a € K, und F := K? = {(2,%): 2,y € K}.
Auf F definiere Addition und Multiplikation durch

(z,y)+ (", y) = (z+a',y+y)  und  (z,y)-(2),¢) == (w2’ +ayy’, 2y’ +a'y).
1. Zeige, dass (F, +, -, (0,0), (1,0)) ein Ring mit Eins ist.
2. Fiir (z,y) € F definiere N(z,y) := 2% — ay®. Dann gilt:
N((z,y)(«',y') = N(z,y)N(',y').

3. F* = {(z,y) € F: N(z,y) # 0}, und fiir (z,y) € F* hat man

(z,y)~" = (N(i, y)’_N(z,y)) '

4. F ist genau dann ein Korper, wenn a kein Quadrat in K ist, d.h. wenn
a # b? fiir alle b € K gilt.

5. Zeige, dass fiir K = R und a = —1 der Korper F isomorph ist zum Korper
C der komplexen Zahlen.

6. Sei K = Q. Fiir welche natiirlichen Zahlen a € N ist F ein Korper?

Ubung 3.3.27. Sei M eine Menge und (R, +,-,0,1) ein Ring mit Eins. Dann
bildet die Menge R aller Funktionen f: M — R einen Ring bzgl.

(f +9)(@) = f(x) +9(z), (f-9)(x) = f(z)-g(z),

wo die konstante Funktion 0(x) := 0 das additive neutrale Element und die
konstante Funktion 1(x) := 1 das multiplikative neutrale Element ist.
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Ubung 3.3.28. Sei (R, +,-,0,1) ein Ring mit Eins und n € N. Dann ist die
Menge M, (R) aller (n x n)-Matrizen mit Eintréigen in R ein Ring mit Eins bzgl.
der iiblichen Addition und dem Matrizenprodukt.

Ubung 3.3.29. (Darstellung komplexer Zahlen als Matrizen.) Wir definieren
eine Abbildung

p: C— Ma(R), o(x+iy) = (; ;y>

Zeige, dass ¢ ein injektiver Homomorphismus unitérer Ringe ist.

Ubung 3.3.30. (Invertierbarkeit von (2 x 2)-Matrizen) Sei K ein Korper und

A= (‘CL Z) € My(K).
Wir definieren die Determinante von A als
det(A) := ad — bc.
1. Fir A, B € M»(K) gilt det(AB) = det(A) det(B). Die Abbildung
det: (M2(K),-, Es) — (K, -, 1)
ist sogar ein Morphismus von Monoiden.

2. Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0 ist, und in

diesem Fall gilt
1 d —b
A7l = —— .
det A (—c a)
Ubung 3.3.31. (Quaternionen) Betrachte die Menge
H:= {<Z —_w) € My(C): z,w € (C}
w Oz

komplexer Matrizen.

1. Zeige, dass H ein Unterring von Ms(C) ist, d.h. dass diese Teilmenge unter
Addition und Multiplikation abgeschlossen ist, und dass sie die Einheits-
matrix 1 enthélt.

2. Zeige, dass die Elemente

10 . (i 0 .. (0 -1 (0 =i
(0 =0 5) = () e ()
von H folgende Gleichungen erfiillen:
iZ=j2=k>=-1

sowie
ij=-ji=k, jk=-kj=1i, ki=-ik=]j.

3. H* =H\ {0}.
4. Welche Korperaxiome sind fiir H nicht erfillt?



Kapitel 4
Vektorraume

Den Begriff des Vektorraums kann man als eine Abstraktion und Verallgemei-
nerung der Struktur auffassen, die wir auf der Menge R™ kennengelernt haben:
mit einer Addition und einer Skalarmultiplikation. Dabei abstrahieren und ver-
allgemeinern wir ganz im Sinne des letzten Kapitels: Einerseits werden anstelle
des Grundkorpers R der reellen Zahlen beliebige Korper zugelassen. Anderer-
seits 16sen wir uns von der konkreten Gestalt der Elemente als n-Tupel und
fordern nur noch formale Regeln, denen die Addition und Skalarmultiplikation
gehorchen miissen. Der Vorteil dieser abstrakten Begriffsbildung ist enorm: Vek-
torrdume sind aus keinem Gebiet der Mathematik mehr wegzudenken. Wichtige
Beispiele fiir Vektorrdume haben als Grundmengen gewisse Klassen von Funk-
tionen; haufig ist es vorteilhaft, gerade auch fiir die Anwendungen einer ma-
thematischer Theorie, als Skalarbereich den Koérper der komplexen Zahlen zu
haben; andere Vektorrdume, die z.B. in der Kodierungstheorie wichtig sind, sind
Vektorrdume iiber dem Korper mit zwei Elementen.

4.1 Der Begriff des Vektorraums

Definition 4.1.1. Ein Vektorraum iber dem Kérper K (oder ein K- Vektorraum)
ist eine Menge V', zusammen mit

e cinem ausgezeichneten Element 0 € V
e ciner Addition (v,w) —v4+w: VxV =V
e ciner Skalarmultiplikation (\,v) — A: K xV =V
so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind
(V1) (Vu,v,weV)u+ (v+w)=(ut+v)+w.
(V2) WweV)v+0=nv.
(V3) WweV)v+(—1)v=0.

69
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(V4) (Vw,weV)v+w=w+v.

(V5) (Vw,we V) (VA eK) AMv+w) = v+ \w.
(V6) (VweV) (VA peK) A+ pv= A+ po.
(V7) (Vv e V)(VA, 1 € K) Apv) = (Ap)v.

(V8) (VweV)lv=u.

(V1)—(V4) besagen gerade, dass (V, +,0) eine abelsche Gruppe ist; das additive
Inverse von v € V ist —v = (—1)v. Elemente eines Vektorraums werden auch
Vektoren genannt.

Beachte, dass wir im allgemeinen nicht typographisch zwischen der 0 des
Korpers K und der 0 € V unterscheiden — obwohl das natiirlich in der Regel
ganz verschiedene Elemente, ein Skalar, bzw. ein Vektor, sind.

Satz 4.1.2. (Abgeleitete Regeln) In jedem K-Vektorraum V gilt:

(V9) Vu,vyweV)u+w=v+w=u=no.

(V10) (WweV)0u=0, (YAeK) X 0=0.

(V11) MweV) (VA eK) v=0=A=0orv=0.

Beweis. (V9): Angenommen v + w = v + w, dann folgt
u=u+w-—w)=@wut+tw) —w=w+w) —w=v+(w—-—w) =v,

und also u = v.
(V10): Es gilt 0+ 0v = 0v = (0 + 0)v = Ov + Ov. Aus (V9) folgt dann, dass
0 = Ov. Fiir die zweite Behauptung beachten wir, dass

A-0=X-(040)=XA-0+A-0

gilt, und wenden (V9) an, um A -0 = 0 zu erhalten.
(V11): Angenommen Av = 0. Falls A = 0, haben wir nichts zu beweisen. Ist
aber \ # 0, so folgt aus (V10):

o=X2x0=x1'-N-v)=MN\Hv=1-v=u0
Mithin v = 0. O
Beispiel 4.1.3. Wie in Kapitel 2 werden wir die Elemente
x=(21,...,2,) € K"
meistens als Spaltenvektoren schreiben:

T1
Z2
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Die Addition und Multiplikation in K gibt uns sofort durch komponentenweise
Anwendung die Addition und Skalarmultiplikation auf K™:

T1 Y1 1+ T A2y
i) Y2 T2 + Y2 T2 A2
+ | . = . und - . =

fir z,y € K" und A € K. Mit diesen Operationen wird K" zu einem K-
Vektorraum. (Das nachzupriifen ist eine einfache Ubung; vgl. Satz 2.1.1 fiir
den exemplarischen Fall K = R.)

Beispiel 4.1.4. Analog zu Abschnitt 2.5 definieren wir eine m x n-Matrix mit
Koeffizienten aus K als ein Element von (K™)™ und schreiben sie in rechteckiger
Anordnung mit m Zeilen und n Spalten:

a1 a12 A1n

a1 a22 A2n
A= .

Am1 Am2 Amn

wobei jetzt fiir alle 4, j die Eintrége a;; € K sind. Die Menge aller m x n-Matrizen
mit Koeffizienten aus K bezeichnen wir mit M,, , (K).

Die Summe A + B zweier m x n-Matrizen A, B und die Multiplikation einer
Matrix A mit einem Skalar A € K werden ebenso definiert wie wir es in 2.5.3 fiir
reelle Matrizen gemacht haben. So wird auch M,, ,,(K) zu einem K-Vektorraum,
wie man rasch nachpriift.

Beispiel 4.1.5. Sei X eine beliebige Menge. Schreibe F(X,K) fiir die Menge
aller Funktionen f: X — K. Sei 0 die konstante Funktion mit Wert 0 € K; und
fir f,g € F(X,K) und X € K definiere f + g und A\f durch die Regeln

(f+9)(@):=f(x)+gx), Af)(z):=X-f(x) firallexze X.

Auf diese Weise wird F(X,K) zu einem K-Vektorraum (Ubung).

Ist etwa X ein Intervall in R und K = R, so wird die Menge aller Funktionen
f: X — R mit der iiblichen Addition und Multiplikation mit Konstanten A ein
reeller Vektorraum.

4.2 Lineare Abbildungen

Getreu dem im letzten Kapitel erkldrten Prinzip wenden wir uns jetzt, nach der
Definition der Vektorraumstruktur, den Abbildungen zu, die diese algebraische
Struktur erhalten. Dies sind die sogenannten linearen Abbildungen.

Definition 4.2.1. Seien V und W K-Vektorrdume. Eine Abbildung ¢: V — W
heifit lineare Abbildung, falls sie die folgenden beiden Eigenschaften besitzt:
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(L1) p(u+v) = p(u) + ¢(v) fiir alle u,v € V.
(L2) o(Mv) = Ap(v) fir allev e V, A e K.

Man kann (L1) und (L2) in eine einzige Aussage vereinigen:

(Vu,v € V(YA p € K) oM+ u) = Ap(u) 4 pwp(v).

1% 2, w
u o(u)
P u+v
Phd e (u)+e(v)
s =p(utv)
s
0 v Av 0
e(v)

Ap(v)=p(Av)

Eine lineare Abbildung ¢: V' — W kann man auch als Vektorraumhomo-
morphismus bezeichnen. Von einem Vektorraumisomorphismus spricht man,
wenn es eine lineare Abbildung v: W — V gibt, so dass ¢ o9 = idy und
1o = idy . Eine lineare Abbildung ¢: V — V von einem Vektorraum V in sich
selbst heifit ein Endomorphismus von V, und an ein Isomorphismus ¢: V — V
heifit ein Automorphismus. Die Menge aller linearen Abbildungen ¢: V. — W
wird mit Hom(V, W) bezeichnet, die Menge aller Endomorphismen von V' mit
End(V), und die Menge aller Automorphismen von V' mit Aut(V).

Bemerkung 4.2.2. Sei ¢: V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:
1. ¢(0) =0
2. p(=v) = —p(v)
3. p(A1v1 + Aqva + -+ Apvn) = Ar(v1) + Aap(va) + - + Apo(vy)

In der Tat folgt (1) aus (L2) durch die Wahl A = 0; (2) folgt ebenfalls aus
(L2) mit A = —1. (3) schlieBlich erhélt man durch wiederholte Anwendung von
(L1) und (L2), mit einem Induktionsbeweis.

Beispiele 4.2.3. (Lineare Abbildungen)

1. Wir beginnen mit einem Beispiel, das in gewissem Sinne den allgemeinen
Fall einer linearen Abbildung illustriert: Sei A € M,, (K) eine (m x n)-
Matrix. Dann wird fiir jedes p € N durch das Matrizenprodukt wie folgt
eine lineare Abbildung definiert:

Ly: M, ,(K) —» M, ,(K), X+— AX ;
denn fiir X, X’ € M, ,(K) und A\, X € K gilt in der Tat
LAAX +NX') = AQX +XNX") = MMX +NAX" = ALA(X)+ N La(X").
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2. Der Fall p =1 des ersten Beispiels: Sei A € M, ,(K) wie zuvor. Dann ist
Ly:K"—= K™, 2~ Ax

eine lineare Abbildung. Beachte, dass die Bilder dieser Abbildung wie die
linke Seite eines linearen Gleichungssystems aussehen!

3. Der Fall m = p = 1 des ersten Beispiels: Seien aq,...,a, € K. Wenden
wir dann das erste beispiel mit p = 1 auf den Fall des Zeilenvektors a =
(ai1,...,ay) an, so ergibt sich die lineare Abbildung

n
. n
L,: K" =K, $|—>E a;x;.
j=1

4. Sei V := F(X,K) die Menge der K-wertigen Funktionen auf einer Men-
ge X. Dies ist ein K-Vektorraum (Beispiel 4.1.5). Auf V' definieren wir
auBerdem eine Multiplikation durch

(f-9)(x):= f(z)-g(x) fir =zelX.
Dann ist fiir jedes f € V' die Abbildung
gﬁf:V—>V, g—f-g
linear (Ubung).

5. Ist V ein Vektorraum und A € K, dann ist die Skalarmultiplikationsabbil-
dung
Ly: V=V v— X

linear. Das folgt unmittelbar aus (V5) und (V7).
Satz 4.2.4. (Zusammensetzung (Komposition) linearer Abbildungen)
(1) Sindy: U —V und ¢: V. — W linear, so auch potp: U — W.
(2) Die Identitit idy : V — V ist linear.

(3) Ist p: V. — W eine bijektive lineare Abbildung, so gilt das gleiche auch
fiir die Umkehrabbildung o=': W — V.

Beweis. (1) Fir A, u € K und uy,u2 € U haben wir
(o) (Auy + pug) = <P(1/)(/\u1 + ,uu2))

= o(Mp(u1) + pap(uz)) wegen der Linearitit von 1

= Xp(Y(w1)) + pe(v(uz)) wegen der Linearitéit von ¢
= Ao y)(u1) + p(p o ¥)(uz)

(2) Die Linearitét der Identitét ist offensichtlich.
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(3) Wir miissen nur zeigen dass p ! linear ist. Seien dazu ws,ws, € W und
A\ p € K. Setze v1 = ¢~ (wy) und vg = = (ws). Dann ist
p(Avr + pz) = Ap(v1) + pp(v2) = Adws + paws,

also
e (w4 pws) = Avy + poe = A~ (wr) + e~ H(ws). U

Ubung 4.2.5. Sei (A, +) eine abelsche Gruppe.

1. Zeige, dass die Menge End(A4, +) von Gruppenendomorphismen ein Ring
mit Eins bzgl. der folgenden Operationen ist:

(P +9)(v) =) +P(v) und (¢ P)(v) = p(P(v), veV.

Das neutrale Element der Addition ist dabei die konstante Abbildung mit
Wert 0, und das neutrale Element der Multiplikation ist id 4.

2. Ist V ein K-Vektorraum, so ist die Skalarmultiplikationsabbildung
S:K— End(V,+), SA\)w) =X, veV
ein Morphismus von Ringen mit Eins.

3. Sei (V,+) eine abelsche Gruppe und K ein Kérper. Sei S: K — End(V, +)
ein Morphismus von Ringen mit Eins. Dann definiert die Skalarmultipli-
kation

KxV =V, (Av)— S\ ()
eine K-Vektorraumstruktur auf V.
Somit entsprechen die K-Vektorraumstrukturen auf einer abelschen Grup-
pe (V,+) genau den Morphismen von Ringen mit Eins K — End(V, +).!

Ubung 4.2.6. Ist V ein Vektorraum, so ist End(V) ein Ring mit Eins und
Aut(V) = End(V)* ist die zugehorige Einheitengruppe. Insbesondere ist Aut(V)
eine Gruppe bzgl. der Komposition mit neutralem Element idy .

4.3 Untervektorriaume

In diesem Abschnitt bezeichnet V' einen Vektorraum iiber einem Koérper K.

Definition 4.3.1. Eine Teilmenge U C V heif$t linearer Unterraum oder Un-
tervektorraum von V, falls sie die folgenden Eigenschaften hat:

(U1) 0€U.

1Es gibt einen Begriff in der Algebra, der den Begriff des Vektorraums iiber einem Koérper
auf eine Situation verallgemeinert, in der die Skalare Elemente eines Ringes sind. Ist R ein
Ring mit Eins und (V, +) eine abelsche Gruppe, so sagt man, dass ein Morphismus von Ringen
mit Eins S: R — End(V,+) auf (V,+) eine R-Modul-Struktur definiert. In diesem Sinne
verallgemeinern Moduln iiber einem Ring Vektorrdume iiber einem Koérper.
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(U2) vweU=v+weUl.
(U3) velU, A e K= wel.

Bemerkung 4.3.2. Die Eigenschaften (U2) und (U3) kénnen auch dquivalent
in eine Aussage komprimiert werden:

(Vo,welU) (VA pekK) I+pwel.

Wiederholte Anwendung dieser Eigenschaft ergibt: Ist U ein Untervektorraum
von V, so gilt

V1,V2,...,0, € U, Al,/\z,...,/\nGK = A1 + Agvg + -+ Ao, € UL
Beispiele 4.3.3. Sei V ein K-Vektorraum.
1. {0} und V sind Untervektorrdume von V.

2. Fiir jedes Element v € V ist die Menge Kv = {A\v : A € K} ein Untervek-
torraum von V'; denn
(U0) 0=0v € Kov.
(U1) 2+ pv = A+ p)v fur A\, p e K.
(U2) A(pv) = (Ao fiir A\, p € K, d.h. A(Kv) C Ko.

Ist v = 0, so ist Kv = {0}. Ist v # 0, so heifit der Untervektorraum Kuv
die von v in V erzeugte Gerade.

3. Die Untervektorrdume von R? sind: {0}; die Geraden R <;C) C R? im

Sinne von Beispiel 2, fiir alle ‘;) #+ (8) in R?; sowie R? selbst. (Einen

formalen Beweis dafiir konnen wir erst fithren, wenn uns der Begriff der
Dimension zur Verfiigung steht.)

4. Eine reelle Polynomfunktion vom Grade n ist eine Funktion p: R — R,
deren Werte durch einen Ausdruck der Form

p(z) = ao + a1 + azx® + - +a,z", TER

gegeben werden, wobei die Koeflizienten ag, a1, . . ., a,, sémtlich reelle Zah-
len sind, und a,, # 0 ist.
Folgende Teilmengen des reellen Vektorraums F(R,R) aller Funktionen
f: R — R sind Untervektorraume:

e P(R): die Menge aller reellen Polynomfunktionen

o P,(R): die Menge aller reellen Polynomfunktionen vom Grad < n.
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Allgemeiner: Fiir irgendeinen Korper K heifit eine Funktion p: K — K
eine Polynomfunktion, wenn die Werte p(z) fiir alle « € K durch einen
Ausdruck der Form

p(z) = ap + a1 + axx® + - + a,z”

gegeben sind, wobei ag, a1, ...,a, € K und n € Ny ist. Die Polynomfunk-
tionen bilden einen Untervektorraum des K-Vektorraums F(K, K).

Satz 4.3.4. Ist U Untervektorraum eines K- Vektorraums V', so ist U selbst ein
K- Vektorraum, bzgl. der Finschrinkungen der Addition und der Skalarmultipli-
kation.

Beweis. Definitionsgemaf gilt 0 € U, und die Einschrankung der Addition von
V x V auf U x U liefert wegen (U2) eine Operation

(v,w)—v+w: UxU—TU.

Ebenso liefert wegen (U3) die Einschrénkung der Skalarmultiplikation auf Ele-
mente v € U eine Skalarmultiplikation (A,v) — Av: K x U — U. Die Axio-
me (V1)-(V8) gelten natiirlich auch fiir Elemente von U. Daher ist U ein K-
Vektorraum. O

Bemerkung 4.3.5. Um zu zeigen, dass eine gegebene Struktur U ein Vektor-
raum ist, miissen im Prinzip die Axiome (V1)-(V8) nachgepriift werden. Aber
h#ufig ist es viel einfacher zu zeigen, dass U Untervektorraum eines schon be-
kannten Vektorraums V ist — dann ist auch U ein Vektorraum, nach dem eben
bewiesenen Satz.

Die Mengen P(R) und P, (R) reeller Polynome zum Beispiel bilden R-Vektor-
rdume, weil sie nach 4.3.3(d) Untervektorrdume des Vektorraums F (R, R) aller
Funktionen f: R — R sind.

Satz 4.3.6. Ist (U;)iec; eine Familie von Untervektorrdumen von V., so ist ihr
Durchschnitt
U= (Ui={veV:(viel)vel;}
el
ebenfalls ein Untervektorraum von V.

Beweis. (U1) Da jedes U; ein Untervektorraum ist, gilt: (Vi € I) 0 € U;. Also
0eU.

(U2) Seien v,w € U. Dann ist also v,w € U; fir alle ¢ € I. Da die U; Unter-
vektorrdume sind, folgt v + w € U; fiir alle ¢, somit v 4+ w € U.

(U3) Seiv € U und A € K. Dann ist v € U, fiir alle ¢ € I. Da die U; Untervek-
torrdume sind, gilt Av € U; fir alle 4; mithin Av € U. O

Ubung 4.3.7. Gilt auch die folgende Aussage? — ,,Sind U; und U, Unter-
vektorrdume von V', so ist U; U Us ebenfalls ein Untervektorraum.*
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Definition 4.3.8. Sei V' ein Vektorraum und B C V eine Teilmenge von V.
Nach dem vorangehenden Satz ist der Durchschnitt

span(B) := ﬂ{U CV: B CU,U Untervektorraum von V'}

aller Unterrdume, die B enthalten, wieder ein Untervektorraum von V. Er heif}t
der von B aufgespannte (oder: erzeugte) Untervektorraum von V. Er ist nach
Definition Untervektorraum aller B enthaltenden Untervektorrdume, und ist
also in diesem sehr starken Sinne ‘der kleinste’ B enthaltende Untervektorraum
von V. Ein Teil der Arbeit dieses Kapitels wird darin bestehen, ihn explizit zu
beschreiben. Einen ersten Vorgeschmack gibt das folgende Beispiel.

Beispiele 4.3.9.

1. Zunichst erhalten wir fiir jeden Vektor v € V und B = {v}, dass span({v}) =
Kuv (Beispiel 4.3.3(a)).

2. Fiir eine zweielementige Teilmenge B = {v,w} C V muss span(B), da es
ein Untervektorraum ist, alle Elemente der Form Av + pw, fiir beliebige
A, i € K enthalten. Andererseits ist die Menge {Av + pw : A, u € K},
wie man in Verallgemeinerung von Beispiel 4.3.3(a) oben zeigen kann, ein
Untervektorraum von V', gehort also zur Familie, iiber die bei der Bildung
von span(B) geschnitten wird. Folglich ist

span(B) = { v + pw : A, p € K}

Sind v und w weder beide 0, noch in einer Geraden enthalten [man sagt
dann: sind v und w linear unabhéngig], so ist dieser Untervektorraum die
von v und w erzeugte Ebene in V.

x
3. In R? gibt es folgende Untervektorriume: {0}; die Geraden R | y | im
z
T 0
Sinne von Beispiel 4.3.3.2, fiir alle |y | # [ 0| in R?; die durch irgend
z 0

zwei linear unabhingige v,w € R? erzeugten Ebenen span({v,w}); sowie
R3.

4. Fiir jede Teilmenge B eines K-Vektorraums V gilt
span (span(B)) = span(B).

Dies folgt sofort aus der Definition: auf beiden Seiten steht der Schnitt
iiber dieselbe Menge von Untervektorrdumen.

Definition 4.3.10. [Summe von Untervektorrdumen] Fiir Untervektorrdume
U1,Us,. .., U, von V definiert man die Summe wie folgt:

Uiy+Us+---+ U, ::{ul—l—ug—l—---—i-un:ujEUj,jzl,...,n}
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Satz 4.3.11. Die Summe U1+Us+- - -+U,, von Untervektorriumen Uy, Us, ..., U,
von V ist ein Untervektorraum von V.

Wir iiberlassen den direkten Beweis dieses Satzes dem Leser zur Ubung. —
Man kann diesen Beweis iibrigens auch dadurch fiihren, dass man

U1+U2+---+Un:span(B)
nachweist, wobei B =U; U---UU, ist. — Vgl. Satz 4.5.2 unten. O
Beispiel 4.3.12. Wir erinnern an die Vektoren

1 0 0
e1=10], e=1|(1 und e3= |0
0 1

im R? und betrachten die beiden Ebenen.

T
Ul:{/\161+)\2€2ZAl,AQER}:Rel—FReg: y|:x,yeR

0

und
T

UQZ{/\161+)\3€3Z/\l,/\3ER}:R€1+R63: O :2,zeR

z

Dann ist der Schnitt

T
UiNUs ={Aie1: A\ ER} =Reg = 0l:zeR
0
eine Gerade und die Summe U; + Us = R3.
1
Das Element | 1] € R3 ldsst sich auf mehr als eine Weise als Summe v =
1
u1 + uo mit uq € Uy und uy € Us darstellen:
1 1 0
v=|1]=11]+[0] =e1+ex+ e3 = ex +e1+e3.
1 0 1 —— N N Y=
clU; €Uy clU; €Uy

Definition 4.3.13. Seien U;,Us, ..., U, Untervektorrdume von V. Man sagt,
dass V die direkte Summe von Uy, Us, ..., U, ist, und schreibt

V=U,eUy®- ---®U,,
falls jedes Element v € V eine eindeutige Darstellung der Form
v=u]+us+---+u, mit wu; € U; fir i=1,2,...,n

besitzt.
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Satz 4.3.14. Seien Uy und Us Untervektorriume von V. Es gilt genau dann
V =U; @ Us, wenn folgende zwei Bedingungen erfillt sind:

1) V=U+U;,
(2) Uy N, = {0} .

Beweis. “=": Angenommen V = U; & Us, so folgt insbesondere V = Uy + Us.
Um auch (2) nachzupriifen, sei v € Uy N Usz. Dann hat v zwei Darstellungen:
v=_v + 0 =0 + v
S €Uy el €Uy
als Summe eines Elements von U; und eines Elements von Us. Aus der Eindeu-
tigkeit der Darstellung folgt dann also v = 0, mithin U; N Uz = {0}.

“<": Gelten umgekehrt (1) und (2), so lisst sich wegen (2) jedes v € V als
v=1u; +us mitwu €Uy, us € Usy

schreiben. Um die Eindeutigkeit der Darstellung nachzuweisen, nehme an, man
hétte

/ / : / !/
v=u +uy mitu; €U, uy € Us

Durch Abziehen bekommt man 0 = (u1 —u}) + (u2 —ub), d.h. w1 —u) = uh —uos.
Da U; und U Untervektorrdume sind, gilt uqy — «} € Uy und uh — us € Us,
folglich

ul—ullzug—ugeUlﬂUg

Aber U; N Uy = {0} nach (4.3.14(ii)). Daraus folgt u; — v} = 0 = u), — uz, und
somit u; = u} und uy = uh. Die Darstellung von v als Summe eines Elements
u1 € U1 und eines Elements us € Us ist also eindeutig. O

Definition 4.3.15. [Affine Unterrdume] Eine Teilmenge A eines K-Vektor-
raums V heifit affiner Unterraum von V, wenn es einen Untervektorraum U
von V und ein Element a € V gibt, so dass A =a+U = {a+u:u € U}.
— Mit anderen Worten: Affine Unterrdume sind nichts anderes als ‘parallel-
verschobene’, oder ‘translatierte’ Untervektorrdume.

Bemerkung 4.3.16. (1) Ein Untervektorraum enthilt stets die 0; ein affiner
Teilraum enthélt sie genau dann, wenn er schon selbst ein Untervektor-
raum ist. (Ubung.)
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A=a+U

U

(2) Zwei affine Unterrdume zum selben Untervektorraum: a + U und b+ U
(fiir a,b € V) sind genau dann gleich, wenn a — b € U:

a+U=b+U & a—-belU & b—acl.

(3) Fiir jedesbe a+ U ist a+U = b+ U, was sofort aus (2) und b—a € U
folgt.

(4) Aus (2) folgt sofort, dass durch a ~ b: < a—b € U eine Aquivalenzrelation
auf V' definiert wird.

Beispiele 4.3.17.

1. Affine Unterrdume von R? sind Punkte: {a} = a + {0}, beliebige Geraden

(durch (8) oder nicht), und R? selbst.

2. Affine Unterrdume von R? sind Punkte {a}, beliebige Geraden, beliebige
Ebenen, sowie R? selbst.

3. Untervektorriume von (Z/27Z)? sind:

:‘~~(0_:_0) (1:0)

Die entsprechenden affinen Unterrdume sind daher:
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(0,1) wy ey @y ey o ay

(0,0) (1,0) (0,0) co oo @)

Satz 4.3.18. (Lineare Abbildungen und Unterrdume) Sei p: V. — W eine
lineare Abbildung.

(1) IstU ein Untervektorraum von V, so ist sein Bild o(U) ein Untervektorraum

von W.
(2) Ist U ein Untervektorraum von W, so ist sein Urbild
o) = {v eV | (o) € U}
ein Untervektorraum von V.

(3) Ist A ein affiner Unterraum von V, so ist sein Bild p(A) ein affiner Un-
terraum von W.

(4) Ist B ein affiner Unterraum von W, so ist sein Urbild ¢~ (B) entweder
ein affiner Unterraum von V' oder die leere Menge. Das Urbild von B ist
genau dann leer, wenn BN (V) = 0.

Beweis. (1) Sei v1,v2 € ¢(U). Dann gibt es uj,ug € U mit ¢(u1) = v; und
©(ug) = vg. Fiir A\, u € K haben wir dann Au; + pus € U und daher

Avr 4 g = Ap(ur) + pp(uz) = p(Aur + puz) € o(U).

(2) (U1) folgt aus ¢(0) =0 € U, weil U Untervektorraum ist.

Um (U2) einzusehen, seien u,v € ¢~ (U); dann ist ¢(u) € U und ¢(v) € U.
Da U Untervektorraum ist, erfiillt er (Ul) und so kommt ¢(u)+¢(v) € U. Aber
o(u) + ¢(v) = o(u + v) nach (L1). Mithin u+v € = 1(U).

Nun zu (U3). Ist v € ¢~ 1(U), so ¢(v) € U. Als Untervektorraum erfiillt U
(U3) und daher ist Ap(v) € U fiir alle A € K. Da Ap(v) = ¢(A\v) nach (L2),
schlieen wir: Av € =1 (U).

(3) Sei A affiner Unterraum von V. Dann gibt es einen Untervektorraum U
und ein Element a € V so dass A = a + U. Folglich ist ¢(A) = p(a +U) =
(a) + ¢(U) nach (L1). Gemif (1) ist o(U) ein Untervektorraum von W. Also
ist p(A) ein affiner Unterraum von W.

(4) Schreibe B = b+ Y. Sei p~1(B) # 0 und wihle a € V mit ¢(a) € B.
Geméf Bemerkung 4.3.16(3) ist dann B = @(a) + Y. Daher ist ¢(z) € B
dquivalent zu

p(x —a) = ¢(r) —pla) € B—pla) =Y,
also
e ' (B)=a+¢ (). O



82 KAPITEL 4. VEKTORRAUME

Korollar 4.3.19. Ist ¢: V — W eine lineare Abbildung und b € W, so ist die
Menge

{zeV:ip(a)=b}=¢'(b)
aller Losungen der linearen Gleichung ¢(x) = b entweder leer oder ein affiner
Unterraum von V.

Beweis. Wende (4) des vorstehenden Satzes auf den affinen Unterraum {b} von
W an. O

Beispiel 4.3.20. Die Losungsmenge eines beliebigen linearen Gleichungssy-

stems
Ax =10 [A € M, »,(K), b e K™]

ist stets entweder leer oder ein affiner Unterraum von V. Denn wir wissen aus
Beispiel 4.2.3(2), dass die Abbildung K" — K™, 2 — Ax, linear ist.

Ubung 4.3.21. Finde alle Untervektorriume und alle affinen Unterrdume von
(Z)27)3.

Ubung 4.3.22. Eine Teilmenge A eines Vektorraums V ist genau dann ein
affiner Unterraum, wenn A nicht leer ist und fiir a,b € A und A\ € K gilt:

Aa+ (1—\b € A

Was besagt dies geometrisch?

4.4 Direkte Produkte

Definition 4.4.1. Gegeben K-Vektorrdume Vi, Vs, ..., V,, definieren wir auf
dem kartesischen Produkt

Vi=VixVox---xV,

eine Addition und eine Skalarmultiplikation komponentenweise, d.h. durch die
Regeln:

(v1,v2,...,0,) + (W1, W, ..., wy) = (V1 +w1,vs + Wa, ..., 0, + Wy)

und

A (v1,v2,. .0 0,) = (Ao, Ava, ..oy Aoy).
Man priift leicht nach, dass die Axiome (V1)—(V8) gelten, so dass

VixVox--xV,

ein Vektorraum ist. Er heifit das direkte Produkt der Vektorrdume Vi, Vs, ..., V.
Als Spezialfall dieser Definition beachte man den uns schon wohlbekannten
Vektorraum:
K'=Kx---xK.
—_——

n mal
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Bemerkung 4.4.2. Direkte Produkte und direkte Summen hingen eng zu-
sammen: Ist V = V], @& ... ® V,, eine direkte Summe, so ist die Summations-
abbildung

S:Vix..xV,—=V, (v1,...,0,)—~v1+...+0v,

ein Isomorphismus von Vektorrdumen.
Umgekehrt ist fiir Vektorrdume Vi, ..., V,, das Produkt

Vi=Vix...xV,
eine direkte Summe von Unterrdumen
Ui={(v1,...,0n): j#1 = v; =0} ={(0,...,0)} x V; x {(0,...,0)},
S—— ——
j—1 mal n—j mal
welche isomorph zu den Vektorrdumen V; sind. Die Abbildung
ni: Vi—=U;, v~—(0,...,0,v,0,...,0)
—— ——
j—1mal n—j mal

ist ein Vektorraumisomorphismus. Jedes Element von V' kann offenbar auf genau
eine Weise als

n

(01, vn) = 3 1i(v;) = (01,0,...,0) + ...+ (0,...,0,vp)

j=1

geschrieben werden, wo die einzelnen Summanden Elemente der Unterrdume U;
sind.

4.5 Linearkombinationen, lineare Abhingigkeit,
Basen

In diesem Anschnitt bezeichnet V stets einen Vektorraum iiber dem Korper K,
und vy, vs, ..., v, bezeichnen Elemente von V.

Definition 4.5.1. [Linearkombinationen] Jedes Element der Form
v =Av1 + Av2 + -+ AU = Z)‘jvjv
j=1
WO A1, Ag, ..., Ay, beliebige Skalare aus K sind, heifit Linearkombination von
V1,09, ..., Un. Die Menge aller dieser Linearkombinationen schreiben wir als

span(vy, va, ..., 0m) = {014+ FAnUm: A1, A € KF =Ko +. ..+ Koy,

Aus Beispiel 4.3.3(2) wissen wir, dass fiir jedes j € {1,...,m} die Teilmenge
Kv; von V ein Untervektorraum ist. Also ist span(vi,...,v,) als Summe von
Untervektorrdumen selbst ein Untervektorraum nach Satz 4.3.11.
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Korollar 4.5.2. span(vi, v, ..., vy) ist der kleinste Untervektorraum von V,
der vy, va,. .., Uy enthdlt. Mit anderen Worten (siehe Definition 4.3.8):
span(vy, ..., vm,) = span({vy,...,vm}).
Beweis. Zunichst enthilt span(vy,va,...,vy) alle v; (i =1,...,n); denn
vi=0-v1+--4+0-vi1+1-v,4+0-vig1+---+0:vp.
Es bleibt nur zu bemerken, dass jeder Untervektorraum von V, der vy,. .. v,

enthilt, auch sdmtliche Linearkombinationen der v; enthalten muss. o
Aus diesem Korollar folgt sofort weiter:
Korollar 4.5.3. Sind wy,ws, ..., w € span(vy,va, ..., Un), S0 ist
span(wy, wa, ..., wg) C span(vy, va, ..., Um).
Satz 4.5.4. Ist B CV eine Teilmenge, so ist

span(B) = U span(E) = {\b1 + ...+ A\bn:n € NJb; € B\, € K}
ECB endlich

Beweis. Jede (insbesondere jede endliche) Teilmenge F C B ist in span(B)
enthalten. Also enthiilt span(B) als Untervektorraum auch span(E). Daraus
folgt die Inklusion

F = U span(F) C span(B).
ECB endlich

Die Menge F' enthilt alle endlichen Teilmengen von B, insbesondere enthélt
sie B.
Wir zeigen jetzt, dass F' ein Untervektorraum von V ist:
(U1): 0 € F; denn 0 € span(E) fiir jedes endliche E C B.
(U2/3): Seien u,v € F und A, u € K. Dann gibt es endliche Teilmengen E; C B
und E2 C B mit u € span(F;) und v € span(Esz). Somit u,v € span(Eq U E»),
woraus Au + pv € span(E; U Ey) C F folgt. Also ist F' wie behauptet ein
Untervektorraum von V', welcher B enthilt.

Damit folgt span(B) C F, und daraus die behauptete Gleichheit. O

Definition 4.5.5. (1) Man sagt, U sei von vy, va,...,um aufgespannt oder
erzeugt, falls

U = span(v1,v2,...,0m) ,
d.h. falls jedes Element v € U als Linearkombination von vy, vs, . . ., vy, geschrie-
ben werden kann. Dann nennt man auch vy, vs,..., v, ein Erzeugendensystem

von U.

(2) Allgemeiner sagt man, dass ein Untervektorraum U wvon V wvon einer
Teilmenge B erzeugt wird, wenn U = span(B) gilt. Die Menge B heifit dann ein
Erzeugendensystem von U. Der Untervektorraum U besteht in diesem Fall, wie
wir gesehen haben, aus sémtlichen Linearkombinationen endlich vieler Elemente
von B.
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Beispiele 4.5.6.

1. K™ wird erzeugt durch

1 0 0
0 1 :
€1 = 0 ) €y = 0 ) €en = 0
: : 0
0 0 1

Aber es gibt sehr viele andere Erzeugendensysteme von K”. Zum Beispiel

wird R? auch durch v, = (i) und vy = (_1 ) aufgespannt.

1

2. Der Vektorraum P, (R) der reellen Polynome vom Grade < n wird von
Do, D1,- - -, Pn, aufgespannt, wobei

pj(r) =27 firallez eR.

Definition 4.5.7. [Lineare Unabhéngigkeit]

1. Die Elemente v1,vs, ..., v, des Vektorraums V heiflen linear unabhdngig,
falls keines der v; als Linearkombination der anderen v; (j # ¢) dargestellt
werden kann. Andernfalls heilen sie linear abhdngig.

2. Allgemeiner heifit eine Teilmenge B C V linear unabhdngig, falls fiir alle
b € B gilt: b & span(B \ {b}). In diesem Sinne sind also n verschiedene
Elemente vy, ...,v, von V genau dann linear unabhéngig, wenn die Menge
{v1,...,v,} linear unabhingig ist.

Satz 4.5.8. (Kriterium fiir lineare Unabhiingigkeit) Elemente vi,va, ..., Uy €
V sind genau dann linear unabhingig, wenn fir alle Skalare A1, ..., Ay € K die
folgende Implikation gilt:

AU 4+ Agve + -+ Apvp, =0 = M=X=---=), =0.

Beweis. “<”: Seien v1,v9, ...,V linear abhingig. Dann gibt es ein ¢, so dass
v; Linearkombination der v; (j # 1) ist:

Vi = U101+ i1V 1+ Ui 1Vi1 s T U
fiir geeignete Skalare u; (j # 7). Dann ist aber
0=pivr+--+ fi—1vi—1 = Vi + Pit1Vig1 + -+ LU,

wo nicht alle Koeffizienten 0 sind; denn der i-te Koeffizient ist —1.
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“=7: Sei andererseits Ajv1 + - - - + A v = 0 mit Koeffizienten A;, die nicht alle
0 sind. Ist etwa A1 # 0, so folgt

A Am
v1 = =M (Aav2 + o A) = gy — =
A1 A1
d.h. vy ist Linearkombination von wvs,...,v,, und folglich sind vy,vs,..., vy,
linear abhéngig. O

Korollar 4.5.9. (Kriteriun fiir lineare Unabhéngigkeit von Teilmengen) Ei-
ne Teilmenge B C 'V ist genau dann linear unabhdngig, wenn jede endliche
Teilmenge von B linear unabhdngig ist.

[Man sagt auch: die Eigenschaft, linear unabhéingig zu sein, sei ‘von endlichem
Typ’ oder ‘von endlichem Charakter’.]

Beweis. Nehmen wir zuerst B als linear unabhéngig an. Sei £ C B eine endliche
Teilmenge. Ist F nicht linear unabhéingig, so gibt es ein Element b € E mit
b € span(E \ {b}). Also ist auch B nicht linear unabhéngig.

Ist umgekehrt B C V eine linear abhéngige Teilmenge, so gibt es ein Element
b € B mit b € span(B\ {b}). Dann gibt es also Elemente b1, ..., b, € B\ {b} mit
b € span(by, ..., by) (Satz 4.5.4). Die endliche Teilmenge E = {b,b1,...,bn} C
B ist also ebenfalls linear abhéngig. O

Beispiele 4.5.10. 1. e; = ((1)) und ey = ((1)) sind linear unabhéngig in R?;
denn keiner dieser Spaltenvektoren ist ein skalares Vielfaches des anderen.

Ebenso sind vy = (1) und vo = (_11) linear unabhingig in R2.

2. e1,eq,...,e, sind linear unabhingig in K.

3. Po,P1,---,Pn sind linear unabhiingig in P, (R).

Diese Tatsache verdient, hier im Skriptum bewiesen zu werden. Zuerst
zur Erinnerung: p; : R — R ist die Funktion z +— 2. Fiir die lineare
Unabhéngigkeit der p; (i = 0,...,n) ist nach 4.5.10 zu zeigen, dass fiir
ag, - --,a, € R aus der Annahme, dass p = Z?:o a;p; die konstante Null-
funktion ist, die Gleichungen a9 = a1 = --- = a,, = 0 folgen. Wire jetzt
irgendein a;, fiir ein ¢ > 0, nicht 0, so gébe es auch ein grofites v, mit
0 < v <mn, so dass a, # 0; d.h. p wire eine Polynomfunktion vom Grade
v > 1. Nun gilt aber das

Lemma 4.5.11. Ist K ein Korper, so besitzt eine Polynomfunktion
p: K — K vom Grad < n hdochstens n verschiedene Nullstellen.

Beweis. Wir schreiben p as p(z) = >;_,arz® mit a, # 0 und zeigen
die Behauptung durch Induktion nach dem Grad n des Polynoms. Ist der
Grad 1, so ist die Behauptung trivial, denn aus p(x) = ag + a1z folgt, dass
p nur die Nullstelle g = —ag/a; besitzt.
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Sei n > 1 der Grad von p, also 0.B.d.A. a,, # 0. Ist zg eine Nullstelle von
p, so erhalten wir mit

k=0 k=0  j=0 J
n n kj _ i
_J_Zo(gak<j>xo )(x—il?o)

Nun ist

0= p(,To) = ij(wo — LL‘Q)j = bo.
j=0
Also ist p(z) = (z — zo) E;:Ol bj+1(z — x0)’. Da der zweite Faktor nach
Induktionsvoraussetzung hochstens n — 1 Nullstellen besitzt, sehen wir,
dass p hochstens n Nullstellen hat. O

Unser p hat jedoch unendlich viele Nullstellen — also mehr als v, fiir jedes
v —; denn jede reelle Zahl wird von der Nullfunktion auf Null abgebildet,
und es gibt unendlich viele reelle Zahlen. Das ist ein Widerspruch zur
Annahme, dass ein Koeffizient a; # 0 sein kann. Alle a; sind also Null, wie
zu beweisen war.

4. Die Zeilen wy,ws, ..., w, einer Matrix in Stufenform, welche nicht iden-
tisch O sind, sind linear unabhéngig :

0 ... 0 Q14, NN a1jq SN aij, N AT
0 ... ... 0 a2j, azj,. ... Qon

0 0 Qrj. . Qrn
0 0 0
0 ... ... ... 0 ... 0
In der Tat: Heiflen die ersten r Zeilen vy, ..., v, und nehmen wir an, dass

fiir gewisse Skalare Aq,..., A\, € K gilt:

v::Z)\ivi:A1v1+/\2v2+-~-+)\rv7«: (0,0,...,0),

=1
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so ist die j;-te Komponente von v gleich Aja;;, = 0, woraus wegen a1;, 7# 0
folgt: Ay = 0. Weiter ist die jp-te Komponente von v gleich A\jaqj, +
A2a25, = 0, woraus wegen A\; = 0 und agj, # 0 folgt: Ay = 0. Und so
schliet man induktiv fort, bis man A\; = --- = A._1 = 0 weifl und die
Gleichung fiir die j,-te Komponente von v erhélt:

Araj, + Agazj, + -+ Aparj, =0,

woraus dann auch A\, = 0 folgt, womit die lineare Unabhéngigkeit bewiesen
ist.

Satz 4.5.12. Sei V ein Vektorraum. Fiir eine Teilmenge B C 'V sind folgende
Bedingungen dquivalent:

(1) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V, d.h. V = span(B), aber
keine echte Teilmenge von B hat diese Eigenschaft,

(2) B ist mazimal linear unabhdingig, d.h. B ist linear unabhingig, aber fiir
jedes v € V'\ B ist die Menge B U {v} linear abhdingig.

Beweis. (1) = (2): Sei B ein minimales Erzeugendensystem von V. Wir zeigen
zuerst, dass B linear unabhéngig ist. Wire das nicht der Fall, so gébe es ein
bo € B mit by € span(B\{bo}). Da B ganz V erzeugt, miisste schon B\ {bg} ganz
V erzeugen, im Widerspruch zu (1). Also folgt aus (1), dass B linear unabhéngig
ist.

Um einzusehen, dass B auch maximal linear unabhéngig ist, sei v € V' \ B
und B’ := B U {v}. Dann ist B’ is linear abhéingig, weil

v € V = span(B) = span(B’ \ {v}).

(2) = (1): Sei nun B C V eine maximal linear unabhingige Teilmenge. Zuerst
zeigen wir, dass B ganz V erzeugt: Gegeben v € V, ist BU {v} linear abhiingig.
Dann gibt es also eine endliche Teilmenge E C B U {v}, die linear abhingig
ist (nach Korollar 4.5.9). Da jede endliche Teilmenge von B linear unabhéngig
ist, muss v € E sein: E = {v,b1,...,b,,} fiir gewisse paarweise verschiedene
Elemente by, ...,b, € B. Dann gibt es also Ag, ..., A\, € K, nicht alle null, so
dass

Aus der linearen Unabhéngigkeit von by, ..., by, folgt A # 0, und so erhalten wir
v=-A"1 b1+ ...+ Anbm) € span(B).

Damit ist B ein Erzeugendensystem.
Dass B minimal mit dieser Eigenschaft ist, folgt aus der linearen Unabhén-
gigkeit: fiir jedes b € B gilt b ¢ span(B \ {b}). O

Definition 4.5.13. Eine Teilmenge B eines Vektorraums V heif3t Basis von V,
falls sie V' erzeugt und linear unabhéngig ist.
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Aus der linearen Unabhéngigkeit einer Basis B folgt, dass sie ein minimales
Erzeugendensystem von V' ist. Umgekehrt ist nach Satz 4.5.12 jedes minimale
Erzeugendensystem von V' linear unabhéngig und also eine Basis.

Genauso sieht man, dass die Basen von V genau die maximal linear un-
abhéngigen Teilmengen von V sind.

Bemerkung 4.5.14. (a) Ein System v1, v, ..., vy, von m Elementen des Vek-
torraums V bildet genau dann eine Basis von V', wenn es linear unabhéngig ist
und wenn jedes v € V als Linearkombination von vy, . .., vy, geschrieben werden
kann.

(b) Allgemeiner, ist eine Teilmenge B C V genau dann eine Basis, wenn B
linear unabhingig ist und sich jedes Element v € V' in der Form

v = Z Aob
beB

darstellen lidsst, wobei nur endlich viele A\, von 0 verschieden sind, die Summe
also endlich ist.

Beispiele 4.5.15.

1. e = ((1)) und e; = ((1)) ist eine Basis von R2. Ebenso bilden aber auch

v = (1) und vy = (_11) eine Basis von R2.

2. e1,e9,...,€e, ist eine Basis von K".

3. po,P1,---,pn bilden eine Basis des reellen Vektorraums P, (R).

4.5.1 Wie findet man eine Basis?

Wir stellen jetzt einen Algorithmus vor, der eine Basis eines durch Erzeugende
gegebenen Untervektorraums U = span(vi,vs,...,vy,) von K" liefert. Dazu
bendtigen wir zunéchst einige Vorbereitungen.

4.5.16. [Vorbereitende Uberlegungen| Seien v, vy, ..., vy und wi,ws, ..., w,
Elemente eines K-Vektorraums V.

1. Hat man
w1, Wa, ..., W € span(vy, va, ..., V)
sowie
V1,02, ..., Uy € span(wy, wa, ..., W),
dann ist
span(wy, wa, . .., w,) = span(vi, V2, ..., Um).

In Worten: lassen sich alle wq, ws, ..., w, als Linearkombinationen der v,
Vs, ..., Um schreiben und umgekehrt, so erzeugen diese beiden endlichen
Systeme denselben Untervektorraum.
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2. Aus (1) ersehen wir, dass die folgenden elementaren Umformungen ei-
nes Systems von Vektoren vi,vs,...,v, den von ihm erzeugten Unter-
vektorraum nicht verdndern:

(E1) Ersetze vy durch vg + Av; fiir ein ¢ # k und ein A € K. Zum Beispiel:
span(v1, Ve, ..., Um) = span(vy, va + Av1, ..., Up)
(E2) Beliebige Vertauschungen der Vektoren. — Zum Beispiel:
span(vy, va, ..., Uy) = span(ve, V1, . . ., Um)
(E3) Multiplikation eines der v; mit einem Skalar A # 0. — Zum Beispiel:
span(vy, va, ..., Un) = span(Avy, ve, ..., vy)  mit A # 0.

4.5.17. [Algorithmus| Der folgende Algorithmus liefert eine Basis des von einem

System vy, ve, ..., v, von Elementen von K" erzeugten Untervektorraums U =
span(vy, va, ..., v,) C K™
Bilde die m x n-Matrix A deren Zeilen (!) die Vektoren vy, va, ..., vy, sind.

Wende den Gauf3-Algorithmus in seiner ersten Version an, um A mittels elemen-
tarer Zeilenumformungen in eine Matrix B in Stufenform zu bringen. Die Zeilen
w1, W, . . ., w, von B, die nicht identisch Null sind, sind zufolge Beispiel 4.5.10(4)
linear unabhingig und erzeugen nach 4.5.16(2) denselben Untervektorraum wie
V1,02, ..., Un. Also bilden wy,ws, ..., w, eine Basis von span(vy,vs, ..., Un).

Beispiel 4.5.18. Betrachte in R* den Untervektorraum U, der von

v =

_ O N =

aufgespannt wird. In Tafel 4.2 wird der in 4.5.17 beschriebene Algorithmus auf
dieses Erzeugendensystem angewandt und liefert die folgende Basis fiir U:

0
-1
1
-3 -9

= O O

w1 = w2 = w3 =

_ o N

Wir haben noch mehr getan: Gleichzeitig mit der Umformung der Matrix A
haben wir rechts daneben auch die 5 x 5-Einheitsmatrix entsprechend umgeformt
und erhalten daraus eine gewisse 5 x 5-Matrix C'. Von den Zeilen von C' kénnen
wir ablesen, wie die wy, w2, ws von den v; abhingen:

wy =v1, we = —2v1+v2, ws= —5v;+ 3vy+ vs.
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ail ai2 . A1n U1
a1 a2 e a9on (%)
Am1 Am?2 cee Qmn Um

|
Gaufl Algorithmus

!

0 ... 0 b1j1 b1j2 bljr bln w1
0o ... ... 0 b2j2 bgjr bgn w29

0 N 0 brjr ce brn Wy
0 0 0
0 0 0

b1j1 750,1)2]'2 #O,...,b”'ryéo

Abbildung 4.1: Schema fiir den Algorithmus 4.5.17
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Von den letzten beiden Zeilen von C' lesen wir ab, wie v4 und vs von vy, va, v3
abhéngen:
—v1 —ve —vs+v, =0, dh vy=v+vs+0v3

v1 —vy—v3+v5 =0, dh vs=—-v;+vy+v;3.

Beachte, dass vy, va, v3 ebenfalls eine Basis von U bilden (Warum?).

Beispiel 4.5.19. In (Z/27)* betrachten wir den Untervektorraum U, der von
den Vektoren

v =

—_ == O
_ o O O
<
ot
|
_ o O O

1
1

; U3 = 1]’ V4 =
1

_o O
<
[\v]
|

aufgespannt wird. In Tafel 4.3 wird der Algorithmus aus 4.5.17 durchgefiihrt,
und man erhélt die folgende Basis fiir U:

_o O
_ o O O

4.5.2 Koordinaten beziiglich einer Basis

Satz 4.5.20. Sei B = {v1,v2,...,0,} eine Basis von V. Fiir jedes v € V gibt
es eindeutig bestimmte Skalare A1, Az, ..., A\p € K, so dass

’U:)\l’01+/\21)2+"'+)\n1)n .
Beweis. Gegeben v € V| finden wir A1, Aa, ..., A\, € K, so dass
V= AU1 + AU+ -+ AU

ist; denn V' wird von vy, vs,...,v, erzeugt. Um die Eindeutigkeit der Skalare
A1, A2, ..., Ay zu zeigen, nehmen wir an, es gebe eine zweite Darstellung

V= (11 + pov2 + -+ Uptp

mit g1, 2, . . ., bn, € K. Ziehen wir beide Darstellungen voneinander ab, so ergibt
sich:

0= (A1 —p)vr + (A2 — p2)va + -+ (An — fin)0n
Da vy, v9,...,v, linear unabhéngig sind, schlieen wir aus dem Kriterium 4.5.10,

dass A\1 —p1 = Ao —pi2 = <+ = Ay — pty = 0, dh. Ay = p1, Ao = po, ...,
An = ln. O
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1 2 1 V1 1 0 000
2 3 -1 V2 0 1 0 00
-1 1 -1 U3 0 O 1 00
2 6 -1 Uy 0 0 010
0 2 -3 Us 0 0 0 01
1 2 1 U1 1 0 0 00
0 -1 =3 | “2v1  Huv -2 1 0 00
0 3 0 v +v3 1 0 1 00
0 2 -3 | —2u; +4 -2 0 010
0 2 -3 Us 0 0 001
1 2 1 V1 1 0 000
0 -1 =3 | —2v1 Huve -2 1 0 00
0 0 -9 | =5v1 +3v2 Hus -5 3 1 00
0 0 =9 | —=6v; 4209 +4 -6 2 010
0 0 -9 | —4v1 +2v9 +vs —4 2 0 0 1
1 2 1 V1 wy 1 0 000
0 -1 =3 | —2v1 Huve we | =2 1 0 00
0 0 -9 | =5v1 +3v2 Hus ws | =5 3 1 00
0 0 0 —v;  —v2 —U3 U -1 -1 -1 1 0
0 0 0 +v1 —ve —us +vs 1 -1 -1 0 1

Abbildung 4.2: Bestimmung einer Basis des Untervektorraums aus Bei-

spiel 4.5.18




94

KAPITEL 4.

VEKTORRAUME

U1

V2

U1

U1

U2

U1

U1

V2

+v2

U1

U1

U1

U1

V2

+v2

+v2

+v2

U3
V4
Us
+v3
V4
Us
+’U3
V4
Us
+’U3
+v3  +ug
+u3 +us

Abbildung 4.3: Bestimmung einer Basis des Untervektorraums aus Beispiel

4.5.19
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Definition 4.5.21. Ist die endliche Menge {v1,...,v,} C V eine Basis von
V', die aus n Vektoren besteht, und halten wir eine bestimmte Anordnung der
v1,..., U, fest, so heift das n-Tupel B := (v1,...,v,) eine angeordnete Basis
von V.

Es ist oft sinnvoll, zwischen Basen von V (die einfach Teilmengen von V
sind) und angeordneten Basen zu unterscheiden.

Sei B = (v1,...,v,) eine angeordnete Basis von V. Dann heilen die (ein-
deutig bestimmten) Skalare x1, z2, ..., Z,, so dass

V= T1V1 + T2V2 + ... TpUpn

die Koordinaten von v bezgl. der angeordneten Basis B. Diese Koordinaten
stellen wir durch den Spaltenvektor

=] . | ek
Tn
dar.
Bemerkung 4.5.22. Nach dem vorhergehenden Satz ist die Abbildung
xy
T2
i : K"—=V, =1 . | —xv1+2202 + -+ Tp0,
Tn

bijektiv.
Diese Abbildung ¢p ist linear, weil fiir A € K und z,y € K" gilt:

LB(ZC‘HJ):Z%‘F% (% szvz"i_zyzvz— +LB( )
i=1

und n n
= Z )\CCZ'UZ' = )\szvz = ALB(':C)'
i=1 =1

Da ¢p linear und bijektiv ist, ist sie ein Vektorraumisomorphismus zwischen K™
und V. Die Umkehrabblidung kp: V — K" ordnet jedem v € V das Bild [v]p
zu, das aus den Koordinaten von v bzgl. der Basis B besteht.

In diesem Sinne bedeutet die Wahl einer angeordneten Basis eines Vek-
torraums V nichts anderes, als: ,ein lineares Koordinatensystem auf V ein-
zufithren.“

Wihlen wir eine andere Basis B’ = (wy, . .., wy,) anstelle von B = (v1, .. .,v,),
so ldsst sich jeder dieser neuen Basisvektoren w; als Linearkombination

n
w; = E (27 A%
i=1
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mit a;; € K schreiben. Daher ist

m m n
v = E Tjw; = E E T 0;.
Jj=1

j=1i=1

Die Koordinaten zi,..., 2, bzgl. B’ und die Koordinaten z1,...,z, bzgl. B

»m

hingen also wie folgt zusammen:

m

2 : /
€T; = aij:vj.

Jj=1

Mithilfe des Matrixproduktes lidsst sich dies so schreiben:
x=Ax', [v]p=A]v|lp wobei A= (ai;) € M, m(K).
Aus der vorstehenden Bemerkung erhalten wir insbesondere:
Satz 4.5.23. Jeder n-dimensionale K-Vektorraum V ist isomorph zu K".

Allerdings gibt es viele verschiedene Isomorphismen zwischen V und K"™:
einen fiir jede Auswahl einer angeordneten Basis von V. Es kann also je nach
Argumentationszusammenhang durchaus ungeschickt sein, alle n-dimensionalen
V einfach irgendwie mit K™ zu identifizieren.

Beispiel 4.5.24. Der Vektorraum P, (R) aller reellen Polynomfunktionen vom
Grad < n ist isomorph zu R"*1,

Um einen Isomorphismus wirklich anzugeben, wahlen wir eine angeordnete
Basis von P, (R), etwa wie gehabt: B = (po,p1,...,Pn), wo p;j(z) = . Der
zugehorige Isomorphismus ¢p sieht dann so aus:

tp: R" — P, (R)

ao
ai

n
—ag+aipr+ ...+ appn 2 (x— Zajxj).
a’n 7=0
Beispiele 4.5.25. (a)Sei B = (ey,ea,...,ey) die iibliche Standardbasis von
K". Fiir

Z1
Z2
T = e K"
Ln
gilt

1 0 0
1 0
r=12x 0 —+ 9 0 +...+x,
: : 0
0 0 1

=x1 e1 +xy e +...+x, €n
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Also sind die Koordinaten von x bzgl. der Standardbasis eq,es, ..., e, gerade
die x1,x9,...,x,. Anders gesagt: die Abbildung ¢pp: K" — K" ist in diesem
Fall die Identitat idgn.

(b) Ein Vektorraum hat i.a. sehr viele verschiedene Basen. Im R? kann man
z.B. betrachten:

e die Standardbasis B: e; = (é) , €3 = ((1)) ;

e die Basis B': vy = G) » V2 = (_11)

Fir v = <_31> sind die Koordinaten bzgl. der Standardbasis B die Skalare 3

und —1. Die Koordinaten von v bzgl. der Basis B’ dagegen sind [v]p: = (1);

o (] 02(3)-(2) -

Allgemeiner seien fiir einen Vektor v € R?

denn

oY= (?) die Koordinaten bzgl. der Standardbasis;
2

/
o [v]p = (2) die Koordinaten bzgl. der Basis B’.

Welche Beziehung besteht zwischen x1,zo und 2}, x5 ?

v = ("] bedeutet: v = zjvy + zhvy

X1 o 1 ’ 1
n () =t (1) v (1)
— / ’
dh { T = x/l —l—x? dh. <x1) _ <1 1 ) (:C/1>
To =X — Xy T2 1 -1 To
Wir haben also die Koordinaten x1, x2 bzgl. der Standardbasis in Abhéngigkeit

von den Koordinate 2, 25, bzgl. der Basis B’ ausgedriickt. Lost man diese beiden
Gleichungen nach z, 2%, ergibt sich

(=02 ¢)-=E DHE)

1
Ty = 5(331 +x2), ahH= 5(331 — 2).



98 KAPITEL 4. VEKTORRAUME

4.6 Sitze iiber Basen; der Dimensionsbegriff

In diesem Abschnitt bezeichnet V' sets einen Vektorraum iiber einem beliebigen
Korper K.

Wie wir gesehen haben, hat V' im allgemeinen viele verschiedene Basen. Nun
kann man beweisen, dass je zwei Basen B, B’ von V die gleiche Méchtigkeit
haben. Wenn es also eine Basis gibt, die aus endlich vielen Elementen besteht,
so werden alle anderen Basen dieselbe endliche Anzahl von Elementen haben.
Diese Anzahl ist die entscheidende einem Vekttorraum zugeordnete Invariante.
Sie wird die Dimension von V genannt. Die Invarianz der Anzahl der Elemente
einer Basis ist eines der grundlegenden Resultate der Theorie der Vektorrdume
iiber einem Korper. Fiir ihren Beweis ist der folgende Satz ein wichtiger erster
Schritt:

Satz 4.6.1. Jede Menge von (m + 1) Vektoren wy, wa, ..., Wn, Wnt1, die in
einem von m Vektoren vy, va, ..., Uy erzeugten Untervektorraum von V liegen,
sind linear abhingig.

Beweis. Durch Induktion iiber m.

m = 1: Seil wy,ws € span(vy). Dann gibt es Skalare A1 und A so dass w; = Ajv;
und wg = Agvy. Aus Aow; — A\we = 0 folgt dann, dass w; und wsy linear
abhéngig sind.

Nach Induktionsannahme setzen wir jetzt voraus, dass je m Vektoren in einem
von (m — 1) Vektoren erzeugten Untervektorraum linear abhéngig sind, und
wollen zeigen, dass dieselbe Aussage mit m statt m — 1 gilt.

Seien also wy, wa, . . ., Wy, W41 € span(vy, v, ..., Umy). Schreiben wir zunichst
die w; als Linearkombinationen der v;:

wyp = 11V + Q1202 + - XU,
Wy = Q21V1 + 22V + - F Qo U,
Wmtl = Q1,101 + Qpi12U2 + 0 + Q1 mUm-

Erster Fall: Alle Koeffizienten in der ersten Spalte auf der rechten Seite sind
Null, d.h. 11 = @91 = -+ = amy1,1 = 0. Dann sind die m Vektoren
w2, ..., Wyt in dem von den (m — 1) Vektoren vy, ..., v, erzeugten
Untervektorraum enthalten, und nach Induktionsvoraussetzung sind ws,
..., Wyt linear abhingig. Also sind wy, wa, ..., Wy erst recht linear
abhingig.

Zweiter Fall: Mindestens einer der Koeffizienten a;; der ersten Spalte ist von
Null verschieden. Nach eventuellem Umnummerieren der w;’s konnen wir
annehmen, dass a1 # 0 ist. Wie im Gaufl’schen Algorithmus bilden wir
dann
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Q21
Wy = W9 —  —W1
11
21 21
= 0-v1+ (@2 — —— - a)va+ -+ (Qom — — * Qim ) Uny
11 a1l
/ . Qm+1,1
’LUerl = Wm+41 — w1
a1l
Am+1,1
= 0"01 + (OszrLQ - 'a12)02+...
ot
am+1,1
R (am-i-l,m - - alm)vm-
11
So erhalten wir m Vektoren ws, ..., w),,, die in dem von den (m — 1)
Vektoren va, ..., v, erzeugten Untervektorraum enthalten sind. Nach
Induktionsvoraussetzung sind die Vektoren wj, ..., w}, . linear abhéingig.
Es gibt also Skalare o, ..., fm+1, die nicht sdmtlich Null sind, so dass

powy + praws + - - + Mm+1w§n+1 =0.

Qi1
11

Wegen w) = w; — w1, erhalten wir

pi2 (w2 — %wl) + o fmgt (Wimng1 — amH’lwl) =0,
11 Q11

und mithin

n+1 .
=2

a11

Das ist eine Linearkombination von wi, ws, ..., Wpyt1, welche Null ist,
ohne dass alle Koeffizienten Null sind; denn nicht alle pg, ..., tm41 sind
0. Also sind wy, wa, ..., wyy1 linear abhiingig.

O

Korollar 4.6.2. Sind w1, ..., wy, linear unabhdngig in einem von n Elementen
erzeugten Vektorraum V', so ist m < n.

Theorem 4.6.3. Je zwei Basen eines Vektorraums haben die gleiche Mdchtig-
keit (d.h. die gleiche Anzahl von Elementen, falls sie aus endlich vielen Elemen-
ten bestehen,).

Beweis. Wir behandeln nur den Fall, wo V' von endlich vielen Elementen erzeugt

werden kann.
Seien (v1,...,Un) und (w1, ..., w,) zwei Basen von V. Nach Korollar 4.6.2

impliziert die Bedingung w1, ...,w, € span(vi,...,vn,), dass n < m. Ebenso
erhalten wir aber m < n, und somit m = n. O
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Definition 4.6.4. [Dimension] Sei V' ein K-Vektorraum. Hat V' eine Basis aus
n Vektoren vy, vs, ..., v,, so definiert man die Dimension von V durch

dimV = n.

Hat V keine endliche Basis, so begniigen wir uns damit, einfach V' als unendlich
dimensionalen Vektorraum zu bezeichnen und

dimV = oo
zu schreiben.

Beispiele 4.6.5. (a) dim{0} = 0.

(b) dimK"™ = n.

(c) dimP,(R) = n + 1 (Beispiel 4.5.10).

(d) dim P(R) = oo (wegen (c¢)) und dim F(R,R) = co.

(e) dimgR = oo, der Q-Vektorraum R ist nicht endlichdimensional, da er
nicht abzahlbar ist.

Lemma 4.6.6. Seien By, Bo CV endliche Teilmengen, so dass gilt:
(1) By ist linear unabhingig, und
(2) By U By erzeugt V.

Dann gibt es eine Teilmenge B C B, so dass B := By U B} eine Basis von V
15t.

Beweis. Wihle By C By derart, dass By U B) linear unabhéingig und die An-
zahl der Elemente von B, maximal ist. Dann ist fiir jedes b € B\ B, die Menge
B1UB,U{b} linear abhéngig. Schreibe By = {vy,...,v,} und B = {wy, ..., wg}.
Daher gibt es also A\, A1,..., An, pt1, ..., g € K, nicht alle Null, mit

Ab+ Ao+ F Aun + piwy + -+ ppwyg, = 0.
Da Bj U Bj linear unabhéngig ist, muss A # 0 sein, also
b= —)\71()\101 + oo+ Ay + piwy + ..+ ppwy) € span(By U BY).
Da b € By \ B) beliebig gewiihlt war, sieht man, dass
B>\ B} C span(B; U B)),

und damit, dass
B1 U BQ g span(31 @] Bé)

Das bedeutet, dass die Menge By U B} ganz V erzeugt, und somit eine Basis ist;
denn sie war auch linear unabhéngig. O

Betrachten wir jetzt einige Spezialfiille dieses wichtigen Lemmas. Zunéchst
die Situation, wo B; = ). Das bedeutet, dass kein v vorkommt. Dann besagt
4.6.6:
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Korollar 4.6.7. (Basisauswahlsatz) Jedes endliche Erzeugendensystem B eines
Vektorraums V' enthdlt eine Basis.

Beweis. Wende das vorangehende Lemma mit B; = () und By := B an. O

Bemerkung 4.6.8. Dieses Korollar besagt insbesondere, dass in jedem Vektor-
raum, der von endlich vielen Elementen erzeugt werden kann, eine Basis exi-
stiert. In der Tat gilt ganz allgemein der

SATZ: Jeder Vektorraum (auch ein solcher, der nicht endlich erzeugt ist) besitzt
eine Basis.

.., zumindest gilt dieser Satz dann, wenn man mit einer hinreichend starken
Mengenlehre an die Sache herangeht, in der z.B. das sogenannte Auswahlaziom
gilt. Dariiber will ich mich aber hier jetzt nicht verbreiten.

Korollar 4.6.9. Ist der Vektorraum V wvon endlich vielen Vektoren erzeugt, so
ist V endlich dimensional, und es ist diim V' < |B|, fiir jedes Erzeugendensystem
B ovon V.

Korollar 4.6.10. (Steinitzscher Austauschsatz) Sei B eine endliche Basis von
V und C eine endliche linear unabhingige Teilmenge von V. Dann gibt es eine
Teilmenge B’ C B, so dass B'UC' eine Basis von V ist. (Diese neue Basis von
V entsteht also durch Austausch von B\ B’ durch C.)

Beweis. Wende Lemma 4.6.6 auf B; := C und B := B an. [l
Korollar 4.6.11. (Basisergéinzungssatz) Sind vy, ..., vy, linear unabhdingig im
Vektorraum V der Dimension n, so gibt es Vektoren v,41, ..., vy, So dass vy,
cevy Umy Um+1, ---, Up eine Basts von V ist.

Beweis. Nach Korollar 4.6.10, angewendet auf eine beliebige Basis

B ={wi,...,w,} und auf C = {vy,..., v}, wihlen wir n — m Vektoren in B
so aus, dass sie zusammen mit vy, ..., v, eine Basis von V bilden. O
Satz 4.6.12. Fir ein System vy, va, ..., v, von n Vektoren eines Vektorraum

V' der Dimension n sind folgende FEigenschaften dquivalent:

(1) v, ..., v, sind linear unabhingig.
(2) vi, ..., vy erzeugen V.
(3) v1, ..., vy bilden eine Basis von V.

Beweis. Nach Definition impliziert (3) die Bedingungen (1) und (2).

(1) = (3): Aus Korollar 4.6.11 folgt, dass sich die Vektoren zu einer Basis
erginzen lassen. Da aber jede Basis von V' genau n Elemente enthilt, ist keine
Ergénzung notwendig und die Vektoren sind bereits eine Basis.

(2) = (3): Wegen Korollar 4.6.7 enthalten vy, . . ., v, eine Basis. Da aber jede
Basis von V' aus n Elementen besteht, sind vy, ..., v, bereits eine Basis. O
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Wir betrachten jetzt die Dimensionen von Untervektorrdumen. Zunédchst
gilt:

Satz 4.6.13. Seit V' endlich dimensional. Dann gilt dimU < dim V' fiir jeden
Untervektorraum U von V. Gleichheit gilt genau dann, wenn U = V.

Beweis. Sei dim V' = n. Fiir jedes System u1, ..., uy, linear unabhéngiger Vek-
toren gilt m < n nach Satz 4.6.1. Daher existiert auch eine maximale endliche
linear unabhéngige Teilmenge B C U. Nach der Folgerung aus Korollar 4.6.11
ist B eine Basis von U. Also ist auch U endlich dimensional und dimU < dim V.

Falls dimU = dim V' gilt, so hat U eine Basis uq,...,u, aus n Elementen. Da
diese n Vektoren linear unabhéngig in V sind, bilden sie auch eine Basis von V'
nach Satz 4.6.12, also ist U = V. o

Satz 4.6.14. Seien Uy und Uz Untervektorrdume von V. Dann gilt:
dim(Uy + Uz) 4+ dim(U; N Us) = dim Uy + dim Us.

Beweis. Ist dimU; = oo oder dimUs = oo, so ist auch dim(U; + Us) = oo
nach Satz 4.6.13, und die Gleichung ist trivialerweise erfiillt. Nehmen wir al-
so an, dass dimU; = m; < oo und dimU; = me < oo gilt. Dann ist auch
U; NUs endlich dimensional (Satz 4.6.13). Sei By eine Basis von U; N Us. Nach
dem Basisergéinzungssatz finden wir eine Basis By von Uj, die By enthélt, und
eine Basis By von Us, die By enthilt. Dann erzeugt B := By U(B2\ By) den Un-

tervektorraum U; + Us. Wir behaupten, dass B linear unabhéngig ist. Schreibe
also

By ={v1,...,v}, Bi={vi,...,vn}, Ba={v1,...,0,wW1,..., Wy}

Ist B nicht linear unabhéngig, so gibt es A1, ..., Ay, 1, .., m € K, nicht alle
Null, so dass

AMUL+ oo+ AU + w1 + .o F Wy, = 0.

Dann ist

PAWT F o F g Wy, = —A101 — ... — Ao, € Up NU3 = span{vy, ..., vg}.
Die Tatsache, dass By eine Basis von U; ist, hat

)\k+1:---:)\n:0

zur Folge. Nun ist aber Bs eine Basis von Us; also folgt uy = ... = gy, = 0 =
Al =...= X

Da B; U (B2 \ By) eine Basis von U + Us ist, gilt

dim (U1 +Us) +dim(U;NUz) —dim Uy —dim Uy = n+m+k—n—(k+m)=0. O
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Bemerkung 4.6.15. (a) Ist U C V ein eindimensionaler Unterraum, so exi-
stiert ein Vektor 0 # w € U und dann ist U = Ku, da {u} bereits eine Basis
ist.

(b) Ist U C V ein zweidimensionaler Unterraum, so existiert ein Vektor
0 # u € U und wegen Ku # U ein zweiter Vektor v € U \ Ku. Dann ist {u, v}
linear unabhéngig, also eine Basis von U. Insbesondere ist U = Ku + Kuv eine
Ebene.

(c) In einem 3-dimensionalen Vektorraum V erfiillen zwei beliebige von-
einander verschiedene Untervektorrdume U; und Us der Dimension 2 stets:
Uy + Uy = V. Denn jede Basis von Uj, zusammen mit einem Element aus
Us \ Uy, ist eine linear unabhiingige Menge, die drei Elemente enthilt und so-
mit eine Basis von V (Satz 4.6.12). Folglich schneiden sich U; und Us in einem
Untervektorraum der Dimension 1; denn

dim(U; NU2) = dimU; + dim Uy —dim(U; + Uz) =242-3=1

(d) In jedem 4-dimensionalen Vektorraum V' schneiden sich je zwei verschie-
dene Untervektorraume Uy und Us der Dimension 3 in einem Untervektorraum
der Dimension 2. Wie oben ergibt sich dann Uy + U = V', und daher

dim(U; NUz2) = dimU; + dim Uy — dim(U; + Us) =34+3 -4 =2

(e) Ist V = Uy @ Us, so hat man dim V' = dim Uy + dim Us.
In der Tat folgt aus V = Uy @ Us, dass V = Uy + Us und U; NUz = {0}, also

dim(V) = dim Uy + dim U, — dim(Uy N Uy) = dim Uy + dim Us,
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Kapitel 5

Lineare Abbildungen und
Matrizen

Die Lineare Algebra hat zwei Gesichter: ein konkretes und ein abstraktes. Im
Kapitel 2 haben wir beim Studium der linearen Gleichungssysteme mit reellen
Koeffizienten und aller ihrer Losungen mithilfe des Gau-Jordanschen Elimina-
tionsalgorithmus die konkrete Seite kennengelernt. Im Kapitel 4 hingegen wurde
es dann abstrakt, als wir Vektorrdume iiber einem beliebigen Korper K und li-
neare Abbildungen zwischen ihnen eingefithrt und zu studieren begonnen haben.

Die Abstraktion wird aber nicht um ihrer selbst willen getrieben. Vielmehr
liegt in der Kombination konkreter und abstrakter Aspekte die spezifische Stéirke
und universelle Anwendbarkeit der Linearen Algebra begriindet. Die Vermitt-
lung der beiden Aspekte erfordert eine gewisse Ubersetzungsarbeit, die hiufig
damit beginnt, dass Ergebnisse der abstrakten Theorie der Vektorrdume auf den
Spezialfall von ,konkreten“ Vektorrdumen wie K™ oder M, ,(K) angewendet
wird: schon im letzten Kapitel haben wir gesehen, wie die Auswahl einer (ange-
ordneten) Basis B in einem beliebigen (endlich dimensionalen) K-Vektorraum
V einem beliebigen Element v € V seine Koordinaten [v]g bzgl. B zuordnet;
d.h. die Auswahl einer Basis leistet eine Identifikation des (,abstrakten®) Vek-
torraums V mit dem ,konkreten“ K™ (fiir n = |B|).

In diesem Kapitel setzen wir diesen Gedankengang fort, indem wir auch li-
neare Abblidungen in &hnlicher Weise ,,koordinatisieren®. Genauer werden wir
lineare Abbildungen zwischen endlich dimensionalen K-Vektorrdumen (nach
Auswahl von Basen) durch Matrizen beschreiben. Damit wird dann auch die
Interpretation dessen, was im Gaufi—Jordan Algorithmus passiert, im Rahmen
der Theorie der Vektorraume, d.h. die volle Ausnutzung der abstrakten Theorie
fiir die kalkulatorischen Aspekte der Linearen Algebra, moglich.

105
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5.1 Lineare Abbildungen

Wir erinnern daran (Kapitel 4), dass eine lineare Abbildung ¢: V' — W zwischen
K-Vektorrdumen V und W eine Abbildung V' — W mit folgenden Eigenschaften
ist:

(L1) p(u+v) =p(u)+ ¢(v) fir alle u,v € V.
(L2) o(Mv) = Ap(v) fir allev e V, A e K.

Die Eigenschaften (L1) und (L2) kénnen auch in eine einzige zusammengefasst
werden:

(L) o(Au~+ pv) = Ap(u) + pp(v) fir alle u,v € V, A\, p e K.

Definition 5.1.1. [Bild und Kern] Fiir jede lineare Abbildung ¢: V — W
definieren wir ihr Bild durch

imep = (V) ={p) [veV}CTW
und ihren Kern durch
kerg:= o ' (0)={veV|p)=0}CV
Nach Satz 4.3.18 sind im ¢ und ker ¢ Untervektorrdume von W bzw. V.

Beispiel 5.1.2. Sei V ein K-Vektorraum und seien vy, ...,v, € V. Betrachte
die lineare Abbildung

xy
To n
o K=V, =] . HZ:CZ-UZ-.
: i=1

Tn

Dann ist

im(p) = span(vy,...,v,)
und
ker(p) = {x € K": zyv1 + ... + zpv, = 0}.
Insbesondere ist ¢ genau dann injektiv, wenn vy, ..., v, linear unabhéngig sind.

Satz 5.1.3. (Injektivitdtskriterium fiir lineare Abbildungen) Fine lineare Ab-
bildung : V. — W ist genau dann injektiv, wenn ker p = {0} ist.

Beweis. Der Kern des Beweises besteht in der folgenden Aquivalenz:
(%) o) =pw) <<= v—wéeEkerp.
Denn wegen der Linearitit von ¢ ist die Gleichheit ¢(v) = ¢(w) dquivalent zu

0 =) = p(w) = p(v—w),
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was wiederum bedeutet, dass v — w € ker ¢ ist.

Damit kénnen wir die im Satz behauptete Aquivalenz ableiten. Ist ¢ injektiv,
so enthilt ker ¢ = ¢~ 1(0) hochstens ein Element, stimmt also mit {0} iiberein.
Ist umgekehrt kero = {0}, so zeigt obige Aquivalenz, dass ¢(v) = p(w) zu
v = w #dquivalent ist, also ist ¢ injektiv.

Den folgenden Satz sprechen wir auch fiir unendlich dimensionale Vektor-
rdume aus. Dafiir setzen wir

n+oo:=00+n:=o00 fir neNyU{oo}.
Satz 5.1.4. (Dimensionssatz) Fiir jede lineare Abbildung p: V — W gilt
dim(im ¢) + dim(ker ¢) = dim V.

Beweis. Ist dimV = oo, so miissen wir zeigen dass im ¢ oder ker ¢ unendlich
dimensional ist. Per Kontraposition geniigt es also zu zeigen, dass, wenn sowohl
imy als auch ker¢ endlich dimensional sind, die Summe ihrer Dimensionen
gleich dim V ist.

Nach Satz 4.3.18 ist ker ¢ ein Untervektorraum von V. Sei k := dim(ker ¢)
und v1, ..., v eine Basis von ker ¢. Sei weiter m := dim(im ¢) und w1, ..., wn,
eine Basis von im . Wihle Vektoren vg41, ..., Vktm € V, so dass @(vi1;) = w;
gilt fir j =1,..., m. Wir behaupten, dass

B:={v1,...,V4m}

eine Basis von V ist. Haben wir das gezeigt, ist der Beweis beendet; denn dann
ergibt sich

dimV =k 4+ m = dim(ker ) + dim(im ¢).
Zunichst zeigen wir, dass B den Vektorraum V erzeugt: Sei v € V beliebig.

Dann ist ¢(v) € im(p) und es gibt w1, ..., ty, € K mit

(V) = pwi + ... + W = p19(Vkt1) + - oo+ L P(Vkm)
= @(H1Uk+1 + - + i Vktm)-

Folglich
U = p1Vk41 F oo F Uk € ker o = span(vi, ..., vg),

zusammen also
v € span(vy, . . ., Vgt+m) = span(B).

Also erzeugt B ganz V.
Wir zeigen jetzt, dass B linear unabhéngig ist. Seien dazu A1, ..., Agym € K

gegeben mit
k+m

Z )\jvj =0.
j=1
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Dann ist

k+m k+m
0= QD( Z )\j’Uj) = Z )\j<p(vj) = )\k+1’LU1 + ...+ )\kerwm.
j=1 j=1

Aus der linearen Unabhéngigkeit der wy, . .., w,, folgt
Akg1 = = Aggm = 0.

Damit ist E?Zl Ajv; = 0, was aber wegen der linearen Unabhéngigkeit der
V1, ...,V wiederum Ay = --- = Ay = 0 zur Folge hat.

Wir haben also bewiesen, dass B ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem
ist, also eine Basis von V ist. O

Als Folgerung aus dem Dimensionssatz ergibt sich:

Satz 5.1.5. Fir eine lineare Abbildung p: V — W zwischen endlich dimensio-
nalen Vektorrdumen V und W gleicher Dimension sind folgende Figenschaften
dquivalent:

(1) ¢ ist injektiv
(2) @ ist surjektiv
(3) ¢ ist bijektiv
Beweis. Sei n = dim V = dim W. Der Dimensionssatz 5.1.4 besagt

dim(im ¢) + dim(ker ¢) = n.

Daher
¢ injektiv <= ker¢ = {0} nach 5.1.3
<= dim(kerp) =0
< dim(imy) =n nach 5.1.4
<= imp=W nach 4.6.12
<= ¢ surjektiv
Daraus folgt sofort die Aquivalenz der drei Eigenschaften. O

Der obige Satz ist eine Variation des Themas, das wir auch schon in Satz 1.3.21
kennengelernt haben. Dort haben wir gesehen dass eine Abbildung ¢: X — Y
zwischen endlichen Mengen mit gleich vielen Elementen genau dann bijektiv ist,
wenn sie injektiv oder surjektiv ist.

Bemerkung 5.1.6. Fiir einen unendlich dimensionalen Vektorraum V gibt
es stets injektive lineare Abbildungen ¢: V — V die nicht surjektiv sind,
und surjektive lineare Abbildungen V' — V| die nicht injektiv sind. Ist zum
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Beispiel V' = P(R) der Vektorraum aller reeller Polynomfunktionen und ist
¢: P(R) — P(R) die Abbildung
p(x) =z - p(z),
so ist diese Abbildung linear und injektiv, aber nicht surjektiv. Denn jede Po-
lynomfunktion ¢ in im ¢ erfiillt ¢(0) = 0, so dass etwa 1 & im .
Definition 5.1.7. [Rang einer linearen Abbildung ¢: V' — W] Der Rang einer
linearen Abbildung wird als die Dimension des Bildes definiert:
rank ¢ := dim(im ) = dim(p(V)).
Ist V' =W endlich dimensional, so gilt nach dem Dimensionssatz:
rank ¢ = dim V' — dim(ker ).

Im néchsten Satz untersuchen wir, wie die Eigenschaften einer linearen Ab-
bildung in den Bildern der Vektoren einer Basis reflektiert werden.

Satz 5.1.8. Sei v1,...,v, eine Basis von V und ¢ : V. — W eine lineare
Abbildung. Dann gilt:

(1) Die Vektoren ¢(v1),...,p(vn) erzeugen im .

(2) Der Rang von ¢ ist gleich der grofsten Anzahl linear unabhdingiger Vekto-
ren unter den o(v1),...,o(vy).

(3) @ ist surjektiv <= rankp = dim W < co.
(4) ¢ ist injektiv <= p(v1),...,9(vy) sind linear unabhdingig.
(5) ¢ ist bijektiv <= p(v1),...,p(vy,) bilden eine Basis von W.

Beweis. (1) Sei w € imp = (V). Dann gibt es ein v € V so dass w = ¢(v). Da
v1,...,U, eine Basis von V ist, kann der Vektor v als Linearkombination

v=Mv1+ -+ AU, N EK
dargestellt werden. Da ¢ linear ist, folgt
w= V) =Ap(v1) + -+ Anp(vn).

(2) rank ¢ = dim(im ) ist die Anzahl der Elemente in einer Basis von im ¢.
Nach dem Basisauswahlsatz 4.6.7 ist jedes maximal linear unabhéngige Teilsys-
tem eines Erzeugendensystems eine Basis von im ¢.

(3) Da jeder echte Unterraum von W echt kleiner Dimension hat, ist rank o =
dim(im(p)) = dim W gleichbedeutend zu im(¢) = W, also zur Surjektivitit
von (.

(4) Nach 5.1.3 ist ¢ genau dann injektiv, wenn ker ¢ = ©~1(0) nur aus der
Null besteht. Da die v; eine Basis von V' bilden, besteht ¢ ~1(0) aus allen Linear-
kombinationen Y, \jv; mit 0 = (>, \ivs) = >, Nig(v;). Dass diese Gleichung
nur die eine Losung Ay = Ao = --- = A\, = 0 besitzt ist aber gleichbedeutend
mit der linearen Unabhiingigkeit von ¢(v1),...,p(v,) (Satz 4.5.8).

(5) Folgt sofort aus (1) und (4). O
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Satz 5.1.9. Scien V, W Vektorrdume, vy, ..., v, eine Basis von V undwy, ..., w,
beliebige Vektoren in W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung ¢: V — W,
so dass

p(v1) = w1, p(v2) = w2, ..., p(vn) = wp.
Beweis. Existenz: Jedes v € V hat eine Darstellung als Linearkombination
V= Av1 + AUz + -+ ApUn,

deren Koeffizienten (Koordinaten) A1, Ag,..., A, € K durch v eindeutig be-
stimmt sind. Also liefert die Festsetzung

() == Awy + Aaws + -+ Awy,
eine wohldefinierte Abbildung von V' nach W. Fiir sie gilt p(v;) = w; fir j =
1,...,n; denn
vj=0-v1+---+0-vj_1+1-v;+0-vj41+---+0-v,.

Die Linearitét von ¢ folgt leicht aus der Definition. Also gibt es eine lineare
Abbildung ¢: V — W mit der gewiinschten Eigenschaft.

Um die Eindeutigkeit von ¢ nachzuweisen, nehmen wir an, v : V.— W sei
eine andere lineare Abbildung mit ¢ (v;) = w; fiir alle j = 1,...,n. Fir jedes

v=MU1+ -+ Ao, €V
gilt dann
() = Mp(v1) + -+ A (vn) = Mwr + -+ Apwn = @(v),
also 1 = ¢. O

Ubung 5.1.10. Beweise die folgende Verallgemeinerung von Satz 5.1.9: Sei B
eine Basis des Vektorraums V; sei W ein Vektorraum und sei f: B — W eine
Abbildung zwischen den Mengen B und W. Dann gibt es genau eine lineare
Abbildung ¢: V — W mit |5 = f.

5.2 Quotientenrdume und kanonische Faktori-
sierung

Wir haben schon in Satz 4.3.18 gesehen, dass der Kern einer linearen Abbildung
@: V — W immer ein Untervektorraum von V ist. Man kann sich nun die Frage
stellen, ob in der Tat auch jeder Untervektorraum ein Kern ist. Das fithrt auf
die Konstruktion des sogenannten Quotientenraums.

Definition 5.2.1. Sei V ein Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Wir
betrachten die Menge
ViU ={v+U:veV}
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aller affiner Unterraume der Gestalt v + U.

Auf dieser Menge definieren wir eine Addition und eine Skalarmultiplikation
durch

w+U)+(w+U):=v4+w+U und AXv+U):=Xv+U.

Um zu zeigen, dass dies sinnvolle Definitionen sind, haben wir zu verifizieren,
dass die rechte Seite jeweils nicht vom Reprisentanten v bzw. w des affinen
Unterraums abhéingen: Ist v + U = v + U und w+ U = w' + U, so sind
v—2v",w—w €U und daher

VHw +U=w+w)+ 0 —v)+ W —w)+U=v+w+U,
da z + U = U fiir jedes Element xz € U gilt. Analog sicht man
MW AU =X+ AV —v)+ U= +U

ein. Wie wir gleich sehen werden, erhalten wir so eine Vektorraumstruktur auf
V/U bzgl. der die Abbildung

q¢:V-=V/U v—uv+U

linear und surjektiv wird. Wir nennen V/U den Quotientenvektorraum bzw. den
Quotienten von V nach U.

Satz 5.2.2. V/U ist mit der oben beschriecbenen Addition und Skalarmultipli-
kation ein Vektorraum und q: V. — V/U,v — v+ U ist eine surjektive lineare
Abbildung mit kerq = U.

Beweis. Der Nachweis der Vektorraumaxiome fiir V/U ist trivial, wenn man
beachtet, dass die Abbildung ¢ surjektiv ist und den Bedingungen

gv+w) =qv) +qw) und (M) =XA(v), v,weV,AeK (5.1)

geniigt. Das ist aber in der Definition der Addition und der Skalarmultiplikation
enthalten.

Z.B. verifiziert man die Assoziativitdt der Addition wie folgt. Fiir x,y, 2z €
V/U existieren a,b,c € V mit x = g(a), y = q(b) und z = ¢(c). Dann ist

(@+y)+2=qla+b)+q(c) = q((a+b) +¢) = gla+ (b+¢)) = g(a) + q(b+¢)
=+ (y+2)

Analog verifiziert man (V2)-(V8) durch Zuriickfithrung auf die entsprechenden
Eigenschaften von V.

Ist V/U einmal als Vektorraum erkannt, so folgt die Linearitéit von ¢ aus
(5.1). O
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1

Beispiel 5.2.3. Sei V = K3>und U := K | 1 | . Wenden wir den Dimensionssatz
1

auf die Quotientenabbildung ¢: V' — V/U an, so erhalten wir sofort

dim(V/U) = dim(V) — dim(U) =3 — 1 = 2.

Der Raum V/U aller Geraden x + U in K3 mit der Richtung U ist also zweidi-
mensional.

Wir suchen einen Basis. Zuniichst ist klar, dass die Vektoren b; := q¢(e;),
i = 1,2,3, den Raum V/U aufspannen. Sie sind aber nicht linear unabhéingig,
wenn wegen e + es + e € U = kerq ist b1 + bs + b3 = 0, also bg = —b; — ba.
Daher ist die zweielementige Menge {b1,ba} erzeugend und folglich eine Basis.

Satz 5.2.4. (Homomorphiesatz) Seip: V. — W eine lineare Abbildung und U C
V' ein Untervektorraum sowie q: V. — V/U die Quotientenabbildung. Genau
dann existiert eine lineare Abbildung &: V/U — W mit goq = ¢, wenn U C
ker ¢ gilt. In diesem Fall ist die lineare Abbildung @ durch o q = ¢ eindeutig
bestimmt.

1% ? w
o |
Vo —2—— W

Beweis. Existiert ¢, so ist
ker ¢ = ker(poq) Dkerqg=U.
Ist umgekehrt die Bedingung U C ker ¢ erfiillt, so ist
o:VIU =W, o(x+U):=p(x)
wohldefiniert, denn fiir u € U ist
p(z +u) = p(@) + ¢(u) = ().
Wegen
P4V +(y+0)) = G(xty+U) = p(z+y) = p(2)+(y) = P(a+U)+5(y+U)

und
Pz +U)) =\ +U) = p(Az) = Ap(z) = Ap(z + U)
ist ¢ linear.
Dass ¢ durch ¢ o ¢ = ¢ eindeutig bestimmt ist, folgt aus der Surjektivitét
von q. O

Satz 5.2.5. (Kanonische Faktorisierung) Sei ¢: V' — W eine lineare Abbildung
und q: V. — V/ker ¢ die Quotientenabbildung. Dann definiert

?: V/kerp — im(p), @(z+keryp):=p(zx)
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einen Isomorphismus von Vektorrdumen.
%)
\% W

s .
V/ker(p) ——————— im(p)

Beweis. Aus dem Homomorphiesatz erhalten wir eine lineare Abbildung
©: V/kerq — imp, x+kerp— ¢(x).

Es ist klar, dass @ surjektiv ist. Um einzusehen, dass @ auch injektiv ist, nehmen
wir an, dass 0 = @(z + keryp) = ¢(z) ist. Dann ist * € ker¢, und somit
x + ker ¢ = ker ¢ das Nullelement in V/ ker ¢. Daher ist @ injektiv, mithin ein
Isomorphismus von Vektorrdumen. O

5.3 Operationen auf linearen Abbildungen

In diesem Abschnitt bezeichnen U, V, W Vektorrdume iiber dem selben Korper K.

Definition 5.3.1. [Hom(V, W) als Vektorraum| Wir erinnern daran, dass mit
Hom(V, W) die Menge aller linearer Abbildungen von V nach W bezeichnet
wird. Fiir ¢,1 € Hom(V, W) und A € K, definiere Abbildungen ¢ + % und Ay
von V nach W durch

(o +9)(v)

p(v) +¥(v)
(Ap)(v) = A

cpv) eV .

fir allev e V.

Lemma 5.3.2. ¢ + 9 und Ap sind linear, d.h. sie sind selbst Elemente von
Hom(V, W).

Beweis. Die Abbildung ¢ + 9 ist linear; denn

(p+ ) (u+v) =p(u+v)+1(u+v) nach Definition von ¢ + 9
— () + $(v) + P(u) +$(v) nach (L1)
= @) + P(u) + ¢(v) + ¢(v)
=(e+ V) (u)+ (¢ + ) (v) nach Definition von ¢ + 9

und
(o 4+ ¥)(w) = () + ¢ (pv) nach Definition von ¢ + 1
=p-p(v) +p-P(v) nach (L2)
=1+ (p(v) +9(v))
=p-(p+¢)(v) nach Definition von ¢ + 1

Ganz dhnlich verifiziert man die Linearitat von Ae. (|
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Satz 5.3.3. Mit der eben definierten Addition und Skalarmultiplikation ist die
Menge Hom(V, W) aller linearen Abbildungen ¢:V — W ein K- Vektorraum.

Zum Beweis muss man fiir die eben definierten Operationen die Vektorraum-
axiome (V1)—(V8) nachpriifen. Wir iiberlassen das dem Leser als Ubung.

Satz 5.3.4. (Regeln fiir die Komposition linearer Abbildungen) Fliir je zwei
lineare Abbildungen ¥,y : U =V, ¢, ¢ : V — W und alle A € K gilt:

>
—

Die Komposition linearer Abbildungen ist assoziativ. (A1)

idw op = = poidy (A2)
po(p+¢)=porvt+pod, (p+¢)oy=pop+¢ oy (A3)

(Ap) ot =A-(poth) =po (M) (A4)

Beweis. Die Regeln (A1) und (A2) gelten allgemein fiir beliebige Abbildungen

zwischen Mengen (Satz 1.3.17).
(A3): Fiir alle v € U gilt

(80 o+ 1/)/)) (u) = <P((1/J + 1//)(u)) nach Definition von o
= o((u) + ¢’ (u)) nach Definition von ¢ + ¢/
= cp(w(u)) + so(z/Jl(u)) wegen der Linearitéit von ¢
= (pop)(u) + (pot)(u)
= (pot+pod)(u).
Mithin o (¢ + ') = poty+ oy’
Den zweiten Teil von (A3) und (A4) beweist man &hnlich. O

Definition 5.3.5. Ein Vektorraum A, versehen mit einer bindren Operation
(a,b) — ab heifit Algebra, wenn diese Operation folgende Eigenschaften hat (fiir
alle a,b,c € A):

(1) (ab)c = a(bc) (Assoziativitit).
(2) a(b+c) = ab+ ac,(a+ b)c = ac + be (Distributivitit)
(3) (Aa)b = a(Ab) = X-ab fir A e K.

Existiert zusétzlich ein neutrales Element 1 fiir die Multiplikation von A, so
sprechen wir von einer Algebra mit Eins.

Definition 5.3.6. [End(V) = Hom(V,V) als K-Algebra] Setzen wir V =W in
Definition 5.3.1, so erhalten wir auf dem der Menge End(V) = Hom(V, V) der
linearen Abbildungen ¢: V' — V von V in sich selbst zuerst eine K-Vektorraum-
Struktur vermoge der dort definierten Addition und Skalarmultiplikation. Da
aber die Komposition linearer Abbildungen nach 4.2.4(1) linear ist, erhalten
wir noch eine weitere Operation o auf End(V):

End(V) x End(V) — End(V)
(s 9) = p o,
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die wir als Multiplikation auffassen konnen; denn nach 5.3.4 hat sie die folgenden
Eigenschaften fiir alle ¢, ¢’, 9,1’ n € End(V):

po(on)=(pod)on (

idy op = =poidy (

po(+y)=povtpoy, (p+¢)op=pop+yop (

M@)o =X-(poy) =¢po (M) (

Wegem idy € End(V) geméf 4.2.4(2), ersehen wir aus (Al) und (A2), dass o

eine assoziative binéire Operation auf End(V) mit idy als neutralem Element

ist. GemaB (A3) ist o distributiv bzgl. der Addition. Also ist End(V') ein Ring

bzgl. + und o. Und auBerdem gilt noch (A4). Alles in allem ist End(V') sei eine
K-Algebra.

Bemerkung 5.3.7. Mit Aut(V) haben wir die Menge aller Automorphismen
des Vektorraums V' bezeichnet. Anders gesagt (vgl. die Ubungen aus Abschnitt
4.1):

Aut(V) = End(V)*

ist die Einheitengruppe des Monoids (End(V'), o,idy ). (Die Gruppenoperation
ist die Komposition, das neutrale Element ist idy.) Diese Gruppe wird auch
hiufig als GL(V) (fiir general linear group of V') bezeichnet.

Da die Umkehrabbildung ¢! eines bijektiven Endomorphismus ¢ € End(V)
automatisch linear ist (nach 4.2.4(3)) ist sie auch ein Automorphismus. Daher
ist Aut(V) die Menge aller bijektiver linearer Endomorphismen von V.

5.4 Matrizen mit Eintrigen aus K

Dem Lernenden sollte dieser Abschnitt grofienteils entbehrlich vorkommen: Wir
stellen in ihm nur fest, dass alles, was wir im Kapitel 2 iiber Matrizen mit reellen
Koeflizienten gesagt haben, und was sich mit dem Begriff des R-Vektorraums
etwas stromlinienformiger ausdriicken ldsst, auch gilt, wenn man den Koérper R
durch einen beliebigen Koérper K ersetzt. An den Beweisen &dndert sich nichts
— so ist der Korperbegriff gerade gemacht. Der logischen Vollstandigkeit deu-
ten wir hier die einzelnen Tatsachen so an, wie wir sie im Folgenden benutzen
werden.

5.4.1. [M,, »(K) als K-Vektorraum| Wie schon im Beispiel 4.1.4 gesehen ist
My (K) ein K-Vektorraum vermoge der Operationen

A+ B = (aij) + (bij) := (ai; + bij)
A = Naij) == (Nagj).
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Um die Dimension von M, »(K) zu bestimmen, betrachten wir die Matrizen

J

1
0 0 0
Eij=4.10 1 0
0 0 0

die genau einen Eintrag # 0 haben: die 1 am Schnittpunkt der i-ten Zeile mit der
j-ten Spalte. Diese speziellen Matrizen E;j;, firi =1,...,mund j =1,...,n,
bilden eine Basis des K-Vektorraums M, ,(K).

In der Tat kann n#mlich jede Matrix A = (a;;) in eindeutiger Weise als

Linearkombination
m n
A= E E aijEij
i=1 j=1

geschrieben werden, wo die Koeffizienten der Kombination gerade die Eintrége
der Matrix A sind. Da es mn viele Matrizen E;; gibt, haben wir gezeigt:

dim My, ,(K) =m - n.

Satz 5.4.2. (Regeln fiir das Matrizenprodukt) Seien A, A" zwei m x n-Matrizen,
und B, B’ zwei n x p-Matrizen, C' eine p X q-Matriz mit Eintrigen aus K, und
A € K. Dann gilt

A(BC) = (AB)C (A1)
E,A=A=AE, (A2)

(A+ AY\B=AB+ A'B, A(B+ B')=AB+ AB’ (A3)
(AM)B = A(AB) = A(AB) (A4)

Wir kennen all diese Regeln und ihre Beweise von reellen Matrizen!

Diese Regeln sollten mit denen fiir die Zusammensetzung linearer Abbild-
ungen verglichen werden (5.3.4). Die Ahnlichkleit kommt nicht von ungefihr —
wir werden den Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen
im néchsten Abschnitt systematisch entwickeln.

Vorher aber sei daran erinnert, dass man zwei n x n-Matrizen A und B stets
miteinander multiplizieren kann und als Ergebnis A- B wieder eine n x n-Matrix
erhiilt. Auf der Menge M,,(K) aller n x n-Matrizen mit Eintrédgen aus K definiert
das Matrizenprodukt also eine bindre Operation. Aus dem obigen Satz erhalten
wir insbesondere:

Satz 5.4.3. M, (K) ist eine K-Algebra mit neutralem Element E,, fir die Mul-
tiplikation.
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Bemerkung 5.4.4. Esist lehrreich, das Matrizenprodukt in den Basen E;; von
My (K) und Ex € M, ,(K) zu beschreiben. Das Produkt zweier Basiselemente
ist:

E;jEye = 01 Fq,

1 ifi=j
0 ifi#£j
Mit der Distributivitdt des Produktes kann man aus dieser Multiplikations-

tabelle auf den Basen das Produkt zweier beliebiger Matrizen ausrechnen: Fiir
A= Z” a;;E;; und B = Zk,e breEye erhalten wir

wobei 0;; = wieder das Kronecker-Symbol bezeichnet.

AB = aijEi; Y bEre =Y aijbeeEi;Ee
¥ ol Y

= Z @ijbredikEie = ZaijbjéEié = Z (Zaijbje)Ew-

.3,k 2,350 il J

Definition 5.4.5. [Die Gruppe GL, (K) der invertierbaren Matrizen] Beziiglich
der Matrizenmultiplikation ist M, (K) ein Monoid mit neutralem Element E,.
Seine Einheitengruppe M, (K)* (vgl. Kapitel 3) schreiben wir GL,(K) oder
GL(n,K). Sie besteht aus allen invertierbaren Matrizen, d.h. aus allen Matrizen
A € M, (K), fiir die eine Matrix B € M, (K) existiert, so dass

A-B=FE,=B-A.

Die inverse Matrix B ist, wie wir wissen, eindeutig durch A bestimmt und man
schreibt sie B = AL,

Um in der Praxis zu entscheiden, ob eine gegebene Matrix A invertierbar
ist, benutzt man den (erweiterten) Gauf-Jordan Algorithmus eben so, wie das
in Kapitel 2 beschrieben wurde.

5.5 Lineare Abbildungen ¢: K" — K™ und Ma-
trizen

In diesem Abschnitt beziehen wir uns stets auf die Standardbasis

1 0 0
0 1 :
€1 = 0 ) € = 0 ) e €n = 0
: : 0
0 0 1

des K™ (fiir verschiedene n).

5.5.1. [Von Matrizen zu linearen Abbildungen] Sei A = (a;;) eine m x n-Matrix
mit Koeffizienten a;; € K. Jeder Spaltenvektor x € K" kann als n x 1-Matrix
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aufgefasst werden. Also ist das Matrizenprodukt Az wohldefiniert: Az ist eine
m X 1-Matrix oder, mit anderen Worten, ein Spaltenvektor Ax € K™:

T
a1 aia ... Qin Zo a1+ ... FaipTn
a1 Qg2 ... Q2n . a21x1+ ... Fa2pTp
Aw = . =
am1 Am2 .- Gmn : Am1T1+ ... FamnTn
Tn

So haben wir eine lineare Abbildung ¢4 : K™ — K™ durch die Vorschrift ¢ 4 (z) =
Az fiir alle z € K™ definiert — wir kennen diese Abbildung schon aus Beispiel
4.2.3(2)).

BEACHTE:
aij
agj
walej) =Ae; = | . | = j-te Spalte von A.
Qmj
Anders gesagt, die Bilder der Standardbasisvektoren ey, es, ..., e, sind gerade

die Spalten s; = Aey, sy = Aes, ..., s, = Ae, der Matrix A:

S1 52 Sn
a1 ai12 “e A1n
A =
am1 Am2 e Amn,

5.5.2. [Das Bild von 4] Definitionsgeméf ist
impa =pa(K") ={beK": 3z € K") Az = b}

Das besagt, dass das Bild von ¢4 aus den Vektoren b € K™ besteht, fiir die das

lineare Gleichungssystem
Ax =10

eine Losung hat. Wir wissen aus Satz 4.3.18, dass das Bild von ¢4 ein Unter-
vektorraum von K" ist.

Satz 5.5.3. Das Bild von @4 ist der von den Spaltenvektoren sy, ss,...S, von
A aufgespannte Untervektorraum von K™.

Beweis. Nach Satz 5.1.8(1) wissen wir, dass img, von den Bildern
vale1),...,pa(en) der Standardbasisvektoren erzeugt wird. Der Satz folgt dann
aus der vorangehenden Diskussion. O

Den Rang einer linearen Abbildung ¢ hatten wir als die Dimension von im ¢
definiert. Der Rang von ¢4 ist also die Dimension des von den Spaltenvektoren
81,82, ...,8, von A aufgespannten Untervektorraums.
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5.5.4. [Rang einer Matrix A € M,, ,(K)] In Analogie zum Fall der linearen
Abbildungen definieren wir jetzt den Rang einer Matrix A als die Dimension des
von den Spaltenvektoren si, so, ..., s, von A aufgespannten Untervektorraums:

rank A := dim(span(si, s2,...,8,)).
Nach der vorangehenden Bemerkung ist also
rank A = rank @ 4.

Wir kennen eine praktische Methode, um eine Basis des Bildes von ¢4 und
somit auch den eben definierten Rang r einer gegebenen Matrix A zu berechnen:
Man wende den Gauf-Jordan Algorithmus auf die Spaltenvektoren si,..., s,
von A an (vgl. Abschnitt 4.5), also auf die transponierte Matrix AT.

Beispiel 5.5.5. Sei

1 0 2
A=|[2 1 3| eMK).
-1 2 —4

Wir wenden den GauB-Jordan Algorithmus an (siehe die Tabelle in 5.1). Die

1 2 -1 S1
0 1 2 S2
2 3 —4 S3
1 2 -1
0 1 2
0 -1 -2
1 2 -1
0 1 2
0 0 0

Abbildung 5.1: Gau-Jordan Algorithmus fiir die Matrix in 5.5.5

1 0
Rechnung zeigt, dass rank A = 2 ist; die Vektoren | 2 | und | 1 | bilden eine
-1 2

Basis des von den Spalten von A aufgespannten Untervektorraums von K3. Also
ist rank ¢4 = 2; das Bild von ¢4 hat die beiden obigen Vektoren als Basis.

Definition 5.5.6. [Spaltenrang, Zeilenrang, algorithmischer Rang] Sei A €
M, o (K). In 5.5.5 haben wir eben den Rang von A als die Dimension des von

den Spalten s1, ..., s, von A aufgespannten Untervektorraums von K™ definiert.
Man nennt dies auch den Spaltenrang von A.
Andererseits konnen wir auch den von den Zeilen zq,...,z, € K" von A

aufgespannten Untervektorraum von K™ betrachten. Seine Dimension heif3t der
Zeilenrang von A.
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Bemerkung 5.5.7. Schliefilich haben wir vor langer Zeit in Definition 2.4.1,
sozusagen experimentell, durch Anwendung des Gauf3-Jordan Algorithmus, den
Rang eines linearen Gleichungssystems in einer Weise definiert, die sich ohne
weiteres auf jede Matrix iibertragen ldsst: Der algorithmische Rang einer Matrix
A € M, n(K) ist die Anzahl der Zeilen, die nach einer Umformung von A in
Stufenform durch den Gauf-Jordan-Algorithmus nicht gédnzlich null sind. Oder
anders gesagt: Der algorithmische Rang von A ist die Anzahl der Pivotelemente.

In Beispiel 4.5.10(4) und Theorem 5.5.9 haben wir festgestellt, dass dieser
algorithmische Rang von A nichts anderes als der Zeilenrang von A ist. Der
springende Punkt dabei ist, dass der von den Zeilenvektoren erzeugte Unter-
vektorraum von K" sich unter elementaren Umformungen nicht &ndert. Ins-
besondere ist damit auch erledigt, was uns in Definition 2.4.1 noch Anlass zu
einer Warnung war: dass der algorithmische Rang nicht von der Art und Weise
abhéngt, wie der Eliminationsalgorithmus durchgefiihrt wird. Es gibt also schon
einmal keine drei wirklich verschiedenen Rangbegriffe fiir eine Matrix. Es bleibt
aber die Frage, wie sich Zeilen- und Spaltenrang im allgemeinen zueinander
verhalten.

Beispiel 5.5.8. Sei

1 2 1 -1
A= 2 0 1 3 S M3)4(R)
-1 2 0 —4

Wir berechnen den Zeilenrang in dem Schema links, und rechts den Spaltenrang
— siehe Tabelle 5.2.

1 2 -1 S1
1 2 1 -1 =z 2.0 2 .
1 1 0 S3
2 0 1 3 9z o3 o4
-1 2 0 —4 9z 4
1 2 -1
1 2 1 -1
0 —4 4
0 —4 -1 )
0 -1 1
0 4 1 -5
0 5 —5
1 2 1 -1
1 2 -1
0 -4 -1 5
0 0 0 0 0 -4 A
0 0 0
0 0 0
Zeilenrang von A = 2 Spaltenrang von A = 2

Abbildung 5.2: Zeilen- und Spaltenrang der Matrix A in 5.5.8

In diesem Beispiel sind Zeilen- und Spaltenrang gleich — und dies, obwohl
die Zeilen im R*, die Spalten aber im R? leben. Das ist kein Zufall:
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Theorem 5.5.9. Fiir jede Matrizx A € My, »(K) ist Zeilenrang gleich Spalten-
rang.

Dieser Satz, der es uns ab jetzt ermoglicht, einfach vom Rang einer Matriz
zu reden, liegt etwas tiefer. Einen begrifflichen, nicht rechnerischen Beweis des
Theorems werden wir in einem spéteren Abschnitt geben.

Beweis. Der Beweis, den wir hier wihlen, basiert auf dem Gauf-Jordan Algo-
rithmus. Sei A € M,, ,(K). Uberlegen wir uns zunichst (was auch auBerhalb
dieses Beweises gut zu wissen ist!) die folgende Behauptung: Jede elementare
Zeilenoperation, wie wir sie im Eliminationsalgorithmus benutzen, formt die Ma-
trix A in eine Matrix A’ = LA um, wo L € GL,,(K) eine geeignete invertierbare
Matrix ist. In der Tat finden wir fiir die verschiedenen elementaren Operationen
die folgenden Matrizen.

(E1): Addition des Vielfachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile (fiir ¢ # j).
In diesem Fall ist
L= E,, + \Ej,

und aus E?; = 0 folgt
L' = E,, — \Ej;,
d.h. L liegt gewiss in GL,, (K).

(E2): Vertauschen der i-ten und der j-ten Zeile.
Hier ist L = (¢x;) die folgende Permutationsmatrix:

L=1L,:= iEo(i),ia
i=1

wobei o € S,, die Transposition von i und j ist. Die Formel L;* = L1 (Ubung)
besagt insbesondere, dass L invertierbar ist.

Damit ist unsere obige Behauptung bewiesen. Sei nun A’ die Matrix in Stu-
fenform, die ein gegebener Durchlauf des Algorithmus nach endlich vielen, sagen
wir k, elementaren Umformungen geliefert hat. Dann ist insgesamt A’ = LA, wo
L= LiLg_1--- Ly das Produkt der zu den einzelnen elementaren Umformungen
gehorigen Matrizen L ist.

Sei r die Anzahl der Zeilen in der Stufenmatrix A’, die nicht 0 sind. Nach
Beispiel 4.5.10(4) und 4.5.17 ist r der Zeilenrang von A’, welcher seinerseits
gleich dem Zeilenrang der Ausgangsmatrix A ist, da sich der Zeilenrang bei
elementaren Zeilenumformungen nicht &ndert.

Sei s der Spaltenrang von A’. Das ist, wie wir wissen, die Dimension von

im(par) ={beK™: (Jx € K") A'z = b}.

Aus der speziellen Struktur von A’ folgt, dass das Gleichungssystem A’z = b
genau dann eine Loésung x € K™ besitzt, wenn b,4; = --- = b,, = 0 ist.
Folglich ist im(p4/) = span(eq,...,e,.), wobei e; die Standardbasisvektoren im
K™ bezeichnen.
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Also ist r = s. Wir miissen also nur noch zeigen, das s auch der Spaltenrang
der Ausgangsmatrix A ist. Nun ist aber ¢4 = ¢ o ¢4, wie man sich sofort
iiberlegt (vgl. Satz 5.5.17). Daraus folgt

impa =@r(imea).

Andererseits ist ¢, ebenso wie L invertierbar, also ein Isomorphismus von K.
Also haben wir
dim(imp4) = dim(im ¢ 4/ ),

d.h. A und A’ haben denselben Spaltenrang s = r.
Damit ist das Theorem vollstandig bewiesen. O

Satz 5.5.10. Der Rang einer Matriz A ist gleich der Mazximalzahl linear un-
abhdngiger Spalten, und ebenso gleich der Mazimalzahl linear unabhingiger Zei-
len von A.

Beweis. Kombiniere Satz 5.1.8(2) mit dem vorangehenden Theorem. O

5.5.11. [Injektivitét, Surjektivitdt, Bijektivitdt] Sei A € My, ,(K). Schreibe
81,--.,8p fir die Spalten von A, so dass Ae; = s1,...,Ae, = s, ist.
Sei p4: K" — K™ die durch A definierte lineare Abbildung. Dann gilt:

(1) Das Surjektivitétskriterium:
w4 is surjektiv <= rank A =m

<= die Zeilen von A sind linear unabhéngig.

Die erste Aquivalenz folgt aus Satz 5.1.8(3) und aus der Tatsache, dass
rank A = rank ¢ 4. Die zweite folgt aus dem obigen Theorem: da es iiber-
haupt nur m Zeilen in A gibt, sind sie genau dann linear unabhéngig,
wenn rank A = m ist.

(2) Das Injektivitétskriterium:
w4 is injektiv <= rank A =n

<= die Spalten von A sind linear unabhéingig.

(Die Aquivalenz der ersten und dritten Aussage folgt aus Satz 5.1.8(4).
Der Rest ergibt sich aus Satz 5.5.10.)

(3) ©a ist bijektiv, d.h. ¢4 ist ein Isomorphismus genau dann, wenn n = m
und rank A = n. Das folgt aus (1) und (2).

(4) Fiir eine quadratische Matrix A € M, (K) gilt:

wa: K" — K" ist bijektiv <= rank A =n
<= die Spalten von A sind linear unabhéngig

<= die Zeilen von A sind linear unabhéngig
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5.5.12. [Der Kern von ¢4: K" — K™] Definitionsgemif ist
kerpg ={r € K": pa(z) =0} = {z € K": Az = 0}.

Dieser Kern von ¢4 besteht also gerade aus den Losungen x € K™ des linearen
Gleichungssystems

Az = 0. (H)

Nach 5.1.1 ist ker ¢4 ein Untervektorraum von K". Also ist die Losungsmenge
von (H) ein Untervektorraum von K”. Seine Dimension ist nach 5.1.7:

dim(ker p4) =n —rank o4 = n — rank A.

Sei g :== n—rank A. Dann besteht jede Basis von ker ¢4 aus ¢ Vektoren. Jede
solche Basis v1,...,v, von ker ¢4 heifit ein Fundamentalsystem von Losungen
des Systems (H). Die allgemeine Losung von (H) ist dann eine beliebige Linear-
kombination

LL‘H:)\l’Ul-i-...—f—)\q’Uq

mit Aq,...,A; € K. Das Problem der Loésung eines homogenen linearen Glei-
chungssystems ist also darauf zuriickgefiihrt, ¢ linear unabhingige Losungen
V1,...,0q zu finden (wobei ¢ = n — rank A ist).
Praktisch ldsst sich ein Fundamentalsystem fiir (H) wie folgt bestimmen:
Bringe das System durch elementare Zeilenumformungen auf Stufenform.
Seien x;,, ..., ;, die Nicht-Pivot Variablen. Ihre Anzahl g ist gerade n —rank A.
Um v; zu finden, wéhle

i, =05, fir k=1,...,=mn—rankA.
und bestimme die Losungen vy, . .., vq.

Beispiel 5.5.13. Betrachte das folgende lineare Gleichungssystem:

T 4+ 2z — 3 + x4 = 0 1 2 -1 1
2x1 + r3 — 2x4 = 0 2 0 1 -2
—x1 4+ 229 — 2x3 4+ 3x4 = 0 -1 2 =2 3

1 2 -1
0 —4 3 —4
0 4 -3 4
xr1 + 2172 - xr3 + T4 =0 1 2 -1
— 4z + 33 — 3x4 = 0 0 -4 3 —4
0 =0 0 0 0 0

e Pivot-Variable: z1, 2o

e Nich-Pivot Variable: x3, z4.
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Die Wahl z3 = 1, x4 = 0 ergibt

_1

2

v = i

0

wihrend die Wahl x3 = 0, x4 = 1 liefert:

1
s

— 4

(%) 0

1

Die Vektoren vy, va bilden ein Fundamentalsystem von Losungen des homogenen
Systems.

Definition 5.5.14. (Matrix einer linearen Abbildung bzgl. der Standardbasen)
Sei ¢: K® — K™ eine lineare Abbildung. Wir bilden die m x n-Matrix, deren
Spalten die Bilder ¢(e1),...,p(e,) der Standardbasisvektoren ey, ..., e, in K"
sind:

Diese Matrix [¢] = A heifit die Matriz von ¢ bzgl. der Standardbasen von K™
bzw. K™.

Dann gilt fiir alle z € K" die Gleichung ¢(x) = Az, oder mit anderen
Worten:

¥ = PA.
In der Tat ist ndmlich Ae; = j-te Spalte von A = p(e;) fir alle j = 1,...,n,
also pa(e;) = p(e;) fiir alle j = 1...,n. Wenn aber zwei lineare Abbildungen
auf einer Basis iibereinstimmen, so stimmen sie auf allen Elementen iiberein

(Satz 5.1.9).
Wir konnen also jede lineare Abbildung ¢: K™ — K™ durch eine eindeutige
m X n-Matrix [¢] = A beschreiben. Was wir {iber die Beziehungen zwischen

Eigenschaften von ¢4 und Eigenschaften von A ausgesagt haben, gilt ebenso
fiir die Beziehungen zwischen Eigenschaften von linearen Abbildungen ¢ und
Eigenschaften der ihnen entsprechenden Matrizen [¢] = A.

Wir schieflen diesen Gedankengang mit folgender Beobachtung ab:

Satz 5.5.15. Ordnet man jeder m x n-Matriz A die lineare Abbildung
wa: K* = K™ zu, so liefert das einen linearen Isomorphismus

®: My,n(K) - Hom(K", K™), A pa.

Die Umkehrabbildung ordnet jeder linearen Abbildung p: K™ — K™ ihre Matriz
[¢] bzgl. der Standardbasen zu.
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Beweis. Wir wissen schon, dass die Abbildung ® bijektiv ist. Es bleibt nur zu
zeigen, dass sie auch linear ist, d.h.:

PALB = QA +¥B, ©ra = P4

fir alle A, B € My, »(K) und alle A € K. Hier ist der Beweis dafiir:

¢a+B(x) = (A+ B)x = Az + Bx = pa(zx) + vp(r) = (pa + ¢5)(v)

und
paalz) = (AM)z = A(Az) = Apa(z) = (Apa)(z)
fir alle x € K™. O

Aus 4.2.4(3) folgt, dass auch die Umkehrabbildung
Hom(K", K") — M n(K), @[]
linear ist. Das bedeutet

[e+yl=Tlel+ [, [Ael = Algl

fiir alle ¢, % € Hom (K™, K™) und alle A € K.
Anders gesagt: Ist A die zu ¢ gehorige Matrix und B die zu ¢ gehorige
Matrix, so ist die Matrix von ¢ + v gleich A+ B und die Matrix von Ag ist AA.

Korollar 5.5.16. dim Hom(K", K™) =n - m.

Beweis. In der Tat ist dim(Mp,,,(K)) = nm gemif 5.4.1 und isomorphe Vek-
torrdume haben dieselbe Dimension (Ubung). O

Satz 5.5.17. (1) Fir A € My, »,(K) und B € M, ,(K) gilt
PACYB = PAB-
(2) Fiir lineare Abbildungen ¢ : KP — K" und ¢: K® — K™ gilt
[ o] = [l[4].

Beweis. (1) (pa o pp)(z) = valpp(z)) = pa(Bz) = A(Bz) = (AB)x =
vap(x) fir alle x € K™; daher 4 0 pp = paB.

(2) [podlz = (poy)(x) = p(¢(2) = [pl([¥]2) = ([Pl[¢]) fir alle z € KP,
und daher [p o Y] = [p][¥]. O

Beispiel 5.5.18. Fiir viele Anwendungen ist es niitzlich, sich lineare Abbild-
ungen R? — R? und R?® — R? auch geometrisch vorzustellen. Im Kontext
der sogenannten euklidischen Vektorriume wird das im zweiten Semester syste-
matisch zum Thema gemacht; wir wollen aber schon hier einige Begriffe und
Beispiele einfithren.
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Das Skalarprodukt auf R™ wird wie folgt definiert:

n
(x,y) := Z T3
i=1

Identifiziert man R™ mit dem Vektorraum M, 1 (R) aller (n x 1)-Matrizen (Spal-
tenvektoren), so kann man das Skalarprodukt als Matrizenprodukt schreiben:

(wy)=aTy=y'z
Fiir x # 0 ergibt sich:
(x,x) = fo > 0.
i=1

Die nicht-negative reelle Zahl
]| =/ (z, )
heifit die Linge von x. Der einzige Vektor der Linge 0 ist der Nullvektor.
Zwei Vektoren z,y € R™ heiflen orthogonal, falls (x,y) = 0 ist.

(a) Fiir n = 2 hat man

(@) ()=

Ist « # 0, so sind die Vektoren z und

()
T1
linear unabhéngig (denn Z ist kein Vielfaches von z), und wir haben die direkte

Summenzerlegung
R? = Rz @ RZ

von R? in zwei zueinander orthogonale Geraden. Die orthogonale Spiegelung
an der Gerade Rz ist definiert als die eindeutig bestimmte lineare Abbildung
re: R? — R2 mit 7,(z) = x und r,(7) = —7 (vgl. Satz 5.1.5) — man stelle sich
diese Abbildung geometrisch in der Ebene vor!

Fir x = (_11) erhalten wir 7 = (1) und die Matrix

= (5 )

. . . o 1 0 . I o T o I . ve .
Fiir die Matrix A = <0 _1) gilt w4 <$2> =A <$2) = <_$2). Die zugehori-

ge Abbildung ¢4 ist also die Spiegelung an der z1-Achse Re;.
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Z2

~ X
N 1
~
~
~

_$2 EN
pa(v)

(b) Eine andere interessante Klasse linearer Abbildungen R? — R? sind Dre-
hungen um den Ursprung. Die Matrix der Drehung um den Winkel o € R ist:

cosa —sina
0o i=| . ,
sinaw  cosa
wobei wir fiir die reellen Funktionen Kosinus und Sinus auf die Analysis Vor-

lesung verweisen miissen. Aus den Additionstheoremen der trigonometrischen
Funktionen folgt:

5a5ﬁ = 5a+[3 und 504570‘ = 50 = idRz .

Insbesondere ist 6, € GLa(R) mit ;! = §_,. Es gilt

e = (3e) e = (0.

da (V)

jus

Als Spezialfall betrachten wir etwa o := § = 60°. Dann ist cos § = %,



128 KAPITEL 5. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN

sin £ = 14/3. Also ist die Matrix der Drehung um 60°:

e ) =4a

Das Bild des Vektors a = (1) unter der Drehung um 60° ist also

5(a)_3 I =3\ (1) _1/1-V3

T2V 1 1) 2\1+V3
(c) Sei jetzt p: R? — R? die lineare Abbildung, die man durch Drehung (um
den Ursprung) um den Winkel « und nachfolgender Spiegelung an der Gerade

Rz, wo z = (_1

o=

1) ist, erhélt. Dann ist

Y =Tz O0Pu

wobei ¢, die Drehung und r, die Spiegelung bezeichnet. Die zu ¢ gehorige
Matrix (bzgl. der Standardbasis) erhélt man durch Multiplikation der Matrix
von 7, mit der Matrix von d,, d.h.:

0] = [ra][pa] = 0 -1\ fcosa —sina) (—sina —cosa
Pl=lellpal =\ _1 o sina¢ cosa )] \—cosa sina /)

. B 1 A . T\ r1\ _ [(x1+ AZo
(d) Sei A = (0 1) . Dann ist ¢4 (m) =A (m) = ( 2 ) Insbeson-
dere hat man pae1 = e1, paea = €3 + Aey.

walez)
€2 o

€1 paler)

w4 ist eine Scherung.

O
Wir nehmen jetzt noch einmal systematisch auf, was wir schon in 5.5.11(4)
erkannt hatten:

Satz 5.5.19. (Isomorphismen und invertierbare Matrizen)

(1) Eine n X n-Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn die lineare Abbil-
dung pa: K" — K" ein Isomorphismus ist. In diesem Fall gilt:

a1 =(pa)”"
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(2) Eine lineare Abbildung ¢: K™ — K™ ist genau dann ein Isomorphismus,
wenn n = m und wenn die zu ¢ gehorige Matriz [¢] invertierbar ist. In
diesem Fall gilt [p~1] = [p] 7.

Beweis. (1) Ist A invertierbar, so haben wir AA™! = E,, = A~1A. Daher ist

PACPA-1 = Paa-1 =Yg, =idgn = P, = Pa-14 = Pa-10PA.

Daraus folgt, dass ¢4 bijektiv und ¢ 4-1 sein Inverses ist.
Ist umgekehrt ¢ 4 ein Isomorphismus und B := [gogl] die Matrix der inversen
Abbildung, so ergibt sich

AB = [pallps'] = lpa oyl = lid] = By

und ebenso BA = E,. Also ist A invertierbar mit A~! = [p,'], so dass auch
— L o
pa-1 =y gilt.
(2) Ist o ein Isomorphismus, so folgt n = m nach 5.5.11(3). Wir wenden nun
(1) auf A =[p] und o = p4 an. O

Beispiel 5.5.20. Die Abbildung ¢ = 7, 0, aus 5.5.18(c) ist bijektiv. Die Ma-
trix von ¢~ ist: [Tl = [@] Tt = [re 0 a] TF = ([re][wal) T = [pal THre] Tt =

_ [ cosa  sina 0 -1\ [—sina —cosa — (o]
“\—sina cosa)\-1 0] \—cosa sina | ¥

1

Insbesondere ist also ¢! = ¢ und ¢? = idge.

Satz 5.5.21. Seien A und B zwei n X n-Matrizen mit AB = E,,. Dann sind
sowohl A als auch B invertierbar und es ist B = A™L.

Beweis. Zunéchst ist w4 0 op = pap = pg, = idg»: K® — K". Daraus schlie-
Ben wir, dass ¢4 surjektiv ist. Eine lineare Abbildung eines endlich dimensiona-
len Vektorraums in sich selbst ist aber genau dann surjektiv, wenn sie bijektiv
ist (5.1.5). Also ist ¢ 4 bijektiv. Nach 5.5.11(4) ist A dann invertierbar. Multipli-
ziert man die Gleichung AB = E,, mit A~! von links, erhilt man B = A~ !,
und B ist ebenfalls invertierbar. |

Bemerkung 5.5.22. In einem beliebigen Monoid folgt aus ab = e nicht schon,
dass a invertierbar ist; dafiir muss auch ba = e mit demselben b gelten. Fiir
n X n-Matrizen reicht aber schon eine der beiden Identitéten.

Betrachten wir z.B. die lineare Abbildung

¢: P(R) = P(R), (p)(z):=zp(z).

Wir haben schon gesehen, dass ¢ eine injektive lineare Abbildung ist, die nicht
surjektiv ist. Da die Monome p,, mit p,(x) = 2", n € Ny, eine Basis von P(R)
bilden, gibt es genau eine lineare Abbildung

¥: P(R) — P(R)
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mit
_ Pn—1 ifn Z 1
w(p")_{o ifn =0,

Wegen ©(pn) = pny1 sieht man sofort ein, dass ¢ o ¢ = idp), aber py €
ker(¢ o)), so dass also sicher ¢ 0 1) # idp(g) ist. Also hat die Abbildung ¢ zwar
ein Linksinverses, aber kein Rechtsinverses.

Ubung 5.5.23. Sei ¢: V — W ein Vektorraumisomorphismus. Zeige:

1. Eine Teilmenge B erzeugt V genau dann, wenn ¢(B) den Raum W er-
zeugt.

2. Eine Teilmenge B C V ist genau dann linear unabhingig, wenn o(B)
linear unabhingig ist.

3. Eine Teilmenge B C V ist genau dann eine Basis, wenn ¢(B) eine Basis
von W ist.

4. dmV =dim W.
Die niichste Ubung gibt einen begrifflicheren Beweis des Satzes 5.4.18.

ﬁbung 5.5.24. Sei ¢: My — M, ein Monoidhomomorphismus und schreibe
M/ fiir die Einheitengruppe von M; (fiir i = 1,2). Zeige:

1. Es gilt (M) C M, und die Einschréinkung
Plagx s M — My
ist ein Gruppenhomomorphismus. Insbesondere gilt:

om™) =p(m)~t  fir me M.

2. Ist ¢ ein Isomorphismus, so gilt (M) = MJ* und m € M; ist genau
dann invertierbar, wenn ¢(m) invertierbar ist.

Ubung 5.5.25. Sei M ein Monoid mit neutralem Element e, und sei a € M.
Ist
ab=e und ba=e,

so folgt b = &’. Mit anderen Worten: hat a ein Rechtsinverses b und ein Links-
inverses b, so stimmen beide iiberein und «a is invertierbar mit a=! = b.

Ubung 5.5.26. Gib eine geometrische Beschreibung der Abbildung ¢4 € End(R?),
die durch die Matrix
0 1
=1 0)

gegeben ist.
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5.6 Lineare Abbildungen und ihre Matrizen

In diesem Abschnitt seien V' ein K-Vektorraum der Dimension n mit einer an-
geordneten Basis B = (v1,v2,...,v,) und W ein K-Vektorraum der Dimension
m mit einer angeordneten Basis C' = (w1, wa, ..., W)

Aus Abschnitt 4.5 wissen wir, dass jedes Element v € V eindeutig in der
Form

V=AU + AUz + -+ Apv, mit Ay, Ao, A, EK

dargestellt werden kann. Die durch v eindeutig bestimmten Skalare A1, Ao, ..., A,
heiflen die Koordinaten von v bzgl. der angeordneten Basis B, und wir schreiben

A1
A2
[’U]B = e K"

fiir den Koordinatenvektor von v bzgl. der angeordneten Basis B. Im Folgen-
den werden wir der Einfacheit halber das Wort ,angeordnet” weglassen, und
(v1,...,vp) Schlicht als Basis bezeichnen. Die Anordnung steckt aber in der
Nummerierung der Basiselements v1,...,v,. Die Abbildung

kp: V—=K" v [vp
die jedem v € V seinen Koordinatenvektor [v]p zuordnet, ist ein Vektorraum-

isomorphismus, wie wir in 4.5 gesehen haben. Beachte, dass fiir die Koordinaten
der Basisvektoren v; gilt:

[ile= |1 =¢

0
Wir kommen nun zu der zentralen Technik der Linearen Algebra, der Bezie-
hung zwischen Matrizen und linearen Abbildungen.

[Die Matrix einer linearen Abbildung]

Definition 5.6.1. Sei ¢: V — W eine lineare Abbildung. Wir bestimmen die
Koordinaten der Bilder ¢(v;) der Basisvektoren v1, ..., v, bzgl. der Basis C' =
(W1, ..., Wy) von W:

p(vj) = arjwi + - + AmjWm,



132 KAPITEL 5. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN

und wir bilden die m x n-Matrix A, deren j-te Spalte gerade die Koordinaten
von ¢(v;) bzgl. C angibt:

[p(v1)]c [p(vn)]c
ail ain
azi a2n

A=[gl8 = -
am1 . Amn,

Die j-te Spalte von A ist also der Koordinatenvektor [¢(v;)]c. Die Matrix
A = [p|B heiBt die Matriz von ¢ bzgl. der Basen B und C.

Satz 5.6.2. [0]Z[v]s = [p(v)]c fir allev € V.

Das bedeutet: Die Matrix von ¢ stellt ¢ in dem Sinne dar, dass die Koor-
dinaten von ¢(v) als Matrizenprodukt der Matrix von ¢ mit den Koordinaten
von v erhalten werden.

Oder noch anders gesagt: Sei A = [¢]Z die zu ¢ bzgl. B und C gehérige

)
Matrix. Sind [v]p = | @ | die Koordinaten eines Vektors v € V, so sind die
Ty
Y1
Koordinaten [p(v)]c = | @ | von ¢(v) bzgl. C' durch die Gleichung:
Ym
T1 Y1
A =1 :
Tn Ym

gegeben.
Das folgende Diagramm fasst diese Beziehung zusammen. Seine obere Hélfte
gehort zur abstrakten Seite der Linearen Algebra, die untere zur konkreten Seite.

v o(v)

x1 Z1 U1

Tn In Ym
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Beweis. Da die Abbildungen v — [p]Z[v]p und v — [p(v)]c,V — K" beide
linear sind, geniigt es nachzupriifen, dass sie auf den Basisvektoren vy,...,v,

iibereinstimmen. Weil [v;]p = e; ist, gilt

[el&[vi]l = [¢lGe; = j. Spalte von []& = [p(v;)]c,

womit die Behauptung bewiesen ist. O

5.6.3. [Spezialfall: Die Matrix eines Endomorphismus] Ist ¢: V' — V ein Endo-
morphismus, so wihlt man iiblicherweise dieselbe Basis B = C' auf beiden Sei-
ten, anstatt fiir ein und denselben Vektorraum zwei verschiedene Basen gleich-
zeitig zu betrachten.

Die Matrix A = [¢]8 heifit dann die Matriz von ¢ bzgl. der Basis B. Sie ist
eine (quadratische!) n x n-Matrix. Geméfi dem allgemeinen Rezept von 5.6.1,
wird sie wie folgt gebildet: Man stelle die Bildvektoren ¢(v;) der Basis vy, ..., v,
durch ihre Koordinaten bzgl. derselben Basis dar:

©(vj) = a1jv1 + ... + GnjUy.

Die Koeffizienten ay;, ..., an; bilden die j-te Spalte von A. Wir schreiben einfach

[¢]B fiir [] 3.

Beispiele 5.6.4.

(a) Sei o: R? — R? die (orthogonale) Spiegelung an der
Gerade g durch 0. Um o durch eine Matrix darzustel-
len, wihlen wir eine Basis vy, vo, die dieser besonderen  \ v1

Abbildung angepasst ist: Sei v; ein Vektor, der in der ;
Richtung der Gerade g liegt, und vy ein zu g orthogo- 0
naler Vektor. Dann ist A

o(vy) =v; =1-v1 + Ovg \
U(’Ug) =—vy=0-v1 4+ (—1)’02

Die Matrix von o bzgl. der Basis B = (v1,va) ist

[o]p = ((1) _01> :

(b) Seien g und h zwei Geraden im R?, die sich in 0 schneiden. Sei 7: R? — R?
die Parallelprojektion auf die Gerade g in Richtung von h. Wieder wahlen wir
eine der Situation angepasste Basis, um 7 durch eine Matrix darzustellen: B =
(v1,v2), wobei g = Ru; und h = Rosg ist. Dann ist
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/
Wir sehen: die Matrix einer linearen Abbildung kann durch geeignete Basis-
wahl sehr einfach werden.

Satz 5.6.5. Seien V und W endlich dimensionale Vektorrdume und ¢: V. — W
eine lineare Abbildung. Wir behaupten: es gibt eine Basis B von V und eine
Basis C' von W, so dass die Matriz von ¢ bzgl. B und C folgende Form hat:

1 0 0o 0
0 1
0
le=11, 0 1
0 0 0
0 oo e e 0 e 0

Die Grofie der Einheitsmatriz in der linken oberen Ecke ist r = rank .

Beweis. Wie im Beweis der Dimensionsformel 5.1.4 wihlen wir eine Basis
Up41,-.-,Un vol ker p und eine Basis wy,...,w, von im(p). Beachte, dass r =
rank ¢ = dim(im(y))). Und weiter wihlen wir vi,...,v, € V mit ¢(v;) = w;
fir j = 1,...,r. Dann folgt mit denselben Schliissen wie im Beweis der Di-
mensionsformel, dass vy, ..., vy, Upy1, ..., 0, eine Basis B von V ist. Nach dem
Basiserweiterungssatz finden wir Vektoren w41, ..., Wy, so dass wi,..., wny,
eine Basis von W ist. Da

(p(vl) :wlv'-'agp(v"“) = Wr, und (p(v"“-l-l) :O,...,QO(’UH) :Oa
hat die Matrix [p]2 von ¢ bzgl. B und C die gewiinschte Form. O

Jeder linearen Abbildung ¢: V — W haben wir ihre Matrix [¢]2 bzgl. der
Basen B und C' zugeordnet: So erhalten wir, fiir feste Basen B und C, eine
Abbildung

@: Hom(V,W) — My n(K), ¢ [0]Z = [kcoporp'].

Wie in Abschnitt 5.5 sehen wir, dass dies ein linearer Isomorphismus ist, der die
Multiplikation respektiert:
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Satz 5.6.6.
(1) Die Abbildung ®: Hom(V,W) — My, ,(K) ist bijektiv.

(2) Die Abbildung ® ist auch linear, und daher ein Vektorraumisomorphismus:
Fiir alle o, € Hom(V, W) und )\ € K, gilt

[0+ ¥16 = [©]8 + I8 Del8 = Alelé

(3) Da die Vektorridume Hom(V, W) und M, (K) isomorph sind, haben sie
dieselbe Dimension:

dim (Hom(V,W)) =m-n = dimV - dim W.

Satz 5.6.7. Seien U, V und W Vektorrdume mit den Basen A = (u1,...,up),
B = (v1,...,vp), und C = (wi,...,wy) sowie v: U - V und ¢: V — W
lineare Abbildungen. Dann gilt

e o ¥]& = [PlE[¥]5

Dies ist im folgenden Diagramm zusammengefasst:

v few

IS

KP —> Kn —= K™
[l [e]2

Beweis. Aus

o (ui))le = [Plel(ui)ls = [plEW]Elula = [PE[¥]5e

folgt sofort, dass [p o ¥4 = [¢]E[¢]4 gilt. O

Satz 5.6.8. Eine lineare Abbildung ¢: V — W ist genau dann bijektiv (und
also ein linearer Isomorphismus), wenn dimV = dim W und die Matriz [o)8

invertierbar ist. Ist dem so, dann gilt

6 = ([118) ™

Beweis. Fir A = [cp]g gilt ¢ = Iial 04 0 Kp, so dass ¢ genau dann ein
Isomorphismus ist, wenn dies fiir ¢4 der Fall ist. Wir wissen aber schon, dass
dies gleichbedeutend zur Invertierbarkeit von A ist. In diesem Fall folgt aus

o ' =Kzt oyt ok sofort [p1G = AL O
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5.7 Basiswechsel

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei Basen in einem Vektorraum. Unser
Ziel ist es zu verstehen, wie sich die Koordinaten eines Vektors und die Matrix
einer linearen Abbildung beim Ubergang von einer Basis zur anderen dndern.

Definition 5.7.1. [Koordinatenwechsel] Seien
B = (v1,...,v,), B = (vi,...,v})

zwei Basen in einem n-dimensionalen Vektorraum V iiber dem Korper K. Fiir
ein beliebiges v € V seien z1,...,z, die Koordinaten bzgl. der Basis B und
x},...,z), die Koordinaten bzgl. B’, d.h.:

I Ty
p=1|: und [v]p =
T, x,
Die Ubergangsmatriz S = (s;j) erhilt man wie folgt: Bestimme die Koordi-

naten der neuen Basisvektoren v;- bzgl. der Basis B:

[

Yj

S15V1 + ...+ SnjUn

Diese Koordinaten bilden die j-te Spalte von S:

/ / /
Wls s [
s11 515 S1n
_ : : : _ B
S = _ _ . = [id]5 .
Da die vi,...,v), linear unabhingig sind, sind die Spalten von S linear un-

abhiingig. Folglich ist S invertierbar (Satz 5.6.8). Wir behaupten, dass
=S| : und =571 ],

oder kiirzer
[vlp = S[v]p, [v]p =S~ [v]B.

In der Tat folgt aus S = [idv]g/ sofort S[v]p = [idv]g/[v]B/ = [v]p aus
Satz 5.6.2.
Ve > Vg
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Beispiel 5.7.2. Betrachte die Standardbasis B: e; = 1 , g = (O) und die

0 1
. 2 -1
Basis B': ¢} = (1), eh = < 9 >

Dann ist die Ubergangsmatrix S = (z _21> . T2
Und ihre Inverse ist (nachpriifen!) S=1 = T2 \
2 1
% (_1 2> . Also \ e |
e . 7
z1\ _ (2 -1\ [z} o _ 12 1Y\ (m e -7 T
za)  \1 2 xh )’ zh)  5\—-1 2] \z e
d.h., P =
1 -7 \
I1:2$/1—$/2, :Ell = g(2x1 —|—x2), ~ \
\
/ / / 1 \
T = x] + 225, xh = —(—x1 + 2x2). .

5

Satz 5.7.3. (Transformationsformel fiir Matrizen) Sei p: V. — W eine linea-
re Abbildung zwischen K-Vektorrdumen V und W. Seien B = (vy,...,v,) und
B’ = (v},...,v,) zwei Basen von V, und sei S = [idy]E die Ubergangsma-
triz wie in 5.7.1. Seien C = (w1, ..., wy) und C' = (w,...,w),) zwei Basen
von W, und R = [idw]gl die zugehorige Ubergangsmatriz. Dann besteht zwi-
schen der Matriz A := [p]8 von ¢ bzgl. der Basen B und C, und der Matriz
A= [gp]g; von ¢ bzgl. der Basen B’ und C' folgende Beziehung

|A'=R'AS, A=RA'S'.|

Beweis. Mit Satz 5.6.7 erhalten wir

A = (g8 = [idw op 0idv]E = [idw]S, - [¢] - idv]E =R A-S.

©
T
V idy V L4 W idw W
KB/\L KBJ/ Kcl KC/\L
—1
K —> > Kn — 2 gm s gm
—K'—~K"
A/

O

Satz 5.7.4. (Transformation der Matrix eines Endomorphismus) Seip: V — V
ein Endomorphismus von V. Seien B und B’ zwei Basen von V, und sei A die
Matriz von ¢ bzgl. B, und A" die Matriz von ¢ bzgl. B', wie in 5.6.3. Dann gilt

A'=8"1AS und A=SA'SH
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wobei S = [idv]g/ die Ubergangsmatriz gemaf8 5.7.1 ist.

Beweis. Setze V. =W, B = C; dann ergibt sich R = S aus Satz 5.7.3. o

5.7.5. [Beispiele]

()

In R2 betrachte die zwei Geraden g und

h, die durch die Gleichungen 2
g:r1+x2=0
h:x1 —2x2=0 \g v
N £ -
7N ea | -
gegeben werden. Sei ¢ : R? — R? die - N 4 el
Projektion auf g ldngs der Geraden h. 7N
Problem: Finde die Matrix A von ¢ - - ei' o1
bzgl. der Standardbasis B = (e, es). - - _
h S AN
7N
) N

Wie wir in Beispiel 5.6.4(b) gesehen haben, ergibt sich bei Wahl einer ge-
eigneten Basis B’ = (e}, e}) (mit €} in Richtung von g und e in Richtung
von h) die Matrix von ¢ bzgl. B’ zu

, (10
v 1)

Im vorliegenden Fall wihlen wir etwa e}j = und e = <2> Nach

-1 1
der Transformationsformel von 5.7.4 erhalten wir: A = SA’S™!, wobei

1 2
= (4])
die Ubergangsmatrix ist. Wir berechnen:

st=3(0 7))
G 7)=5 006 )

Mithin

Cewe1_ (1 2y (1 0\1
a-sas= (4 ) 8)3
11 -2
T 3\-1 2/

In R? betrachten wir die Basen B, die aus e; = <(1)> und ey = <(1)>

besteht, und B’, die aus e} = (_11> und e}, = (%) besteht, wie im
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vorigen Beispiel. Betrachten wir den Endomorphismus ¢ = ¢ 4: R? — R2,

der durch die Matrix
A 1 5 2
T 3\1 4

bzgl. der Standardbasis B gegeben ist.
Problem: Finde die Matrix A’ von ¢ bzgl. der Basis B’.
Nach 5.7.4 ist A’ = S71AS, wobei S und S~! wie in 5.7.5(a) sind. Also

A,_11—215212_l1—2 3 12

“3\1 1/3\1 4)\-1 1) 9g\1 1/\-3 6

_1/9 0\ _(1 0

T 9\0 18) \0 2/
Da A’ eine Diagonalmatrix ist, sieht man, wie die Abbildung ¢ auf R?
operiert:

p(el) =€}, pleh) = 2.

Die Basis B’ ist der Operation von ¢ viel besser angepasst als die Basis
B. Im Sommersemster werden wir lernen, wie man eine Basis B’ finden

kann, bzgl. der ein gegebener Endomorphismus ¢ eine einfache Gestalt
bekommt.

5.8 Lineare Gleichungssysteme

Wie in Kapitel 2 betrachten wir jetzt ein System von m linearen Gleichungen
in n Unbekannten x1, ..., x,:

a1121 + @122 + ...+ a1 +...+ a1pTy = by
a2121 + Q22x2 + ...+ a2 + ...+ G2pTy = bo

ai1T1 + Q2T + ...+ Q5T + ...+ ATy = b;

Am1T1 + Gmal2 + ...+ AT + ..+ ATy = by

Die Koeflizienten a;; und die Konstanten b; auf der rechten Seite mogen jetzt
dem Korper K angehoren.
Betrachten wir die Koeffizientenmatrix A und die Vektoren x, b:

ail a2 - Qin T1 b1

as1 a2 -+ Q2p T2 bo
A= € Mmyn(K), T = , b=

Am1 Am?2 Tt Amn Tn bm

Dieses System (L) kann in der Form

Az =b. (L)
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geschrieben werden. Ist b # 0, heifit es inhomogen; das System
Az =0 (H)

heifit das zu (L) gehorige homogene System.
Aufgabe ist es, die Menge aller Losungen von (L) zu bestimmen, d.h. die
Menge aller x € K™, fiir die (L) erfiillt ist, zu finden und explizit zu beschreiben.

5.8.1. [Losungen des homogenenen Systems (H)] Wie wir in 5.5.12 gesehen
haben, ist die Menge aller Losungen von (H) ein Untervektorraum U von K"
der Dimension k = n — r, wobei r := rank A ist.

Sei vy, ..., v eine Basis dieses Untervektorraums U der Losungen von (H).
Wir nennen vy, ..., v auch ein System von Fundamentallosungen von (H). Die
sallgemeine Losung von (H) ist dann

TH = AU+ ApUg,
mit beliebigen \; € K.

5.8.2. [Existenz von Losungen fiir (L)] Das homogene System (H) hat stets
mindestens eine Losung, ndmlich = 0. Man nennt sie die triviale Losung. Ein
inhomogenes System (L) kann dagegen durchaus unlésbar sein. Aus 5.5.2 wissen
wir, dass

Az =1b (L)

genau dann mindestens eine Losung = hat, wenn b in dem von den Spalten
S1,- .+, Sp von A aufgespannten Untervektorraum des K™ liegt, d.h. genau dann,
wenn

rank A = rank(4|b)

wo (A | b) die m x (n + 1)-Matrix ist, die man aus A durch Hinzufiigen von b
als letzter Spalte erhélt:

ai1 ai2 e A1n, b1

a1 a9 e aon, bQ
(Alp) =

Am1l Gm2  --- Gmn | bm

5.8.3. [Die Losungen des inhomogenen Systems (L)] Angenommen, (L) hat
wenigstens eine Losung zg € K" (eine spezielle Losung, wie man sagt). Dann
bildet die Menge aller Losungen einen affinen Unterraum von K™, nidmlich
xs + U, wobei U die Losungsmenge des zugehérigen homogenen Systems (H)
ist. Die Dimension dieses affinen Unterraums ist & = n — r mit r = rank A. In
der Tat folgt ndmlich aus Axg = b, dass Az = b zu A(x — zg) = 0 dquivalent
ist, und damit zur Tatsache, dass xy := x — rg Losung des homogenen Systems
ist.
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Die allgemeine Losung von (L) kann also als

r=x5+xyg =25+ Mv1+...+ v, /\ieK,‘

geschrieben werden, wobei zg eine spezielle Lésung von (L) und vy, ..., v ein
System von Fundamentallosungen von (H) ist.

Beschriinken wir uns nun auf den Fall n = m. Dann ist also A eine quadra-
tische Matrix.

Satz 5.8.4. (Eindeutigkeit der Losungen) Fir eine n x n-Matriz A sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:

1) Es existiert ein b € K", so dass Ax = b genau eine Ldésung xq besitzt.
g g
(2) A ist invertierbar.

(3) rank A = n (d.h., die Spalten von A sind linear unabhingig.)

Beweis. Die Aquivalenz von (2) und (3) folgt aus 5.5.11(4) (Surjektivititskrite-
rium).

(1) = (3): Hat Az = b genau eine Losung xg, so ist die Losungsmenge
von Az = b null-dimensional; nach 5.8.3 bedeutet dies 0 = &k = n — r, d.h.
n =r =rank A.

(2) = (1): Ist A invertierbar, so folgt aus Ax = b auch x = A='b, d.h. A=1p
ist die einzige Losung von Az = b. O

Korollar 5.8.5. Fiir eine n x n-Matriz A sind die folgenden Figenschaften
dquivalent:

(1) Das homogene System Ax = 0 hat eine Lisung x # 0 (eine solche Lisung
nennt man nichttrivial)

(2) A ist nicht invertierbar.

(3) rank A < n (d.h. die Spalten von A sind linear abhingig.)

Beweis. Die Eigenschaft (1) bedeutet, dass fiir kein b € K" die Losung von
Az = b eindeutig ist. Das Korollar folgt also aus dem vorhergehenden Satz
durch Negation aller Bedingungen. O

Bemerkung 5.8.6. Auf den letzten zwei Seiten haben wir die grundsétzliche
Beschreibung der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems zusammen-
gefasst. Wir wiederholen hier noch einmal die Methode, um solche Systeme
explizit zu 16sen:

Gegeben ein lineares Gleichungssystem (L) Az = b, fragen wir:

e Hat es iiberhaupt eine Losung? Falls ja, miissen wir eine spezielle Losung
zg finden.
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e Finde ein System von Fundamentalldsungen vy, ...,v; des zugehorigen
homogenen Gleichungssystems (H) Az = 0, wobei k = n — rank(A).

Wie in Kapitel 2, werden beide Probleme durch den Gau3—Jordanschen Eli-
minationsalgorithmus gel6st:
Bilde die erweiterte Matrix

ail ai12 e QA1n bl

a1 a2 e a9on bg
(Alb) =

Aml  Gm2 oo Gmpn | bm

Durch elementaren Zeilentransformationen wird diese Matrix in Stufenform ge-

bracht:
clj, *  * £ L. .. ... % 01
C25, * . cee el X 52
Crj,  * ... % O ,
0 5r+1
Om

wobei j1 <jo <...<jrund ¢y #O0firi=1,...,7.

Erster Fall: Einer der Skalare d,41,...,0d ist # 0. Dann ist das System (L) Az = b
unlsbar (weil widerspriichlich).

Zweiter Fall: 6,11 = ... = §,,, = 0. Dann besitzt das System (L) Az = b Losungen.
Eine spezielle Losung xg finden wir z.B. dadurch, dass wir alle nicht-
Pivot-Variablen x; = 0 setzen (i # j1, ..., jr).

Nunmehr betrachte das zugehérige homogene System (H) Az = 0. Um ein
System von Fundamentalldsungen vy, ..., v hierfiir zu finden, betrachtet
man das auf Stufenform umgeformte Gleichungssystem, mit é; = ... =
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6 = 0 und 16st dieses fiir die k verschiedenen Fille, die sich dadurch
ergeben, dass man fiir die nicht-Pivot-Variablen x; (i # ji,...,Jr) nach-
einander einsetzt:

1, 3 O, 3 0
0, 1, 0, ..., 0
0, 0, 1
Beispiel 5.8.7. Fiir K = R betrachte das System
r1 + 2z — r3 + 2x4 + 35 = 1
2021 + 4x2 — 2x3 + bzy + bxs = 3
—X1 — 2172 — I3 + T4 + Irs = 1
2$1 —|— 4172 —|— 2{E4 —|— Is = 1
3rv17 + 6x2 — 3z3 + Txzy + 8xs = 4

Gaufl—Jordan Elimination liefert: r =3, k=5—3 = 2.
1. Das System ist 1osbar.

2. Die Pivot-Variablen sind x1,x3,x4. Fiir eine spezielle Losung xg setze
To = x5 = 0 im inhomogenen System in Stufenform. Das fiihrt auf

1
2
0
xrs = 1
2
1
0
3. Fiir ein System von Fundamentallosungen v, vy des homogenen Systems
setze
-2
1
o =1,25 =0: v=1,0
0
0
3
2
0
o =0,25 =1: Vg = Z
2
1
1




KAPITEL 5. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN

144

-1

-1

-2 -1

-1

2 -2 -5

0

2 -2 -5

0

Die allgemeine Losung ist also von der Form:

)\1,/\2 c R.

3

MmN O~y — =

!

N — O OO

!

— N @~ — O

|
~_

T =1xs5 + AMv1 + Aovg



Kapitel 6

Spur und Determinante

In diesem Kapitel fithren wir zwei Abbildungen ein, die jeder quadratischen Ma-
trix, und von da aus letztlich auch jedem Endomorphismus eines endlich dimen-
sionalen Vektorraums, einen Skalar zuordnen: die Spur und die Determinante.
Dass diese beiden numerischen Invarianten von Matrizen und Endomorphis-
men tatséchlich eng zusammenhéngen, werden wir im zweiten Semester sehen:
es handelt sich nédmlich bei Spur und Determinante um den hoéchsten, bezie-
hungsweise den konstanten Koeflizienten des charakteristischen Polynoms der
Matrix oder des Endomorphismus. Dieser Zusammenhang ist aber aus der De-
finition nicht offensichtlich, und so zerfillt dieses Kapitel 6 in zwei unabhéngige
Teile: einen kurzen ersten Abschnitt iiber die Spur einerseits, und die spite-
ren Abschnitte andererseits, in denen die Determinante eingefithrt wird. Die
Einfithrung der Determinante benttigt ihrerseits den Begriff der Signatur einer
Permutation, der in Abschnitt 6.2 kurz abgehandelt wird.

Wir arbeiten im ganzen Kapitel wie gewohnt {iber einem beliebigen Korper
K. Die Spur ist eine K-lineare Funktion

tr: M,(K) — K,

die invariant unter Konjugation ist, d.h. fiir jede invertierbare Matrix T €
GL,,(K) und jede Matrix A € M, (K) gilt:

tr(TAT ™) = tr(A).

Diese Invarianz erlaubt es, jedem Endomorphismus eines endlich dimensiona-
len K-Vektorraums eine wohldefinierte Spur zuzuordnen. Der Begriff der Spur
einer quadratischen Matrix hat iibrigens auch eine wichtige geometrische Inter-
pretation in der Theorie der dynamischen Systeme, als infinitesimale Volu-
menénderung. Auflerdem ist er grundlegend fiir die sogenannte Darstellungs-
theorie von Gruppen. Diese Perspektiven kénnen wir aber im Rahmen dieser
Vorlesung nicht entwickeln.

Die Determinante hingegen ist eine multiplikative und, ebenso wie die Spur,
konjugationsinvariante Funktion

det: M, (K) — K,

145
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d.h. es gilt
det(AB) = det(A) det(B).

Eine der am h#ufigsten benutzten Eigenschaften der Determinante ist die, dass
eine quadratische Matrix genau dann invertierbar ist, wenn ihre Determinante
nicht null ist. Eine anderes mitunter niitzliches Ergebnis (das freilich fiir grofie
Matrizen numerisch nicht gut brauchbar ist) ist die als Cramersche Regel be-
kannte explizite Formel fiir die Losungen eindeutig 16sbarer quadratischer Glei-
chungssysteme, und damit auch fiir die Inverse einer invertierbaren Matrix. Last
but not least, besitzt die Determinante fiir K = R die geometrische Interpreta-
tion als Volumen des von n Vektoren im R™ aufgespannten Parallelepipeds.

6.1 Die Spur

Definition 6.1.1. [Spur einer quadratischen Matrix] Sei A = (a;;) € M, (K).
Die Summe der Diagonalelemente der Matrix: > | a;; heifit die Spur [auf Eng-
lisch trace] von A. Oder in Formeln:

ail ai12 e QA1n
a1 ag92 e a9on

tr A =tr . . ] . =a11+ a0+ ...+ a,, €K
an1  ap2 cee Qpn

Beispiele 6.1.2. (a) tr E, =

cosy —siny 0
(b) tr [ siny cosy 0 | =1+ 2cosn.
0 0 1

Satz 6.1.3. Fliir beliebige n x n-Matrizen A, B und A\ € K gilt:

tr(A+ B) =trA+trB (T1)
tr(AA) = A tr A (T2)
tr(AB) = tr(BA). (T3)

Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften sind offensichtlich, da die linearen Ope-
rationen auf Matrizen koeffizientenweise definiert sind. Beachte, dass sie besa-
gen: die Spur ist eine lineare Abbildung M, (K) — K. Fiir den Beweis von (T3)
seien A = (a;;), B = (b;j) und C := AB, C' :== BA. Dann ist

tr(AB) = icm = i i a;;bj;

=1 =1 j=1
tI‘(BA) = icéz = i i bijajl- = i iajibij = i i ji — tI‘ AB)
i=1 i=1 j=1 j=11i=1 i=1j=1

O
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Bemerkung 6.1.4. Beachte, dass im Allgemeinen tr(AB) # tr A-tr B gilt. Ist

zB.A=B= ((1) _01>, so gilt tr A = tr B = 0 und somit auch tr A - tr B = 0,
10
aber tr(A - B) = tr (0 1) =2.

Satz 6.1.5. Fir jeder invertierbare n X n-Matriz S und jede n X n-Matriz A,
gilt

|tr(S1AS) = tr A]

Beweis. tr(S~1AS) = tr((5714)S) =) tr(S(S71A)) = tr((S~1S)A) = tr A
O

Definition 6.1.6. [Spur eines Endomorphismus] Sei V' ein n-dimensionaler Vek-
torraum iiber K und ¢ : V. — V eine lineare Abbildung. Betrachte die Matrix
[¢]B von ¢ bzgl. einer Basis B von V und die Matrix [¢]g von ¢ bzgl. einer
anderen Basis B’ von V.

Nach (5.6.3) gibt es eine invertierbare Matrix S = [id]B" (die Ubergangsma-
trix) so dass gilt [p]p = S~ ![]sS. Nach 6.1.5 schlieBen wir, dass

trlplp = trp] B,

d.h., die Spur der Matrix ist unter Basiswechsel invariant, oder anders gesagt:
die Spur der Matrix [p]p hingt nur vom Endomorphismus ¢ und nicht von der
herangezogenen Basis B ab.

So konne wir also die Spur von ¢ als Spur der ¢ bzgl. einer beliebigen Basis
zugeordneten Matrix B von V definieren:

tro = tr([¢]B)-
Beispiele 6.1.7. (a) tr(idy) =n (=dimV)
Denn die Matrix von idy (sogar bzgl. irgendeiner Basis von V) ist F,, und

tr B, = n.

(b) In R3 sei ¢ die Drehung um die Achse g durch den Ursprung, um den
Winkel ~.
Wri behaupten

tré =14 2cosy //g
In der Tat konne wir etwa folgende Basis B’ e
von R? benutzen: e

Waihle zwei zueinander orthogonale Vekto-
ren e}, e5, die beide auch orthogonal zur Ge- I

rade ¢ sind, und wihle e5 in Richtung g. el
Weiterhin normalisiere €], €5, e (durch Mul- |
tiplikation mit geeigneten reellen Skalaren) /
so, dass jeder der dieser Vektoren Linge 1 /
hat (Beispiel 5.5.18).
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Beziiglich dieser Basis B’ ist der Abbildung § die Matrix

cosy —siny 0
6]y =A"=| siny cosy 0
0 0 1

zugeordnet. Also ist trd =tr A’ =1+ 2cos~.

Ist uns nur die Matrix A = (a,;) von ¢ bzgl. der Standardbasis B bekannt,
nicht aber der Drehwinkel «y, so konnen wir damit cos-~y finden:

1 1
cosy = §(tr5— 1) = §(trA —1)==(a11 + a2 +azz — 1).

N =

6.2 Die Signatur einer Permutation

Seit Beispiel 3.2.10 wissen wir, dass eine Permutation der n-elementigen Menge
{1,2,...,n} eine bijektive Abbildung

o:{1,2,...,n} —>{1,2,...,n}

. . . 1 2 e n . . .
ist. Wir schreiben o = ( o(1) o(2) ... on) > Mit S,, bezeichnen wir die
Menge aller Permutationen o der n-elementigen Menge {1,2,...,n} und mit T,

die Menge aller Selbstabbildungen dieser Menge.
Fiir eine ganze Zahl k definieren wir

1 fir k>0
sgn(k):=¢0 fir k=0
-1 fir k<0.
Fiir ein n-Tupel j = (j1,...,Jn) € Z™ setzen wir nun
sgn(j) == [ [ senCiy — d»);
p<q

wobei sich das Produkt iiber alle Paare (p,q) € {1,...,n}? mit p < q erstreckt.

Definition 6.2.1. (a) Fiir eine Abbildung o: {1,...,n} — {1,...,n}, also
o € T, setzen wir

sgn(o) :=sgn(o(1),...,0(n)) = H sgn(o(j) — o(4)).

i<j

(b) Sei o € S,,. Jedes Ziffernpaar (i, j) mit ¢ < j und o(¢) > o(j) nennt man
eine Inversion von o. Wir schreiben

I(o) = {(i,5) € {1,...,n}*+ i < j,0(i) > o(j)}]
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fiir die Anzahl der Inversionen von o.
In der Formel fiir die Signatur erhalten wir fiir jede Inversion einen Faktor
—1 und fiir alle anderen Paare einen Faktor 1, also

sgn(o) = (—1)7).

Ist I(o) gerade, so heifit o eine gerade Permutation; ist I(o) ungerade, so
heifit o eine ungerade Permutation. Dann gilt also

+1 falls o eine gerade Permutation ist;

sgn(o) =
gn(o) —1 falls o eine ungerade Permutation ist.

Lemma 6.2.2. Die Signatur
sen: T,, — ({0,1,—1},)
is ein Monoidhomomorphismus und
Sp ={o € T,: sgn(o) # 0},

d.h., eine Selbstabbildung o von {1,...,n} ist genau dann invertierbar, wenn
sgn(o) # 0 ist. Insbesondere ist

sgn: S, — ({x1},-)
ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Man sieht sofort, dass sgn(o) genau dann von 0 verschieden ist, wenn
o injektiv ist. Wegen Satz 1.3.21 ist das dquivalent zur Bijektivitéit, also o € S,,.
Ist 7: {1,...,n} — {1,...,n} nicht injektiv bzw. bijektiv, so ist

sgn(o) sgn(m) = 0 = [ sen(o(n(j)) — o(w(i))) = sgn(om),
i<j
da mindestens ein Faktor auf der rechten Seite verschwindet. Ist m € S,,, so
erhalten wir

sgn(om) = [ [sen(o(n(4)) — o(n(i))

= [I senlotw) o) J[ sen(o(r() - o(x(i))
ﬂ(iizi(j) ,,(332,(1-)

= I senlot=() o) -sen(m)- [ sen(o(x(i)) - olm(i))
fr(i;ézf(j) ﬂ(jgijflr(i)

= [I senlo@() o) -sen(m)- [ sen(o(n(i)) - olr(i))
ﬂ(ifzi(j) 7T(z';zzf(a')

= [T sen(o(0) = o(k)) - sgn(m) = sgn(o) sgn(m).
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Bemerkung 6.2.3. (a) Da sgn auf S,, ein Gruppenhomomorphismus ist und
jedes Element der Gruppe ({£1},-) seinem eigenen Inversen gleich ist, gilt

1

sgn(o™!) = sgn(o) ™' = sgn(o)

fiir jedes o € S,,. Insbesondere ist also o genau dann gerade (bzw. ungerade),
wenn 0! gerade (bzw. ungerade) ist.

(b) Das Produkt zweier gerader, ebenso wie das Produkt zweier ungera-
der Permutationen ist gerade. Das Produkt einer geraden und einer ungeraden
Permutation, in irgendeiner Reihenfolge, ist ungerade.

Zykelzerlegung und Signatur

Definition 6.2.4. Eine Permutation o € S, heifit Zyklus der Ldnge k, oder
einfach k-Zyklus, fall es Ziffern iy, 149,...,ix € {1,2,...,n} gibt, welche zyklisch
permutiert werden, wihrend o alle anderen Ziffern festliasst. In Formeln:

14 7,3
U(Zl) = 12, 0’(12) = 13, ... O'(’kal) = 1,
U(ik) = ila
i o(j) = j fir alle j & {i1,42,...,0x}.
1
ikfl ik
Wir schreiben
g = (il Tg -+ 'Lk)
fiir den Zyklus, der genau die 41, ..., % zyklisch permutiert.

Es gibt nur einen 1-Zyklus, die Identitét.

Ein Zyklus der Linge 2 heifit Transposition. Wir schreiben mitunter auch
7;; = (4 j) fiir die Transposition, die ¢ und j vertauscht, und alle anderen Ziffern
festhalt.

Beispiel 6.2.5. In S5 ist das Element

1 2 3 45
<2 3 45 1>_(12345)

ein Zyklus der Lénge 5, und

1 23 45
<1 5 2 4 3)_(253>

ist ein Zyklus der Lénge 3. Die Identitét

(1355 )-w-@=-0

ist ein Zyklus der Lénge 1.

Satz 6.2.6. Jede Permutation o € S,, (n € N) ist Produkt von <n —1 Trans-
positionen.
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Beweis. Fiir jedes n € N identifizieren wir die Gruppe 5,,—1 mit der Untergruppe
{0 € Sp: o(n) =n}

von S,,. Das ermoglicht uns den Beweis des Satzes durch vollsténdige Induktion
iiber n. Fiir n = 1 ist nichts zu beweisen, da S; = {(1)} nur aus einem 1-Zyklus
besteht.

Nehmen wir jetzt an, die Behauptung gelte fiir S,,_1. Sei o € S,, gegeben.
Gilt (n) = n, dann liegt o in S,,—1, und die Induktionsvoraussetzung garantiert
uns, dass o ein Produkt von hochstens n — 1 Transpositionen ist.

Ist aber o(n) # n, so lisst die Permutation 7, ,(,)o die Ziffer n fest, und ist
daher nach Induktionsvoraussetzung ein Produkt von maximal n — 2 Transpo-
sitionen:

Tn,o(n)0 = T1 " Tk.

Dann folgt aber
0 = Tn,o(n)Tn,oc(n)0 = Tn,o(n)7T1 """ Tk,

so dass also auch o ein Produkt von Transpositionen ist. O

Beispiel 6.2.7. Ein Zyklus o = (i1 i2 --- i) der Linge k kann als Produkt
von (k — 1) Transpositionen dargestellt werden:

o= (i1 12 - ig) = (i1 i2)(i2 i3) - (k-1 k).
Fir den Zyklus (1 2 4 5) zum Beispiel gilt:
(1245)=(12)(24)(45).

Die Beschreibung einer Permutation als Produkt von Transpositionen ist ganz
und gar nicht eindeutig. Zum Beispiel gilt offenbar auch:

(1245)=(2451)=(24)(45)(5 1).

Beispiel 6.2.8. (a) Die Identitdt hat keine Inversionen, d.h. I(id) = 0 und
somit sgn(id) = 1.

(b) Jede Transposition is ungerade, denn fiir ¢ < j ist die menge der Inversionen
der Transposition 7;; = (i j):

(7’77’+ 1)7 (Z,Z+2), LR (27.7)7 (Z+ 17])7(l+2u3)a 7(] - 17])7
womit
H@)=0U-9+0—-i-1)=2(—-i)—-1
folgt, was eine ungerade Zahl ist.

Bemerkung 6.2.9. Da jede Permutation ¢ ein Produkt von Transpositionen
ist:
O=T1 Tk,
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folgt aus Lemma 6.2.2:

sgn(o) = sgn(ry) - - -sgn(y) = (—=1).

Eine Permutation ist also genau dann gerade (bzw. ungerade), wenn sie Pro-
dukt einer geraden (bzw. ungeraden) Anzahl von Transpositionen ist. So ergibt
sich auch die Tatsache, dass —bei aller Nicht-Eindeutigkeit der Darstellung als
Produkt von Transpositionen— eine Permutation nie gleichzeitig Produkt einer
geraden und einer ungeraden Anzahl von Transpositionen sein kann.

Ubungen zu Abschnitt 6.2

Ubung 6.2.10. (Inversionen)

(a) Zeige, dass die Zahl I(o) von Inversionen einer Permutation o € S,
hochstens n(n — 1)/2 ist.

(b) Finden Sie eine Permutation, fiir die diese Maximalzahl angenommen wird
und zeigen Sie, dass sie eindeutig ist.

(c) Ist 7 = (4,4 + 1) eine Transposition benachbarter Elemente, so gilt fiir
jedes Element o € S,

Ilor)=I(c)+1 oder I(or)=1(0)—1.

Wovon héngt es ab welcher Fall eintritt?

6.3 Alternierende multilineare Abbildungen

Definition 6.3.1. Seien V und W Vektorrdaume. Eine Funktion A: V" — W
heif3t

(A1) n-linear oder multilinear, wenn fiir jedes j € {1,...,n} und feste Elemen-
te v; € V, i # j, die Abbildung

V=W, v Alvi,...,05-1,0, 041, ..,0Un)
linear ist. Mit anderen Worten, fiir jedes j gilt
A o4l ) = Ay, ) F AU, ).

Fiir n = 2 spricht man von bilinearen Abbildungen und fiir n = 3 von
trilinearen Abbildungen.

(A2) alternierend, wenn aus v; = v, fiir zwei Indizes i # j schon A(vq,...,v,) =
0 folgt.
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Beispiel 6.3.2. (a) Die Multiplikationsabbildung
p: K" =K, (21,...,Z,) — &1 Ty

ist n-linear. Sie ist nicht alternierend, da 1™ =1 # 0 ist.
(b) Fiir p1,...,pnt1 € N ist die Multiplikationsabbilding

pi Mp, p, (K) XX Mpn,pn+1 (K) - Mpl,pn+1 (K), (Alv AR An) = A Ay
eine n-lineare Abbildung. Fiir p; = ps = -+ - = p,41 erhalten wir die Abbildung

unter (a).
(c) Fiir n € N ist die Kommutatorklammer

A: M, (K)> - M,(K), (A,B)+— AB— BA
eine bilineare alternierende Abbildung.

Es ist zunéchst nicht klar, ob es aufler der Nullabbildung noch andere alter-
nierende n-lineare Abbildungen gibt. Wir werden aber bald sehen, dass dies fiir
V = K" der Fall ist und diese Abbildungen durch den Wert A(ey,...,e,) auf
den Basiselementen eindeutig bestimmt sind.

Lemma 6.3.3. Fir jede alternierende n-lineare Abbildung A: V" — W gilt:
(1) Fiiri+#j und X € K ist

A(’Ul,. -y Uj—1,75 +)\'Ui7'Uj+17-- .,Un) = A(Ul,.. .,Un).

(2) Vertauscht man v; und vj, so multipliziert sich der Wert A(vq, ..., v,) mit
—1, d.h. fiiri <j ist

A(Ul, . 7Ui71,vj7vi+17 . 7’Uj71,vi7vj+17 . ,’Un) = —A(’Ul, . ,’Un).
(3) Fiir jedes o € T, gilt
A(va'(l)a s 7vo(n)) = sgn(U)A(vlv cee ,’Un)-

(4) Firw; =Y ajjv, j=1,...,n, gilt

A(wh e 7wn) = ( Z Sgn(a)aa(l),l c aa(n),n)A(vla e ;vn>'

o€S,
Beweis. (1) Fiir i < j gilt:
Al v, 0 F A, L) =
=AY, ) FAC U A L)

= A(...,’Ui,...,’Uj,...)—i—A'A(...,’Ui,...,vi,...).
= 0 wegen (A2)
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(2) Fiir ¢ < j gilt:

A(...,’Ui,...,’Uj,...)+A(...,’Uj,...,’Ui,...)
o) . _ e
=AG. v 4,05, ) F A v v, )
1)
= A(...,vi—i-vj,...,vj—I—vi,...) = O,

also A(L.., v, 05,..0) = =A( . , v, 0.
(3) Ist o & Sy, so ist o nicht injektiv und aus (A2) folgt sofort

A2
A(Vs(1); -+ Vo(n)) ( = ) 0 =sgn(o)A(vy,...,0n).

Sei o € S,,. Ist o eine Transposition, so ergibt sich (3) aus (2). Ein beliebiges
o € S, schreiben wir als Produkt von Transpositionen ¢ = 71 - -7 (Lemma
6.1.3), und schlieflen mit vollstindiger Induktion iiber die Anzahl k: Setze 7w :=
Ty Tk—1, so dass o = w7y ist. Nach Induktionsvoraussetzung und (2) haben
wir dann:

A(Vg(1)s -3 Vo(n)) = (=D A(Vr(1)s - -+ Vn(n))
= (_1) sgn(ﬂ-)A(’Ulv SRR Un) = SgH(U)A(Ul, B 7”71)'

(4) Aus der n-Linearitidt von A erhalten wir mit (3) unmittelbar

A(wlu"' 7wn) = Z Z Ajy,1° Qg n (Ujlv"' 7an)

Jj1=1 Jn=
= Z Uo(1),1 " Ga(n)nDAVa(1), "+ s Vo(n))
oeT,
= Z acr(l),l e aa’(n),n Sgn(U)A(Ula cee 7Un)7
oeSy
da sgn(o) =0 fiir alle 0 € T, \ S, gilt (Lemma 6.2.2). O

6.4 Die Determinante einer n x n-Matrix

Definition 6.4.1. Die Abbildung

det: M,(K) - K, detA:= Z sgN(0)ag(1),1 * Ao(2),2 " - Go(n),n
ocEeS,

heiit Determinante. Die obige Formel fiir die Determiannte einer Matrix A €
M, (K) heifit die Leibnizsche Formel. Wir benutzen auch folgende Schreibweise



6.4. DIE DETERMINANTE EINER N x N-MATRIX 155

fiir die Determinante einer Matrix:

aill a12 e A1n
a1 a2 .o Q2p

= det(A).
an1 Ap2 ... dnn

Wir betrachten n x n-Matrizen A mit Eintrdgen a;; aus einem beliebigen
Korper K und bezeichnen die Spaltenvektoren von A mit sq, ss,...,8, € K",
d.h.

A=(81,82,...,8n)

in dem Sinne, dass

S1 S2 Sn
N = =~

ail a2 e ail

A= a1 a2 e agn,
Qan1 an2 N Ann

Theorem 6.4.2. (Hauptsatz iiber Determinanten)

(1) Die Determinante ist n-linear und alternierend als Funktion der Spalten,
d.h., als Abbildung

M, (K) =2 (K")" - K,

($1,-..,8n) — det(s1,...,8n) = Z SgN(0)51,0(1) * * * Snyo(n)-

oES,

(2) Ist A: (K™")™ — K eine n-lineare alternierende Abbildung, so ist

A(s1,...,8n) = Aler, ... en)det(A)  fir A= (s1,...,8n).

(3) Die Determinante ist die eindeutig bestimmte alternierende n-lineare Abbil-
dung A: M, (K) = (K™")" — K, welche A(E,,) =1 erfillt.

Beweis. (1) Wir miissen zeigen, dass det (A1) und (A2) erfiillt. Fiir den Nach-
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weis von (A1) rechnen wir fiir A, p € K:

det(sl, ceey S5—1, )\Sj + MS;—, Sj4ly---y Sn)
= Z sen(0)ag(1)1 " Ao(j—1),j-1 * (No().j + 1) ;) Qo(i+1)j+1 " " Qo(n)n
g€eSy,

=A Z SEN(0)ao(1),1 " Ao(j—1),j—1 * Qo(j),j * Co(j+1),j+1 " Go(n),n
gESy,

tu Z SN(0) (1)1 Aa(j-1)j—1 " To(j).j " Do(j+1).5+1 " Go(n)n
gESy

/
= Adet(s1,...,8-1,85,8j415--+,8n) +pdet(sy, ..., 851,58, 841, 8n)

Fiir den Nachweis von (A2) nehmen wir an, dass die beiden Spalten s; und
s; (i < j) gleich sind. Fiir 0’ := 0 o (4, j) erhalten wir dann

H )k = Qo (i),ilo(j),j H Uo(k)k = Qo) 0o (s).i H Qo (k) k

k:;éz,_] k#i,j
n
= Qq/(5),jGo' (3),i H Ao’ (k) k = H Ao’ (k),k
k#i,j k=1
Nun ist sgn(o’) = sgn(o)sgn((i,j)) = —sgn(o) und o” = oo (i,j)? = o.

Durchliuft o alle Permutationen negativer Signatur, so durchlduft ¢’ daher alle
Permutationen positiver Signatur. Mit dieser Voriiberlegung ergibt sich

det(A) = det(s1,...,8,) = Z sen(o H Ao (k) k

oc€Sn
- Z H Go(k),k — Z H Ao (k) k
sgn(o)=1 k=1 sgn(o)=—1k=1
- Z Haa( Z Ha'(k)k—o
sgn(o)=1 k=1 sgn(o’)=1k=1

(2) Jede Spalte s; von A kann in der Standardbasis des K" geschrieben

werden:
n
S5 = E Qjj€C4.
i=1

Mit Lemma 6.3.3(4) erhalten wir daher A(sy,...,s,) = det(A)A(e1,...,en).
(3) Ist A = E,, und ]_[Z 1 0o(i),i 7 0, 80 ist a( ) = ¢ fiir jedes 4, also o = id.
Damit ist det(E,,) = a11 - ann = 1.
Ist umgekehrt A: Mn(K) — K eine alternierende n-lineare Abbildung mit
A(E,) =1, so erhalten wir mit (2), dass A = det ist. O

Die Leibniz-Formel gestattet manche Einsicht in die Determinante einer Ma-
trix, ist aber fiir nicht sehr kleine Werte von n i.a. numerisch zu aufwendig, um
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fiir praktische Berechnungen brauchbar zu sein. So wéchst alleine schon die An-
zahl der Summanden auflerordentlich schnell; denn es gibt n! Permutationen
von n Ziffern:

21=2, 3!'=6, 4!=24, 5!=120, 6!=720, 7!=5040, 8!= 40320,
und

10! = 3,6288 x 105, 20! = 204329 x 10'®, 100! = 9, 3326 x 10'°7.

Um die Leibniz-Formel zu verstehen, betrachten wir die Fille n = 2 und
n = 3.

e Ist n = 2, so haben wir die symmetrische Gruppe Sz = {id, (1 2)} zu
betrachten, und es ergibt sich die Formel, die wir schon seit langem kennen:

a1l a2

= a11G22 — 021412
a1 a2

e Ist n =3, so geht es um S3 = {id, (1 2), (1 3),(2 3),(1 2 3), (1 3 2)}, mit
sen(1) = sgn((1 2 3)) = sen((132)) = 1,

sen((1 2)) = sen((1 3)) = sgn((2 3)) = —1.

Also finden wir die sogenannte Regel von Sarrus, die man sich am besten
durch aufsteigende und absteigende Diagonalen in der erweiterten Matrix
(s1, 82, 83, 81, 82) veranschaulicht. Es gibt genau drei aufsteigende Diago-
nalen, die positiv in die Determinante eingehen und drei absteigende, die
negativ eingehen:

aix @iz ais
a21 @G22 Aa23
azyp azz2 ass

= 11022033 + 021032013 + A31612023 — A21G12033 — 331022013 — G11032023

Die Regel von Sarrus gilt nur in Dimension 3; verallgemeinert sich also z.B.
nicht auf 4 x 4-Matrizen.

Bemerkung 6.4.3. In jedem einzelnen Produkt

Ao(1),1 " A(2),2 " -+ Ao(n),n

kommt der j-te Faktor aus der j-te Spalte der Matrix A, und welchen wir
nehmen, d.h. sein Zeilenindex, hidngt von der Permutation o ab. So wéhlen
wir (wegen der Bijektivitit von o) verschiedene Zeilenindizes fiir verschiedene
Spalten.
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1 2
3 1

=~ w
T

Fir n = 5 konnen wir uns z.B. o = (

veranschaulichen.

Lemma 6.4.4. Ist A € M,(K) eine obere Dreicecksmatriz, d.h. gilt a;; =0 fir
1> j, so hat man

ayp ok . *
0 a2
det(A) = = ai1 a2 ... - Anpn
0O ... 0 Ann
Insbesondere gilt
det(E,) = 1.

Beweis. Sei o € S, eine Permutation. Falls o(i) > i, so ist a,(;),; = 0. Also
tragt eine Permutation ¢ nur dann zur Summe

det(A) = Z Sgn(o)ao(l),l T Qo(n),n
oESy

bei, wenn o(i) < ¢ fiir alle ¢ gilt. Darus folgt aber per Induktion o(1) = 1,
0(2) = 2 usf., so dass 0 = id ist und die ganze Determinante auf

det(A) = Sgn(id)all O, = Q11 Apn

zusammenschnurrt. O

6.5 Eigenschaften der Determinante

In diesem Abschnitt lernen wir insbesondere effektive Methoden zur Berechnung
der Determinante einer Matrix kennen.

Lemma 6.5.1. det(A") = det(A).

Beweis. Die Transposition einer Matrix vertauscht die Rollen von Zeilen und
Spalten. Daher gilt:

A(AT) = Z sgn(a) *A1,5(1) " A2,5(2) " -+ " An,o(n)
o€eSy,
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Aber

Al,0(1) " A2,0(2) -+ - " An,o(n) = Go-1(1),1 " Go-1(2),2 " -+ " Ao—1(n)n-

Denn auf beiden Seiten haben wir in der Tat dieselben Faktoren, nur in anderer
Reihenfolge. Folglich ist

det(AT) = Z SgN(0) - g-1(1),1 - Gg-1(2)2" " " -+ " Qo1 (n).m
ocSy,

Nun glt aber nach 6.2.2 sgn(c) = sgn(oc~!), also erhalten wir

det(AT) = Z sgn(a_l) “Q-1(1),1 " Go=1(2),2 " -+ Qo=1(n),n-
g€eSy,

Durchliuft nun o alle Permutationen, so tut das auch o~!. Folglich ist

det(A") = Z SEN(0) * Ag(1),1 " Ag(2),2 " - - * Qo (n),n = det(A),
g€eSy,

womit das Lemma bewiesen ist. O

Bemerkung 6.5.2. (a) Da die Zeilen von A gerade die Spalten von AT sind,
folgt aus dem vorstehenden Lemma, dass die Determinante auch eine alternie-
renden n-linear Abbildung auf dem Zeilenraum (K”)" — K definiert. Insbeson-
dere ist Lemma 6.3.3 daher auch auf die Determinante als Funktion der Zeilen
anwendbar.

(b) So wie die Spur nicht daran denkt, multiplikativ zu sein, denkt die De-
terminante nicht daran, additiv zu sein, d.h. im allgemeinen ist det(A + B) #
det A + det B; zum Beispiel

1 0 10 0 0
1—det(O 1>—det<<0 O)—i—(o 1)),aber

—_—— Y=

A B
10 0 0
o—aa (! O)ran (s )
—— ——
A B

(c) det(AA) = A™det A fiir alle A € K und alle n x n-Matrizen A.

6.5.3. [Eigenschaften der Determinante] Bisher haben wir die folgenden Eigen-
schaften der Determinante kennengelernt:
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(D1) det(A) hingt linear von jeder Spalte von A ab; anders gesagt:

/ l
a1 + aiq a2 e A1n, ail ai2 e A1n ayq ai2 N A1n
/ !
a1 + a21 a22 e a9on a1 a2 I a9on a21 a292 e a9on
= . . N
! l
ap1 + a1 An2 ... Qpp nl An2 ... Qnpn ap1 Gp2 ... Gpp
/\a11 ai12 NN QA1n a1 a12 e A1n
)\agl a292 ... Qop a1 a2 .o Q2p
Adp1 Qo ... Qpn anl Gp2 .. Gnn

und das gleiche gilt fiir die Zeilen anstatt der Spalten.
(D2) Sind zwei Spalten/Zeilen von A gleich, so ist det A = 0.

)

(D3) det(E,) =1.

(D4) det(AT) = det(A), wobei AT die Transponierte der Matrix A ist.
)

(D5) Hat A eine Spalte, die nur aus Nullen besteht, so ist det A = 0 (wegen

(DL)).

(D6) Addiert man ein Vielfaches einer Spalte/Zeile zu einer anderen Spalte/Zeile,
so lésst das die Determinante unveréndert.

(D7) Permutiert man die Spalten von A geméfit der Permutation o, so dndert
das die Determinante um das Vorzeichen sgn(o).

(D8) Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonalele-
mente.

Satz 6.5.4. (D9) det(A- B) =det A - det B.

1

D10) Ist A is invertierb It det(A™") = ——.
( ) S s tnvertieroar, So gi € ( ) det A

(D11) det A # 0 <= A ist invertierbar.

(D12) Fir Blockdiagonalmatrizen mit n =p+q, A € My(K), C € M, ((K) und
B e M, (K) gilt:

det = det A - det B.
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Beweis. (D9) Betrachte fiir eine feste Matrix A die Abbildung
A: M, (K) =2 (K")" - K, B~ det(AB).

Sind ¢4, ...,t, die Spalten von B, so sind Atq, ..., At, die Spalten von AB. Fiir
jedes j hingt die j-te Spalte von AB linear von der j-ten Spalte von B ab,
ist aber unabhéingig von den anderen Spalten von B. Daraus folgt, dass A eine
n-lineare Abbildung ist.

Weiterhin folgt aus t; = t; auch At; = At;. Hat also B zwei gleiche Spalten,
so auch AB, und daher A(B) = det(AB) = 0.

Also ist A alternierend n-linear und mit Hauptsatz 6.4.2(3) ergibt sich daher

det(AB) = A(B) = A(E,,) det(B) = det(A) det(B).
(D10) Ist A invertierbar, so folgt aus (D9) sofort
1 = det(FE,) = det(A) det(A™1),
also 0 # det(A) und det(A~1) = det(A4)~L.
(D11) Aus (D10) folgt, dass det(A) # 0 fiir jede invertierbare Matrix A gilt.

Ist A nicht invertierbar, so sind die Spalten si,...,s, von A linear abhingig
(Korollar 5.8.5). Dann existiert ein j und Skalare \; € K, ¢ # j, mit

S5 = Z/\Zsl

i#]
Damit ergibt sich aus der Linearitit von det in der j.Spalte und (D2):

det(A) = det(s1,...,8,) = Z Aidet(s1,...,8j-1,8i,8j41,---, ) =0,
i#]

da in jedem Summanden jeweils zwei Spalten iibereinstimmen.
(D12) Zuerst beweisen wir den Spezialfall:

ist.

In der Tat brauchen wir nur geignete skalare Vielfache der ersten p Spalten von



162 KAPITEL 6. SPUR UND DETERMINANTE

den letzten ¢ Spalten abzuziehen. Dabei &ndert sich die Determinant nicht (D6).
Weiter definieren wir

Man priift leicht nach, dass A(B) eine alternierende n-lineare Abbildung auf
M, (K) ist. Aus dem Hauptsatz 6.3.3 folgt also A(B) = A(E,) det(B) = det(B).
Ebenso ergibt sich

Al O
det =det A
Dann folgt aber der allgemeine Fall aus
Al C E, | C Al O
0| B 0 | B 0 | E

det = det, = det A - det B.

6.5.5. [Eine effiziente Methode zur Berechnung von Determinanten)

Durch elementare Zeilen- (oder Spalten-) Unformungen lésst sich jede Ma-
trix A auf Stufenform bringen (GauBi-Jordan Algorithmus). Aus (D4), (D6)
und (D7) wissen wir, dass diese Umformungen hochstens das Vorzeichen der
Determinante dndern. Nach (D8) konnen wir die Determinante einer Matrix in
Stufenform einfach berechnen. Zusammen ergibt sich also eine recht effiziente
Methode zur Bestimmung der Determinante einer quadratischen Matrix.
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Beispiel 6.5.6.

w N = O
e =1
— O NN

10 2 3

01 2 3|(D12) 23
=7 -1 -4 -3

01 -4 -3 L 5 s

01 -5 -8

(D1) 11| _

=6 _11—6(—11—1-7)——24

Satz 6.5.7. [Entwicklung nach einer Zeile oder Spalte] Sei A = (a;;) eine
n X n-Matriz. Wir bezeichnen mit A;; die (n—1) x (n—1)-Matriz, die aus A
durch Weglassen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht:

ail e at,j—1

A= ai—1,1 .- Qi—1,5-1
15

Air1,1 oo Q41,51

[07°%} N An,j—1

Dann gilt folgende Entwicklung:

det A = Z (—1)i+jaij det(A”)
=1

n

and entsprechend

det A = Z (—l)iJerLij det(Aij)
1

3

J

a1,54+1 N A1n,
a;—1.4 o P

i—1,5+1 i—1,n c Mn—l(K)
Air1,54+1 -+ Qitln

Qn,j+1 Ann

Die jeweils anzuwendenden Vor-
zeichen (—1)""7 lassen sich
leicht aus der Schachbrettregel

entnehmen:

(Entwicklung nach der j-ten Spalte)

(Entwicklung nach der i-ten Zeile)

+ 1+
[
+1 o+
I+

Beweis. Im Hinblick auf (D4) geniigt es, die Entwicklung nach einer Spalte zu
beweisen; denn (A");; = Al,, womit sich die Zeilenentwicklungen von det(A)

Ji?

aus den Spaltenentwicklungen von det(AT") ergeben.
Bezeichnet man mit sq, ..., s, die Spalten von A, so ist

n
Sj = E QAij€i,
i=1
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und aus (D1) erhalten wir
n
det A = det(sl, ey Sn) = Zaij det(sl, v o3 S5—1,€4,Sj415 -, Sn)
i=1

n
= Z(—l)ﬂilaij det(ei, SlyeeesSj—1y8j41y---, Sn),
=1

wobei wir die zyklische Vertauschnung (5 1 2 --- j — 1) auf die Spalten an-
gewendet haben, deren Signum (—1)7~1 ist. Vertauschen wir entsprechend die
ersten ¢ Zeilen der erhaltenen Matrix ergibt wegen (D12):

det(ei, Sly++3Sj—15,Sj+15---, Sn) = (—1)i_1 det (é ; ) = (—1)i_1 det(Aij).
)

Alles in allem erhalten wir die Entwicklungsformel

det A = Z(—l)j_laij(—l)i_l det(Aij) = Z(—l)“‘jaij det(Aij). O
i=1

=1

Beispiel 6.5.8. Enthilt eine Zeile oder Spalte viele Nullen, so erlaubt die Ent-
wicklung nach dieser Zeile bzw. Spalte eine besonders effektive Berechnung der
Determinante. Fiir die folgende Matrix z.B. entwickeln wir nach der dritten Zeile
und dann nach der ersten Spalte, usf.:

L0 L0y 09 1o o1
01 1 1 1
R I N | (A A
0111 o bt
Do 1 1o 0110 oo
101 1o 1] 111 0 1
— 1 1 ol+l1 1 1+t 1 o0o=|1 11
110 |11 0 10 |11
11 11 11
:_’1 1‘“1 1 1)+’0 1’ ‘1 1’

=0-1+1+0=0.

Definition 6.5.9. [Die adjungierte Matrix] Betrachten wir die (n—1) x (n—1)-
Matrizen A;; wie in 6.5.7, und definieren folgende Skalare:

al; = (=1)" det(A;)), i=1,...,n;j=1,...,n.

]

Diese Skalare heilen die Kofaktoren von A. Man fasst sie als Eintrdge einer
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neuen Matrix zusammen

/ I /

aiq aqo e a,
/ ! /

a a e a
21 22 2n

Pp— ! J—
AdA = (ay) = | .. | € Ma(K).

/ 1 1

Ap1 Gpg - Opp

und nennt diese neue Matrix die adjungierte Matriz of A.

Satz 6.5.10.

[(AdA)T - A=det A E,|

Beweis. Zuerst halten wir fest:

(j-te Zeile von (AdA)T) - (j-te Spalte von A)
= (j-te Spalte von AdA)" - (j-te Spalte von A)

;- ij = ) (—1)"*7 det(Asj)aqy 027 det A.
1 i=1

|

K3

Auf der Diagonalen der Produktmatrix (AdA)T A steht also stets der Skalar
det A. Alle anderen Eintrige, auflerhalb der Diagonalen, sind aber Null, da fiir

j # k gilt:

(j-te Zeile von (AdA)T) - (k-te Spalte von A)
= (j-te Spalte von AdA) - (k-te Spalte von A)

[
N

agiair = Y (1) det(Aij)ai = Y (=1)" ay, det(Aq )
1 =1 i=1

|
o 5

Fiir den letzten Schritt betrachten wir die Matrix ,ZL die man aus A dadurch
erhélt, dass man die j-te Spalte von A durch die k-te Spalte ersetzt. In diesem
speziellen Fall stimmen diese beiden Spalten iiberein, also ist det(A) =0. O

Satz 6.5.11. [Die Cramersche Regel, erste Version: die Inverse einer invertier-
baren Matrix] Fiir eine invertierbare n X n-Matriz A gilt

1

_ T
= detA(AdA) .

Beweis. Ist A invertierbar, so ist det A # 0 und aus Satz 6.4.12 folgt

1
——(AdA)" - A=E,.
det A ( )
Mit A~! von rechts multipliziert ergibt sich die Behauptung. O

Diese Fomel fiir Inverse einer Matrix ist vor allem fiir theoretische Zwecke
wichtig. Z.B. zeigt sie, dass die Eintréige der inversen Matrix A~! ,rationale
Funktionen“ der Eintrdge von A sind. Fiir praktische Berechnungen ist der
Gauf3-Jordan Algorithmus effizienter.
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Beispiel 6.5.12. (a) Fiir n = 2 gilt

a b . d -—c
A_<c d) mit AdA—(_b a)

Ist A invertierbar, so gilt

1 T+ 1 d —b
_detA(AdA) ~ ad — b <—C (I>

wie wir schon in Beispiel 2.5.16 gesehen haben.

-1

(b) Fiir n =3 und X € K betrachte

A0 1 A2 =) 1
A=11 X 0 mit AdA= 1 A2 =)
0 1 X - 1 A2

Eine Anwendung der Regel von Sarrus liefert det A = A3 + 1. Fiir alle A
mit A3 # —1 gilt det A # 0. Also ist in diesen Fillen A invertierbar und

1 A2 1 0 =
byl IR
AR Pt
Bemerkung 6.5.13. [Cramersche Regel zur Losung lin. Systeme] Sei A eine
Z1
n X n-Matrix mit den Spalten s1,...,s, und sei b € K”. Sei z = eine
Ln

Losung des inhomogenen Systems n linearer Gleichungen in n Unbekannten:
Az=b,  dh ) @s;=b. (L)
i=1

Sei A;[b] die Matrix, die aus A dadurch entsteht, dass anstelle der i-ten Spalte
der Spaltenvektor b eingesetzt wird:

ail e bl oo Q1np

a1 e bQ . A2n,
A;b] = . : .

anl ... bn ... apn

Dann folgt aus (L) und aus der Linearitit der Determinante in der i-ten Spalte,
dass

n
detAl[b] = ZIk det(sl, e o3 8i—1ySks Sit+1,-- .,Sn),
k=1
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wobei der Spaltenvektor s; als i-te Spalte in A eingefiigt ist. Fiir ¢ # k ist die
Determinante in der Summe Null, weil zwei Spalten gleich sind, die i-te und die
k-te. Also bleibt von der obigen Summe nur der Summand mit ¢ = k iiber und
wir erhalten:
det Az [b] = det (A)

Nun gibt es zwei Fille: entweder ist det(A4) = 0 und die Formel besagt nur, dass
auch det A;[b] = 0 ist — eine Information, iiber deren Wert man streiten kann.
Ist dagegen det(A) # 0, anders gesagt: ist die Matriz A invertierbar, so erhalten
wir eine Formel, ndmlich

YT Tdet(A)
fiir die i-te Komponenten der, wie wir wissen einzigen Losung z des Systems
(L) in diesem Fall.
Um diese Formeln fiir alle ¢ = 1,...,n zusammenzusetzen, kénnen wir auch
so argumentieren: Da wegen der Invertierbarkeit von A das Gleichungssystem

(L) genau eine Losung

Z1
xr =
Ty
besitzt, nimlich z = A~1b, erhalten wir aus 6.5.11: = ﬁ(AdA)Tb , d.h.
1 a:ll a/:21 “e. aéll 21
1 (12 G2 ... Oy 2 1
v detA | 1 : | de Y
n ay, ab, ... ah. by,

Denn die Determinante von A;[b] berechnet sich durch Entwicklung nach der

i-ten Spalte zu:
n

det Ai [b] = Z(—l)iJrjbj det(Aji).

j=1
AIl + Tr3 = 1
Beispiel 6.5.14. Das Gleichungssystem 1 +Axa = hat
T2 + Azz=1
die Losung
1 0 1 A 11 A0 1
1 A 0 110 1 A1
1 1 A 0 1 A 0 1 1
SRS C Iy R R D E A
Daraus ergibt sich
A —X+1 A —X+1 A —A+1
S C RS i S EIE
1 1 1
TENT ENT BTNt
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(Vergleiche dies mit Beispiel (b) in 6.5.11.)

6.6 Die Determinante eines Endomorphismus

Wir machen jetzt denselben Schritt von Matrizen zu Endomorphismen, den
wir bereits von der Spur her kennen. Sei dazu V ein endlich dimensionaler K-
Vektorraum und ¢: V' — V ein Endomoprhismus von V. Sei A = [p]p die
Matrix von ¢ bzgl. der Basis B von V und sei A’ = [p]|p die Matrix von ¢
bzgl. einer anderen Basis B’ von V. Aus der Trasnformationsformel bei Ba-
siswechsel wissen wir, dass es eine invertierbare Matrix S = [idy] g/ gibt (die
Ubergangsmatrix), so dass gilt:

A =S571AS.
Aus (D9/10) in 6.5.3 folgt
det(A’) = det(S™tAS) = det(S™') - det A-det S = (det S)~* - det A - det S
= det(A)

Die Determinante der Matrix eines Endomorphismus ¢ ist also von der hin-
zugezogenen Basis unabhéngig. Also konnen wir wie im Fall der Spur auch die
Determinante eines Endomorphismus definieren:

Definition 6.6.1. Die Determinante eines Endomorphismus ¢ : V' — V eines
endlich dimensionalen Vektorraums V' ist die Determinante irgendeiner (und
damit jeder) Matrix [p]p, die ¢ bzgl. einer Basis B von V zugeordnet ist:

det ¢ := det([¢]B)-
Die Eigenschaften (D3), (D9), (D10), (D11) in 6.5.3 ergeben:
Satz 6.6.2. Fir ¢,v € End(V) und dimV < oo gilt

(i) det(idy) =1

1

(ii) det # 0 < ¢ ist invertierbar, und in diesem Fall ist det(p™1) = Teto

(iii) det(p o) = det - det ).

Beispiel 6.6.3. (a) Sei § die Drehung im R3 um eine Gerade g durch 0. Dann
gibt es, wie wir wissen, eine Basis des R3, so dass die Matrix von § bzgl. dieser
Basis die Form

cosae —sina 0
sina¢ cosa 0
0 0 1

hat. Also ist det § = cos?a + sin®a = 1.
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(b) Sei o die Spiegelung des R? an einer Ebene. In Bezug auf eine geeignete
Basis hat die zugehorige Matrix die Form

1 0 0
01 0
0 0 -1

Also ist det o = —1.

6.7 Die Determinante als ,,orientierter Flichen-
inhalt* im R?

In diesem Abschnitt diskutieren wir die geometrische Bedeutung des Absolut-
betrages der Determinante reeller (2 x 2)-Matrizen als Flidche eines ebenen Par-
allelogramms. Wir erinnern uns an das Skalarprodukt zweier Vektoren x,y im
R2:

(z,y) = 2191 + T2y2,
sowie an die Liange eines Vektors:

[l == /a1 + 23
(Beispiel 5.5.18).

Definition 6.7.1. Den Winkel zwischen zwei Vektoren x # 0 und y # 0 in
der Ebene R? definieren wir als die eindeutig bestimmte reelle Zahl « € [0, 27|
(dass sie eindeutig bestimmt ist, wird aus der Analysisvorlesung als bekannt
vorausgesetzt), so dass y aus « durch die Drehung 4., (gegen den Uhrzeigersinn)
um den Ursprung hervorgeht, d.h.,

y=A <‘3.°S”Y _S“”> z, A>0,y€l0,2n.
siny  cos?y
Mit anderen Worten:

y1 = (cosy)xy — (siny)ze, y2 = (siny)x; + (cosvy)xa.

Fiir den Vektor x = (;M), der auf z senkrecht steht, erhalten wir die Dar-
1

stellung
y = Acos(y)x + Asin(y)Z. (6.1)
Wir nenne das Paar (z,y) positiv orientiert, falls v €]0, 7|, und negativ ori-
entiert, falls v €], 2| ist.
Definition 6.7.2. [Determinante eines Vektorpaares im R?]
Fiir jedes Paar von zwei Vektoren u = <Zl) und v = (21) im R? definieren
2 2
wir die Determinante durch
uyp v

det(u,v) := .

= u1vy — ugvy = (U, v).
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Bemerkung 6.7.3. Da sich die Liange eines Vektors unter Drehungen nicht
andert, ist

1yl = All[].
Dariiber hinaus finden wir wegen (z,z) = 0:

(@,y) = (@, Acos(7)z) = Acos(y)||z]|* = cos(y) ||z lyll-

Fiir Vektoren, die nicht null sind, erhalten wir also den Kosinus des von ihnen
eingeschlossenen Winkels aus dem Skalarprodukt vermoége der Formel

cos = (z,y)
(Bl

Fiir die Determinante erhalten wir analog
det(z,y) = (T,y) = (T, Asin(7)Z) = A|[Z]|* sin(y) = Al|z[|* sin(v) = [|z]|[[yl| sin(y).

Insbesondere ist (z,y) positiv orientiert, wenn det(z,y) > 0 ist und negativ
orientiert, wenn det(z,y) < 0 ist. In beiden Fillen sind «,y linear unabhiingig,
also eine Basis von R?. Dariiber hinaus ist det(z,y) = 0 dquivalent zu v € {0, 7},
falls beide Vektoren von 0 verschieden sind. Wir sehen also ganz allgemein, dass
det(x,y) = 0 dazu #quivalent ist, dass z, y linear abhéingig sind.

6.7.4. [Interpretation als orientierter Fldcheninhalt)

Sei v der Winkel zwischen x und y mit 0 <

v < 2m. Y
Fiir die Fliche F' des von z und y aufge-
- \ F
spannten Parallelogramms gilt: b
\ x
area(F) = (Ldnge der Basis) - (Hoheh) v

= [zl - lyll - [sin~y| = [ det(z, y)|

Wir erhalten daher folgenden Satz:
Theorem 6.7.5. Fiir x,y € R? gilt:

(a) |det(x,y)| ist die Fliche des von x und y aufgespannten Parallelogramms.

(b)
>0 < z,y lin. unabh. pos. orientiert
det(z,y) =0 <= z,y lin. abbh
<0 <= z,y lin. unabh., neg. orientiert

Bemerkung 6.7.6. Jetzt konnen wir die Regeln (D1) und (D2) fiir die Deter-
minante geometrisch deuten.

(D1) sagt aus, dass bei festgehaltenem v der Wert von det(u,v) linear von
u, und bei festgehaltenem u linear von v abhingt. Um die erste dieser beiden
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Eigenschaften geometrisch zu deuten, sei v # 0 und 7: R? — R? die Projektion
auf die Gerade Rv’ mit ker 7 = Rv, wo v/ = (vq, —v;) |. Diese lineare Abbildung
heifit die orthogonale Projektion auf Rv'. Da ker m = Ru und det(\v,v) = 0 ist,
gilt

det(u,v) = det(n(u), v).
Da die Vektoren 7(u) und v orthogonal zueinander stehen, ist die Fléche des von

7(u) und v aufgespannten Parallelogramms gleich || (w)]|-||v||. Da 7(u1), m(uz2) €
R*v’ sind, entspricht die Gleichheit

det(uy + ug,v) = det(u,v) + det(usg, v)

der Tatsache, dass die Fliche des von 7(u1) + m(u2) = w(u1 + uz) und v auf-
gespannten Parallelogramms durch Aufaddieren der Flichen der zu u; und us
gehorigen Parallelogramme entsteht.
Die Relation
det(Au,v) = Adet(u,v)

fiir A > 0 entspricht der geometrischen Tatsache, dass sich die Fliche des Par-
allelogramms mit A multipliziert, wenn eine Seite um diesen Faktor gestreckt
oder gestaucht wird.

(D2) besagt einfach, dass det(u,u) = 0 ist fiir alle v € R?. In der Tat hat
ein entartetes, in einer Gerade liegendes Parallelogramm keine Fléiche.

6.7.7. [Geometrische Deutung der Determinante einer linearen Abbildung
¢ : R? — R?] Sei ¢ : R? — R? eine lineare Abbildung. Sei s := ¢(e1) und
s2 := p(ez2), und sei A = [p] die 2 x 2-Matrix mit den Spalten s1, s2, d.h. die ¢
bzgl. der Standardbasis zugeordnete Matrix: p(r) = Ax fiir alle z € R2.

Ist det A > 0, so erhélt Ist det A < 0, so kehrt ¢

¢ die Orientierung: die Orientierung um: 51 so
€2 €2 A~ =~

€1 R
So 52
S1

Typische Beispiele fiir orientierungserhaltende Abbildungen sind Drehungen.
Typische Beispiele fiir orientierungsumkehrende Abbildungen sind Spiegelungen
an einer Gerade im R2.

Weiterhin ist das Bild des von e; und e; aufgespannten Einheitsquadrats
das von s1 = p(e1) und sz = @(e2) aufgespannte Parallelogramm. Also ist die
Fléche dieses Parallelogramms nach 6.7.4 gleich | det Al:
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Das Bild des in das Einheitsquadrat einbeschriebenen Kreises ist eine Ellipse
im besagten Parallelogramm. Ist F' die Flidche dieses Kreises, so berechnet sich
die Fliache F’ der Ellipse durch:

F' =|det A| - F.
Diese letzte Formel gilt ganz allgemein fiir die Fliche F” des Bildes unter einer
linearen Abbildung ¢ einer Menge M C R2, deren Fliche man als F' messen

kann. Die Theorie solcher allgemeineren Flicheninhalte wird in beliebigen Di-
mensionen in der Vorlesung Analysis IIT entwickelt.

6.8 Die Determinante als ,,orientiertes Volumen*
im R?

In diesem Abschnitt entwickeln wir das dreidimensionale Analogon des voran-
gehenden Abschnitts. Wir erinnern uns an Skalarprodukt und Lénge von Vek-

toren im R3:
(z,9) = 21y1 + Tay2 + 23y3, ||7|| = \/2? + 23 + 23.

Dariiber hinaus fithren wir das dem 3-dimensionalen Raum spezifische
Vektor-Kreuzprodukt ein:

as b
+ a2 b2
a b1 azbz — asbz a3 b3
axb= a9 X b2 = —(a1b3 — a3b1) = ™ !
as b3
as bs aibs — azb;
+ aq bl
a9 b2
C1
Fiir einen dritten Vektor ¢ = | co | € R? definieren wir das Spatprodukt als
C3

(axb,c).

6.8.1. [Die Determinante eines Tripels von Vektoren im R?]

Fiir ein Tripel

ax by c1
a=lax |, b=|b2], c=1]co e R?
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gilt

az by ar by ar b

{a x b,c) e — cco + - C3

az b3 az b3 az bo

= CLngCl + a3b162 + aleCg — CbngCl — albgcg — a2b163
= det(a,b,c).

6.8.2. [Geometrische Deutung als dreidimensionales Volumen] Aus der vor-
stehenden Deutung der Determinante durch das Spatprodukt dreier Vektoren
und aus (D2) folgt sofort

0= (axb,a)=(axbb).

Also steht a x b senkrecht auf a und b. Aulerdem folgt aus a x a = 0, dass
a x b nur von der orthogonalen Projektion von b auf die zu a orthogonale Ebene
at abhiingt. Die Linge dieser Projektion betrigt ||b]|sina, wo a € [0, 7] der
Winkel zwischen a und b ist (wie in der Ebene). Aus alldem ist es nicht schwer,
zu zeigen, dass

la x bl = flall - ] - sin a,

was auch mit der Fliche des von a und b aufgespannten Parallelogramms [0, 1]a+
[0, 1]b tibereinstimmt.
Ist ¢ ein dritter Vektor, so erhalten wir

| det(a, b, c)| = [(a x b,c)| = [la xb]| - [|c]| - [ cos 3],

wo (3 der Winkel zwischen ¢ und a x b ist. Da ||¢|| - cos 8 auch als Linge der
Projektion von c auf die Gerade axb orthogonal zur Ebene von a und b aufgefasst
werden kann, stimmt sie mit der Héhe h des von a, b und c iiber der Ebene von a
und b aufgespannten Parallelepipeds P := [0, 1]a + [0, 1]b+ [0, 1]c iiberein. Alles
in allem erhalten wir

| det(a, b, c)| = area(F) - h = vol(P).

Satz 6.8.3. |det(u,v,w)| ist das Volumen V des von den Vektoren u,v,w auf-
gespannten Parallelepipeds.
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6.8.4. [Geometrische Deutung der Determinante einer linearen Abbildung] Ge-
geben eine lineare Abbildung ¢ : R® — R3, betrachten wir die ihr bzgl. der
Standardbasis zugeordnete Matrix A. Thre Spalten sind s; = @(e1), s2 =

w(ea), s3 := (es).

es »(es)

e2
p(e2)
RN wler)

ey
Der Einheitswiirfel (mit Volumen 1) wird auf das von den Spalten s; =
pler), s2 = p(e2), s3 = p(es) aufgespannte Parallelepiped abgebildet. Sein Vo-
lumen ist | det(s1, $2,83)| = | det A.
Allgemeiner gilt: Ist M eine ‘meBbare’ Teilmenge in R? mit Volumen V| so
hat ihr Bild unter der linearen Abbildung ¢ das Volumen

V' =|det |- V.



