Klausur ,Lineare Algebra 1"

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Fachbereich Mathematik SS 2012
M. Schneider

Tragen Sie in die nachstehenden Zeilen Thren Namen und Thre Matrikelnummer ein. Versehen Sie alle Blétter mit
Threm Namen und Threr Matrikelnummer und nummerieren Sie die Blétter.
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Aufgabe 1 2 | 3 4 | 5 6 7 > | Note

Punktzahl 2 2 3 4 5 3 3 22
erreichte Punktzahl
Hinweise:

a) Die Bearbeitungsdauer der Klausur betrdgt 90 Minuten.
b) Als Hilfsmittel zur Klausur sind zugelassen: keine.
¢) Mobiltelefone sind auszuschalten und in der Tasche zu verstauen.

d) Bitte legen Sie Thren Studierendenausweis zusammen mir einem Lichtbildausweis zur Kontrolle bereit.

e) Viel Erfolg!




1. Aufgabe (2 Punkte)

Es seien X und Y Vektorrdume iiber K.

(a) Geben Sie eine mathematische Definition der Dimension von X.

(b) Wie lautet die Dimensionsformel fiir einen Vektorraumhomomorphismus ¢ € Hom(X,Y).
Losung:

(a) Ist X endlich erzeugt, dann ist dimygX die Anzahl Elemente einer Basis von X.

Ist X nicht endlich erzeugt, dann ist dimgX = oo

(b) dimX =dimBild¢ +dimKern¢ =rang(¢)+d(¢)

2. Aufgabe (2 Punkte)

(a) Bestimmen Sie eine Inverse der reellen Matrix

O O =
o N O
w O o

(b) Bestimmen Sie die Signatur der Permutation o € S5 definiert durch

(1 2 3
=13 1 2/

Losung:
100" (100
@ |0 20| =[0 5 0
0 0 3 oo%

(b) Inversionen von o : (1,2), (1,3) = sgn(o)=1

3. Aufgabe (3 Punkte)

Man betrachte das lineare Gleichungssystem (L) Ax = b mit
1 2 3 3
A=]10 1 2| undb:=|1
1 3 5 4

Man bestimme durch eine Rechnung die Losungsmenge von (L).

1 2 3 3 1 2 3 3 1 2 3 3
Losung: |0 1 2 1{—-10 1 2 1({—-10 1 2 1
1 3 5 4 01 2 1 0 0 O 0

Xg+2x3=1=>x,=1—2x;
X;+2x5+3x3=3=>x;=3-3x3—2+4x3=1+ x4




1 1
Losungsmenge={| 1 | + x5 | =2 | |[x3 €R}
0 1

4. Aufgabe

(4 Punkte)

Betrachte ¢ € Hom(R3,R) definiert durch

X1
¢ | x3 | :=x7+ 2x5 + 3x3.
X3

(a) (1P) Bestimmen Sie die Dimension von Kern ¢.

(b) (2P) Bestimmen Sie die Dimension von Kern ¢ NU, wobei

1 0
U :=span ol,] 1
1 -1

(¢) (1P) Bestimmen Sie einen Untervektorraum W von R mit R =U @ W.

Alle Antworten sind zu begriinden, etwa durch eine Rechnung.
Losung:
(a) Dimensionsformel: 3=Rang¢ +dimKern¢
¢ # 0= Rang¢ =1 = dimKern¢ = 2
1

) ¢(|0])=1+3=4#0=>U ¢ Kern¢
1

Dimensionsformel: dim(UNKern¢ )=dimU +dimKern¢-dim(U +Kern¢)
U ¢ Kerng = U+Kerng = R® = dim(UnKern¢)=2+2-3=1.

1 0
dimU=2,denn | O |, | 1 | sind linear unabh.
1 -1
0
(c) W:=span{| O |}
1
01 O
detf]0 0 1 [=1
1 1 -1
0 1 0
=|(0],]0]|,| 1 [ BasisvonR®
1 1 -1

SU4+W=RundUnNW =0




5. Aufgabe (5 Punkte)

Betrachte ¢ € Hom(R*,R*) definiert durch

1
xl xl + E.Xz +x3
é X [ 2x3 — X
x3 |- 4x1 + 3x5 + X3

%Xl - X2 + XB
(a) (1P) Bestimmen Sie die Spur von ¢.
(b) (2P) Bestimmen Sie eine Basis von Kern ¢.

(c) (2P) Bestimmen Sie eine Basis von Bild ¢.

Alle Antworten sind zu begriinden, etwa durch eine Rechnung.

Losung:
1 2 1.0\ (x
-1 0 2 of]x
@ ¢CI=1 4 3 1 0f|x
5 1.1 0) \x4
= tr(¢)=2
1 11 0) /o 1%100 1 2 1 0) /o 1 2 1 0) /o
-1 0 2 o0f]o0 0 - 3 0]]0 OiSOO OiSOO
(b) — 2 — 2 — 2
4 3 1 0 0 o 1 - 0 0 0 0 -9 0 0 0 0 -9 0 0
5 —-1.10)\0 0 -2 -2 0/ \0 0o 0o 8 0/\0O 0 0 0o 0/\O
0 0
. 0 0
Rang¢p =3 = dimKern¢ =1, 0 € Kerng = Kern¢ =span 0
1 1
(c) Ranggp=3
1
1 5 1
. -1 0 2
B11d¢ =Span(¢ (el)a ¢(62): LR} ¢(e4)5) ZSPan{ 4 > 3 > 1 }
1
Y -1 1
Wegen Rang¢ =3 ist dies auch eine Basis!
6. Aufgabe (3 Punkte)

Es sei V ein K-Vektorraum und U, W seien Untervektordume von V mit W € U. Man zeige:
(a) (1P) U/W :={u+ W :u € U} ist ein Untervektorraum von V /W.

(b) (2P) (V/W)/(U/W) ist isomorph zu V /U.
Losung:

(@) SeiA, ueKundu; + W, u, +W e U/W
= AMuy + W)+ uw(uy + W) = (Auy + puy) + W € U/W, denn Au; + uu, € U, da U UVR ist.
= U/W ist UVR.




(b) Betrachte ¢ : V/W - V/Umit p(v+W)=v+U
Zeige ¢ ist wohldefiniert:
Seiny+W=v,+WesS v —v,eWCU
=>v,+U=v,+U,denn v, —v, €U
Kerng: p(v+W)=0=v+U=0+U < v eU,dh. Kernp=U/W
Homomorphisatz = (V/W)/(U/W) ist isomorph zu V /U

¢ ist offenbar surjektiv.

7. Aufgabe (3 Punkte)
Man betrachte in R®
1 0 0 1 0 1
B:=|[O0f,[1],]O undC:=| |1, 1 |,|O
0 0 1 1 -1 1
(a) (1P) Man zeige, dass C eine Basis von R ist.
(b) (2P) Man bestimme durch eine Rechnung die Ubergangsmatrizen [id]g und [id]g.
Losung:
1 0 1
(@) detf1 1 0| =-1%# 0= Basis.
1 -1 1
1 0 1
® [id§=|1 1 o0
1 -1 1
[id]¢ = [[id]5]™"
1 0 1 1 0 O 1 O 1 1 0 O 1 0 1 1 0 O
1 1 0 01 0|]—-|0 1 -1 -1 1 0|—-|0 1 -1 11 0|—-
1 -1 1 0 0 1 0O -1 O -1 0 1 0O 0 -1 2 1 1
1 0 1 1 0 0 1 0 0 -1 1 1
0 1 -1 -1 1 0 —- |10 1 O 1 o -1 -
0 0 1 2 -1 -1 0 0 1 2 -1 -1
-1 1 1
=>[d)Ei=| 1 0o -1
2 -1 -1




